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Einleitung. 


Unter  allen  Konzeptionen  Jacobia  verdient,  wenn  man  die  daran 

Isich  knöpfenden  Folgen  für  die  weitere  Eutwickliuig  der  Mathematik 

fins  Aage  faßt,  nach  dem  klassischen  Urteile  Dirichlets  die  erste  Stelle 

der    Gedanke,    jene   unendlichen    Produkte,   durch    deren    Quotienten 

»Abel  die  elliptischen  Funktionen  dargestellt  hatte,  als  selbständige 
Tnmsceudenten  in  die  Äualysis  einzuführen.  Als  Jacobi  diese  Pro- 
dukte in  Reihen  form  darstellte,  gelangte  er  zu  jenen  yier  unendlichen 
Reiben,  welche  nach  der  rein  zufälligen  Bezeichnung,  unter  der  sie 
zuerst  bei  ihm  aufti'eten,  heute  als  Thetareihen,  speziell  als  einfach 
unendliche  Thetareihen  oder  als  Thetaiiinktionen  einer  Veranderlichen 
bekannt  sind. 
I  Bei   den  späteren  Darstellungen,   welche  Jacobi  der  Theorie  der 

^^elliptischen  Funktionen  in  seinen  Vorlesungen  gab,  hat  er  diese  Theta- 
l^mben   als  Ausgangspunkt  an   die   Spitze  der  ganzen   Lehre  gestellt» 
~     and   dieses  Verfahren   wurde  vorbildlich   für  die  Arbeiten  von  Göpel 
und  Rosenhain,  welche  nun  ihrerseits  ihren  Untersuchungen  Über  die 
^hy perelliptischen    Funktionen    erster    Ordnung    die   Betrachtung    von 
doppelt    unendlichen    Reihen    des    gleichen   Bildungsgesetzes   vorans- 
n;    80   entstanden   die  zweifach   unendlichen  Thetareihen   oder 
1    "tafunktionen  von  zwei  Veränderlichen. 

Daß  sich  das  Bildungsgesetz  der  Thetareihen  ohne  weiteres  auch 

f  Herstellung  von  jj-fach  unendlichen  Reihen  verw^enden  läßt,  haben 

itfl  Göpel  und  Rosenhain  bemerkt;  es  schieueu  aber  diese  p-f&ch 

Eiiiendlichen  Thetareihen  ihnen  für  die  beabsichtigte  Theorie  der  hyper- 

"elJiptischen    Funktionen    nicht   brauchbar,    da   sie   in    ihren  Modulen 

|plj>+l)    Parameter    enthalten^    die   hyperelliptischen    Funktionen 

rom  Geschlecht  p  aber  nur  von  2p  —  1  wesentlichen  Konstanten  ab- 

Erst  Weierstraß  und  Riemann  haben^  über  dieses  Bedenken 

.wegsetzend,  die  p-fach  unendlichen  Thetareihen  in  die  Theorie 

ier  hypereUiptiscben  und  Abelschen  Funktionen  eingeführt  und  damit 

18  mächtigste  Instrument  für  diese  Lehren  geschafifen.    Es  war  aber 

ii  wohl  im  Auge  zu  behalten,  daß  die  so  in  der  Theorie  der  hyper- 
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elliptischen  und  Abelschen  Funktionen  auftretenden  Thetareihen  nicht 
die  allgemeinen  sind^  daß  yielmehr  ihre  Modulen  gewissen  Bedingungen 
genügen ;  vermöge  welcher  sich  die  Anzahl  der  unabhängigen  Eon- 
stanten im  hyperelliptischen  Falle  auf  2p— 1,  im  Abelschen  auf 
3jp  —  3  reduziert. 

Welcher  Art  die  Bedingungen  für  die  Modulen  der  hyperellipti- 
schen Thetareihen  sind^  ist  ziemlich  früh  erkannt  worden;  sie  bestehen 
in  dem  Verschwinden  gewisser  geraden  Funktionen  für  die  Nullwerte 
der  Argumente.  Für  die  Abelschen  Thetafunktionen  hat  Schottky 
die  im  niedrigsten  Falle  p  =  4  (da  noch  für|)  =  3  i  p  (p  +  1)  === 
3p  —  S  ist,  die  Abelschen  Thetafunktionen  also  allgemeine  sind)  zwi- 
schen den  Modulen  der  Thetareihe  bestehende  Beziehung  in  einer 
Relation  ziemlich  hohen  Grades  zwischen  geraden  Thetanullwerten 
gefunden. 

Von  diesen  speziellen  Abelschen  und  noch  spezielleren  hyper- 
elliptischen Thetafunktionen  handeln  das  neunte  und  zehnte  Kapitel 
des  vorliegenden  Buches.  Der  Gedanke,  eine  Übersicht  über  die 
Theorie  der  Abelschen  und  hyperelliptischen  Funktionen  selbst  zu 
geben,  mußte  wegen  des  geringen  zur  Verfügung  stehenden  Raumes 
von  vornherein  aufgegeben  werden;  damit  wurde  aber  die  Abgrenzung 
des  Darzustellenden  einigermaßen  willkürlich;  auch  konnte  hierbei 
für  die  beiden  Kapitel  nicht  der  gleiche  Gesichtspunkt  festgehalten 
werden. 

Die  allgemeinen  Thetafunktionen  haben  also,  um  zu  ihnen  zurück- 
zukehren, in  der  Theorie  der  Abelschen  Funktionen  keine  Verwendung 
gefunden.  Wie  sie  mit  dieser  Theorie  in  Verbindung  gebracht  werden 
können,  ist  erst  in  der  allerjüngsten  Zeit  erkannt  worden.  Zu  dieser 
Erkenntnis  hat  aber  ein  andres,  davon  ganz  verschiedenes  Problem 
geführt. 

Gerade  umgekehrt  nämlich  wie  die  Thetafunktionen  für  die  Ver- 
wendung in  der  Theorie  der  Abelschen  Funktionen  zu  allgemein 
waren,  schienen  sie  zu  speziell,  wenn  es  sich  um  die  Darstellung  be- 
liebiger 2jp-fach  periodischer  Funktionen  handelte;  denn  man  sieht 

zunächst  nicht  ein,  wie  die  2p*  Perioden  a)^„  r  ^  /  «'      '  o  )  einer 

allgemeinen  2j>-fach  periodischen  Funktion  zu  der  Beschrankung 
kommen  sollen,  daß  die  nach  der  Normierung  (vgL  dazu  pag.  113) 
der  ersten  p  Periodensysteme  an  Stelle  der  zweiten  auftretenden  Größen 
a^^.  den  ^  {p  -  1)  p  Bedingungen  a^.^  =  a^^,  (/x,  /t'  =  1,  2,  •  •  -,  jp; 
II  <  II )  genügen,  und  der  weiteren,  daß  die  aus  ihren  reellen  Teilen 
gebildete  quadratische  Form  eine  negative  ist.  Andrerseits  aber  sind 
diese  beiden  Bedingungen  von  der  Thetareihe  unzertrennlich;  denn 
einmal  können  in  der  quadratischen  Form  des  Exponenten  überhaupt 
nicht  mehr  als  ^  p  ip+  1)  Parameter  untergebracht  werden,  und 


Einleituiig. 


vn 


114  it 


weiter  kann  die  Thetareihe  ohne  die  an  zweiter  Stelle  genannte  Be* 
tdingung  nicht  konvergieren;  sie  konvergiert  dann  allerdings  absolat 
lund  t'dr  alle  Werte  der  Arguraeute,  aber  eine  andre  Konvergenz 
Igibt  es,  wie  ich  gezeigt  habe  (vgl  dazu  pag.  10  u,  f.),  bei  der  Theta* 
|n>ibe  überhaupt  nicht. 

Nun  hat  aber  irn  Gegensätze  zu  dem  eben  Ausgeführten  lliemann 
Ifiehrm  1860  den  Satz  {iusgesprochen,  daß  jede  2;>-fa€h  periodische 
[Funktion  sich  durch  Thetafuuktionen  darstellen  lasse  ^  und  es  haben 
IPicard  und  Poincare,  nachdem  vorher  Weierstraß  eine  Reihe  von 
|8atzen  angegeben  hatte,  welche  die  Etappen  für  einen  Beweis  des 
tiemannsehen  Satzes  bilden  können,  daran  ankniipfend  tatsäch- 
jch  diesen  Satz  bewiesen,  indem  sie  zeigten^  daß  jeder  2j>-fach 
modischen    Funktion    /'(^i  |  ■*     t^p)    nait    den     2p^    Perioden 

('*"''"'      '1  )  ^i^®  Klasse  algebraischer  Funktionen  von  einem  Ge- 

dilecht   q  ">  p    zugeordnet    werden  kann^    in    welcher    i^i,  •••,*'»  P 
lineariinabhängige  Integrale  erster  Gattung  sind,  deren  Periodizitats- 

"  ^,'q'     /t   J    Ä^    den    2q    Querschnitten    der    zu- 
gehörigen Itiemannschen  Fläche  sich  linear  und   gauzzahlig  aus   den 
\    ^  /  a  a    )  zusammensetzen.   Aus  den  bekannten  bilinearen 

Nationen    zwischen    den    Q    folgen   jetzt    auch    bilineare  Relationen 
riwischen  den  oj   und   damit  ist  die  Grundlage  für  einen  Beweis  des 
Uemannscben  Satzes  gegeben. 

Von  der  Darstellung  der  allgemeinen  2/i-fach  periodischen  Funk- 
tionen durch  Thetafunktionen  handelt  das  vierte  Kapitel  Dabei 
glaubte  ich  mich  für  den  Zweck  des  vorliegenden  Buches  auf  eine 
Skizzierung  des  Beweises  der  Weierstraßschen  Sätze,  in  der 
wie  es  Laurent  getan  hat,  beschränken  und  von  einer  voll- 
Eidigen  Durchführung  desselben  absehen  zu  sollen.  Eine  solche  hat 
|lnz wischen  Poincare  in  seiner  letzten  Abhandlung:  Sur  les  fonctions 
ibeüennes  (Acta  math.  Bd.  2i\    1902,  pag,  43)  gegeben. 

Jene  Klasse   algebraischer  Funktionen  vom  Geschlecht  ry,   welche 
der  vorher  angegebenen  Weise  einer  beliebigen  2^- fach  periodischen 
'      »n,  also  auch  jeder  aus  Quotienten  allgemeiner  Thetafunktionen 
.  ..ten,  zugeordnet  werden  kann,   charakterisiert  die  Eigenschaft, 
die   2pq  Periodizitätsmodulen    von   p    linearunabhängigen  ihrer 
frale  erster  Gattung  sich  aus  2p^  Größen  linear  und  ganzzahlig 
amensetzen  lassen^   als  eine  spezielle,   diese  Integrale  selbst  aber 
als    solche,    welche    durch   Transformation    auf   Integrale    von    dem 
irrigeren  Geschlecht  p  reduziert  werden  können. 

Die  80    mit   der  Theorie    der  allgemeinen  Thetafunktionen  ver- 
knüpfte Lehre  von  den   reduzierbaren  Abelschen  Integralen  wird  im 
»pitel  des  vorliegenden  Buches  behandelt.     Dasselbe  schließt 
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mit  dem  interessanten  Satze  Wirtingers,  durch  welchen  die  Beziehung^ 
der  allgemeinen  Thetafunktionen  zn  der  genannten  Klasse  reduzier-] 
barer  Abelßcher  Integrale  genaner  dahin  präzisiert  wird^  daß  es  Abeleche 
Thetafunktionen  vom  Geschlecht  q  gibt,  welche  nach  einer  Trans- 
formation höheren  Grades  in  Produkte  je  einer  Thetafnnktion  von  p\ 
und  einer  von  q  —  p  Variablen  zerfallen,  derart,  daß  die  ei-steren  all-l 
gemeine  Thetafunktionen  sind.  In  dieser  Weise  ist  es  gelungen,  Am 
allgemeinen  Thetafunktionen  in  der  Theorie  der  Abelschen  Funktionen 
untei^ubringen,  nicht  bei  den  Funktionen  vom  GeBchlecht  p,  sondern 
bei  speziellen,  reduziei'baren  Funktionen  eines  höheren  Geschlechts. 

Die  zu  reduzierbaren  Abelschen  Integralen  gehörigen,  also  nach 
einer  Transformation  höheren  Grades  in  Produkte  von  Funktionen 
von  weniger  Veränderlichen  zerfallenden  Thetafunktionen  spielen  noch 
in  anderer  Hinsicht  eine  wichtige  Rolle,  indem  sie  stets  komplexe 
Multiplikationen  besitzen,  d.  h,  für  sie  Transformationen  existieren, 
bei  denen  die  transformierten  Modulen  den  ursprünglichen  gleich  sind. 
Diese  Lehre  von  der  komplexen  Multiplikation  ist,  im  wesentlichen 
der  Darstellung  von  Frobenius  folgend,  im  sechsten  Kapitel  behandelt. 
Daß  dieselbe  einer  Ergänzung  in  der  Art  bedarf,  daß  auch  die  „sin- 
gulären^'  Transformationen  im  Sinne  Humbeiis  berücksichtigt  werden, 
ist  dort  am  Schlüsse  erwtihnt;  auch  der  Zusammenhang  mit  den 
reduzierbaren  Iiitegi*aleu  bedarf  noch  der  genaueren  Ausführung. 

In  der  Theorie  der  Abelschen  Funktionen  werden  fast  ausschließ 
lieh  die  im  siebenten  Kapitel  behandelten  Thetafunktionen  mit  halben 
Charakteristiken  verwendet,  imd  es  spielen,  sobald  es  sich  um  die 
Lösung  spezieller  Probleme  handelt,  die  zwischen  den  2^^  derartigen 
Funktionen  bestehenden  Relationen,  die  Additionstheoreme  ihrer  Quo- J 
tienten  und  jene  Gleichungen,  welche  die  ursprünglichen  und  dicfl 
transformierten  Thetafunktionen  miteinander  verknüpfen,  eine  wichtige 
Rolle.  Von  diesen  Beziehungen  sucht  das  vorliegende  Buch  eine 
möglichst  vollständige  und  einen  einheitlichen  Gesichtspunkt  wahrend 
Darstellung  zu  geben.  Nachdem  eingehende  Untersuchungen  in  diese] 
Gebiete  ergeben  hatten,  daß  aUe  in  Frage  kommenden  GleichungCi 
zwischen  Thetafuüktionen  durch  direkte  Umformung  der  unendlichen^ 
Reihen  gewonnen  werden  können,  mußte  dieses  Hilfsmittel,  als  dai 
elementarste,  für  deren  Ableitung  benutzt  werden,  und  da  sich  weite 
gezeigt  hatte^  daß  diese  Umformungen  durchaus  nicht  auf  Thetareiben 
beschränkt,  sondern  ohne  Änderung  auf  ganz  beliebige  unendliche 
Reihen  anwendbar  sind,  so  schien  es  wünschenswert,  sie  auch  iii 
dieser  allgemeinen  Form  darzustellen.  Dies  ist  für  die  erste  den 
derartigen  Umformungen  unendlicher  Reihen,  welche  durch  EinfilhniDa 
neuer  Summationsbuchstabeu  vermittelst  einer  linearen  SubstttutioiL 
mit  rationalen  Koeffizienten  erhalten  wird,  im  zweiten  Kapitel,  fiir 
die  zweite^  nämlich   für  die  durch  die  Fouriersche  Formel  bewirkteJ 
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im  dritten  Kapitel  gescheheü*  Die  dadurch  gewonnenen  Umformungen 
einer  beliebigen  j[?-fach  unendlichen  Reihe  (Vlll.  Satz  pag.  00  und 
III.  Satz  pag.  102)  liefern  sodann,  auf  Thetareihen  angewendet,  jene 
Theinformeln  ganz  allgemeinen  Charakters  (IX»  Satz  pag.  67,  XDI.  Satz 
pag,  80  und  V.  Satz  pag.  108),  denen  alle  im  spateren  Verlaute  not- 
wendig werdenden  Formeln  als  spezielle  Falle  entnommen  werden 
können.  Hierzu  mögen  noch  folgende  Bemerkungen  gemacht  werden. 
Die  soeben  gewonnenen  Thetaibrmeln  sind,  wie  aus  ihrer  Ent- 
^hiing  folgt,  natürlich  für  allgemeine  Thetafunktionen  gültig;  sie 
sind  weiter  für  Thetafunktionen  mit  ganz  beliebigen  Charakteristiken 

^     aufgestellt.     Es   wird  nun   allerdings  (pag,  29)  gezeigt^   daß  man 

unbeschadet  der  Allgemeinheit  diese  Größen  tj^  h  als  reell  voraus- 
setzen kann,  da  jede  Thetafiinktion  mit  einer  beliebigen  komplexen 
Charakteristik  einer  soleheu  mit  einer  reellen  gleich  ist;  dies  schheßt 
aber  nicht  aus,  daß  bei  besonderen  Untersuchungen  die  Zulassung 
komplexer  Charakteristiken  vorteilhaft  sein  kann;  für  diesen  Fall  ist 
es  nicht  unwichtig  zu  bemerken,  daß  alle  Formeln  des  ersten  Teiles 
auch  dann  noch  bestehen  bleiben,  wenn  die  Großen  ^,  h  aufhören 
reell  zu  sein. 

Die  im  zweiten  Kapitel  dargestellte  Umibrniimg  einer  unendlichen 
Ueihe  waj*  von  mir  schon  früher  mitgeteilt  worden  (^vgl.  dazu  pag.  50); 
in  §  3  gehe  ich  aber  einen  nicht  unwesentlichen  Schritt  über  diese 
frühere  Darstellung  hinaus^  indem  ich  zeige,  daß  ebenso,  wie  die  dar- 
gestellte Umfonnung  der  unendlichen  Reihe  selbst  nicht  auf  Theta- 
fuüktionen  beschränkt  ist,  so  auch  jene  Operationen,  welche  mau  mit 
der  gewonnenen  Thetaformel  vorzunehmen  pflegt  (vgl.  dazu  als  Bei- 
spiel iiie  an  die  Kiemannsche  Thetutbnnel  geknüpften  Untersuchungen 
pag.  300  u.  f.)^  an  der  nllgeuj einen,  die  Umformung  einer  beliebigen 
unendlichen  Reihe  darstellenden  Formel  (X)  pag,  60  ausgeführt  werden 
können.  Auch  aus  ihr  kann  mau  niimüch  ein  System  von  Formeln 
ftbleit-en,  welche,  während  auf  die  Unke  Seite  immer  eine  andere 
unendliche  Reihe  tritt^  auf  den  rechten  Seiten  alle  die  nämlichen 
unendlichen  Reihen  enthalten,  imd  kann  aus  diesem  Systeme  von 
Formeln  durch  lineare  Verbindung  aller  oder  eines  Teiles  von  ihnen 
neue  Formeln  ableiten^  welche  alle  lineare  Gleichungen  zwischen  den 
auf  ihren  linken  Seiten  stehenden  ursprünglichen  und  den  auf  den 
rechten  Seiten  stehenden  transformierten  Reihen  sind,  und  man  kann 
insbesondere  das  erhaltene  Formelsystem  umkehren,  d.  h.  eine  beliebige 
der  transformierten  Reihen,  wie  sie  auf  der  rechten  Seite  der  Formeln 

,en,    durch   die  ursprünglichen,   auf  den  Unken  Seiten  stehenden 

TÜekeu  (Formel  (85)  pag.  64). 
Bei  der  Anwendung  der  eben  genannten  allgemeinen  Umfonnung 

r  anendlichen  Reihe  (Formel  (X)  pag.  60)  auf  ein  Produkt  von 
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Thetareihen  in  §  6  wird  yorausgesetzt,  daB  die  Modulen  dieser  Theta- 
funktionen  ganzzahlige  Vielfache  der  Modulen  a^^,  einer  einzigen 
Thetafunktion  seien.     Für  die  lineare  Substitution,  durch  welche  an 

Stelle  der  bisherigen  np  Summationsbuchstaben  mj?^  V    Z  i'  2      •'    / 

die  np  neuen  Summationsbuchstaben  n^    {   ~  .'o'      '    )  ^i^^^lli'^ 

werden,  folgt  dann,  wenn  man  nur  voraussetzt,  daß  zwischen  den 
a^^,  keine  lineare  Relation  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  bestehe, 
notwendig  die  Eigenschaft,  daß  sie  in  jeder  ihrer  Gleichungen  nur 
Größen  m  und  n  mit  demselben  untern  Index  enthalte,  und  ich  habe 
femer  bewiesen  (ygl.  dazu  pag.  84),  daß  unter  der  gleichen  Annahme 
sich  aus  Substitutionen  dieser  speziellen  Art  und  den  in  §  4  an- 
gegebenen Umformungen  einer  einzelnen  Thetareihe  die  allgemeinste 
Substitution  zusammensetzen  läßt,  welche  überhaupt  ein  Produkt  von 
n  Thetafiinktionen  in  ein  Aggregat  solcher  Produkte  überführt.  Beides 
trifft  -nicht  mehr  zu,  wenn  die  Modulen  a^^,  in  der  angegebenen  Weise 
spezialisiert,  die  Thetafanktionen  also  „singulare"  im  Sinne  Humberts 
sind;  für  solche  Funktionen  existieren  neben  den  aus  den  Formeln 
des  zweiten  Kapitels  hervorgehenden,  für  alle  Thetafiinktionen  gültigen 
Formeln  noch  spezielle,  darin  nicht  enthaltene,  welche  den  „singu- 
lären"  Transformationen  (vgl.  dazu  pag.  130)  Humberts  entsprechen. 
So  dürfte  es  möglich  sein,  auch  von  dieser  rein  formalen  Seite  her 
in  die  Theorie  der  singularen  Thetafiinktionen  einzudringen. 

Karlsruhe,  den  2.  Februar  1903. 
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Erstes  Kapitel. 

Deflnitioii  und  Haupteigenschaften  der 
Thetafanktionen. 

§1. 

Die  einflAOh  unendliche  Thetarelhe. 

Unter   einer   einfach   unendlichen  Thetareihe  versteht  man  eine 
unendliche  Beihe 


(1)  2i''n, 

mss OD 

bei  der  der  Logarithmus  des  allgemeinen  Gliedes  eine  ganze  rationale 
Funktion  zweiten  Grades  des  Summationsbuchstabens,  also: 

(2)  z    =  e«»»*+**"»+c 

ist^  wo  a,  by  c  vom  Summationsbuchstaben  unabhängige  Größen  be- 
zeichnen. 

Die  Untersuchung  über  die  Konvergenz  der  Thetareihe  zerföUt 
in  zwei  Teile.  Im  ersten  Teile  wird  eine  notwendige  Bedingung  der 
Konvergenz  ermittelt;  im  zweiten  Teile  wird  gezeigt,  daß  die  ge- 
fundene notwendige  Konvergenzbedingung  auch  hinreichend  ist. 

Soll  eine  Reihe  (1)  konvergieren,  und  zwar  in  dem  Sinne,  daß 
sie  aus  zwei  selbständigen  konvergenten  Reihen: 

(3)  i^o  +  ^i +  «,  +  ••• +  «„  +  ••• 
und 

(4)  1^0 +  ^-1  +  ^-2 +  ---  +  ^-m  + ••• 
besteht^  so  muß: 

(5)  ]imz^^  =  0,    also  auch    Mmz^z^^  =  0 

sein.    Nun  ist  aber  für  die  gegebene  Thetareihe: 

(6)  *„*-,  =  e»"»'+'% 
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und  es  ergibt  sich  daher  als  notwendige  Konvergenzbedingung  die, 
daß  der  reelle  Teil  r  der  Größe  a=^r  -\-  si  einen  negativen  Wert 
besitze. 

Diese  Bedingung  r  <  0,  ohne  welche,  wie  soeben  gezeigt,  von 
Konvergenz  keine  Rede  sein  kann,  reicht  aber  auch  dazu  hin,  daß 
die  Thetareihe  konvergiert,  und  zwar  für  alle  endlichen  Werte  der 
Größen  b  =^v  +  wi  und  c  =  k  +  li,  und  weiter  absolut,  d.  h.  so,  daß 
auch  ihre  Modulreihe: 

+  00 

m  =  — 00 

konvergent  ist.  Der  Beweis  für  diese  Behauptung  ergibt  sich  sofort 
aus  dem  Satze: 

„Eine  Reihe  a^^  0^  +  a^  + !-«,„  +  •••  mit  positiven  Gliedern 

konvergiert,  wenn: 


(8) 


lim 


"m+l 


<1 


ist'';  oder  aus  dem  Satze: 

„Eine  Reihe  aQ  +  a^  +  a^-] h^mH ^^^  positiven  Gliedern 

konvergiert,  wenn: 

(9)  Iim>/^<1 

m=:oo 

ist",  weil  für  die  Modulreihe  (7): 

(10)  "±('»  +  l)_gr(»m  +  l)  +  »,         V^=erm  +  8» 

also,  sobald  r  <  0: 


(11) 
ist. 


a_i_  '  r      -i-m 

m=oo     *•+ m  m=ao  — 


Das  Resultat  der  angestellten  Untersuchung  lautet  also: 
I.  Satz:   Die  einfach  unendliche  Thetareihe: 

(I)  ^e-« 


im*-\-ibm-\-c 


konvergiert  und  zwar  absolut  und  für  alle  endlichen  Werte  der  Größen 
h  und  c,  wenn  der  reelle  Teil  r  der  Größe  a=^r  +  si  negativ  ist. 

Man  nehme  nun  an,  daß  die  Größe  a  ==  r  +  si  die  für  die  Kon- 
vergenz der  Thetareihe  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  r<0 
erfülle;  die  Größe  b  betrachte  man  als  unabhängige  komplexe  Ver- 
änderliche und  entsprechend  den  Wert  der  Reihe  als  Funktion  dieser 
Veränderlichen;  die  Größe  c   endlich  setze  man  gleich  Null.     Die  so 
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definierte  Funktion  wird  Thetafunktion  genannt  und,  indem  statt  des 
Buchstabens  b  der  Buchstabe  u  gewählt  wird,   mit  d'{u)  bezeichnet. 
Die  Thetafunktion  ^(u)  ist  definiert  durch  die  Gleichung: 

+  00 

(H)  ^(w)=2^'"'"*"*'""5 

m= — oo 

die  Größe  u  ist  eine  unabhängige  komplexe  Veränderliche  und  wird  das 
Argument  der  Thetafunktion  genannt;  die  Größe  a  =^r  +  si  ist  an  die 
Konvergenjsbedingung  r  <  0  geknüpft  und  heißt  der  Modul  der  Thetor 
funkHon. 

Die  einfach  imendliche  Thetareihe  findet  sich  zuerst  bei  Fourier*) 
im  vierten  Kapitel  seiner  Theorie  analytique  de  la  chaleur;  in  die 
Funktionentheorie  eingeführt  und  in  ihrer  großen  Bedeutung  fttr  diese 
erkannt  wurde  sie  von  Jacobi.*) 

Aus  der  Definitionsgleichung  (11)  ergibt  sich  sofort  als  erste 
Eigenschaft  der  Thetafunktion: 

(12)  d'(u  +  7ci)  =  -^(w); 

die  Thetafunktion  ist  also  eine  periodische  Funktion  mit  der  Periode 
xi.     Weiter  ist: 

^(u  +  a)  =  2  e«'»'+^'»<«+'') 

(13)  ..^« 


_g-a-2u 


Beachtet  man  aber,  daß  die  unendliche  Reihe  (II)  nur  eine  Umstellung 
ihrer  Glieder,  also  keine  Änderung  ihres  Wertes  erleidet,  wenn  man 
den  SummatioDsbuchstaben  m  um  1  vermehrt,  daß  also  auch  die  am 
Ende  von  (13)  stehende  Reihe  den  Wert  d'iu)  besitzt,  so  ergibt  sich 
aus  (13)  als  zweite  Eigenschaft  der  Thetafunktion: 

(14)  ^{u  +  a)  =  c-«-*"'^(w). 

Durch  wiederholte  Anwendung  der  Gleichungen  (12)  und  (14)  folgt 
fQr  beliebige  ganze  Zahlen  x,  X: 


1)  Fonrier,  Theorie  analytique  de  la  chalenr.    Paris  1822,  pag.  333. 

2)  Jacobi,  Fundamenta  nova  theoriae  functionum  ellipticarum.  1829. 
Ges.  Werke  Bd.  1.  Berlin  1881,  pag.  228;  insbesondere  aber:  Jacobi,  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen,  aus  den  Eigenschaften  der  Thetareihen  abgeleitet. 
Nach  einer  Vorlesung  Jacobis  in  dessen  Aufkrag  ausgearbeitet  von  Borchardt. 
W.  S.  1839 — 40,  ebenda  pag.  497.  Wegen  des  Datums  dieser  Vorlesung  vergl. 
Kroneoker,  Über  die  Zeit  und  die  Art  der  Entstehung  der  Jacobischen  Theta- 
fonnehi.    Berl.  Her.  1891,  pag.  668  un^  J.  fOr  Math.  Bd.  108.   1891,  pag.  SSO. 
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(15)  ^u  +  xa  +  kxi)  =  c-*'«-**«'^(m), 

eine  Gleichung^  von  deren  Richtigkeit  man  sich  auch  direkt  mit  Hilfe 
der  Gleichung: 

,     V  am*  +  2m{u  +  xa  +  k^i) 

=  a{m  +  Tif  +  2(w  +  x)u  +  2mk7ci  —  x*a  —  2xw 

überzeugen  kann,  wenn  man  beachtet,  daß  einerseits  die  unendUche 
Reihe  (II)  den  Wert  ^{u)  behält,  wenn  man  m  um  «  vermehrt, 
andererseits  e*"*^'**  für  alle  ganzen  Zahlen  m  und  X  den  Wert  1  hat. 
Endlich  folgt  aus  (II)  durch  gliedweise  Differentiation  der  unend- 
lichen Reihe  die  dritte  Eigenschaft  der  Thetafunktion: 

Man  hat  so  den 

n.  Satz:  Die  durch  die  Gleichung  (II)  definierte  Thetafunktion 
%'{u)  genügt  der  Gleicfiung:    . 

(III)  ^{u  +  xa  +  kni)  =  c-*'«-«'^-^(m), 

in  der  x,  k  beliebige  ganjse  ZaJilen  bezeichnen.  Aus  dieser  Gleichung 
gehen,  indem  man  das  eine  Mal  A  =  1  und  x  =  0,  rfos  andere  Mal 
X  =  1  und  A  =  0  setjsty  die  spezidien  Gleichungen: 

(IV)  ^{U  +  7C%)  =  ^{U), 

.  (V)  ^{u  +  a)    =  e'^'^''^{u) 

hervor,  aus  denen  man  umgekehrt  die  Gleichung  (HI)  tvieder  erzeugen 
kann.  Die  in  den  Gleichungen  (IV)  und  (V)  als  Änderungen  des 
Argumentes  u  auftretenden  Crrößen  ni  und  a  werden  die  Periodisitäts- 
modulen  der  TJietafufüction  genannt.  Weiter  genügt  die  Thetafunktion 
der  Differentialgleichung: 

Die  im  II.  Satze  niedergelegten  Eigenschaften  der  Funktion  d'{u) 
charakterisieren  zusammen  mit  der  Bedingimg,  daß  die  Funktion 
einwertig  und  im  Endlichen  nirgendwo  unstetig  sei,  diese  Funktion 
vollständig.     Es  gilt  nämlich  der 

IIL  Satz:  ErfüUt  eine  einwertige  und  für  aMe  endlichen  Werte 
von  u  stetige  Funktion  G{u)  der  komplexen  Veränderlichen  u  die  Glei- 
chungen: 

(VH)  G(w  +  ^i)=G(u), 

(VIU)  G(u  +  a)  =c-«-»«G(m),- 

oder,  was  dasselbe,  bei  bdiAigen  ganzzahligen  Werten  von  x  und  k  die 
Gleichung: 


Eigenschafben.    Bestimmang  durch  diese.  ^ 

(IX)  G(u  +  xa  +  iTci)  =  e'^<'-^»^G{u), 

so  kann  sie  sidi  von  der  Futüction  ^(u)  nur  um  einen  von  u  freien 
Faktor  unterscheiden;  erfüllt  sie  außerdem  die  Differentialgleichung: 

(X)  ?^)  =  4^, 
^    ^  3u*  da    ' 

so  ist  dieser  Faktor  auch  von  dem  Modul  a  unabhängig. 

Beweis:   Betrachtet   man    G{u)   als   Funktion  der   neuen   Ver- 
änderlichen 

(18)  z  =  e*% 

80  ist  sie  eine  einwertige  und  für  alle  von  Null  verschiedenen  end- 
lichen Werte  von  js  stetige  Funktion  dieser  Veränderlichen  und  läßt 
sich  demgemäß  für  alle  genannten  Werte  von  jg  in  dieselbe  nach 
positiven  und  negativen  Potenzen  von  jg  fortschreitende  Reihe  ent- 
wickeln. Kehrt  man  sodann  zur  ursprünglichen  Variablen  u  zurück, 
so  erhält  man  die  für  alle  endlichen  Werte  von  u  giltige  Entwicklung: 

+  00 

(19)  G(u)=^^Ay-% 

m  =  —  Qo 

wobei  die  A^  von  u  unabhängige  Größen  bezeichnen.  Führt  man 
diese  Reihe  an  Stelle  von  G(u)  in  die  Gleichung  (IX)  ein,  so  ver- 
wandelt sich  die  linke  wie  die  rechte  Seite  derselben  in  eine  nach 
den  ganzen  Potenzen  von  e^**  fortschreitende  Reihe,  und  es  ergibt  sich, 
wenn  m&  berücksichtigt,  daß  zwei  solche  Reihen  nur  dann  für  alle 
Werte  von  u  einander  gleich  sein  können,  wenn  die  Koeffizienten 
gleich  hoher  Potenzen  von  c*"  beiderseits  dieselben  sind,  für  die  Kon- 
stanten Ä  die  Beziehung: 

(20)  Ä„^,  =  A„e'<»"'^-') 

als  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  daftir,  daß  die  Funktion 
G(u)  der  Gleichung  (IX)  genügt.  Setzt  man  in  (20)  m  =  0  und 
hierauf  m  statt  x,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

(21)  A^^A.e^"", 

in  welcher  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  vertritt,  und  aus  welcher 
wieder  umgekehrt  die  Gleichung  (20)  erhalten  werden  kann.  Führt 
man  aber  diesen  Wert  an  Stelle  von  Ä^  in  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  (19)  ein,  so  erhält  man  endlich: 


«)  =  A^< 


(22)  G(U)  =  A^^  ea»..  +  2m«_  4,^(«) 

und  hat  damit  bewiesen,  daß  die  Funktion  6r(u),  wenn  sie  den  Glei- 
chungen (VII)  und  (VIII)  genügt,  sich  von  der  Funktion  ^(u)  nur 
um  einen  von  u  unabhängigen  Faktor  unterscheidet. 


I.  1.  Die  einfach  unendliche  Thetareihe. 


Ersetzt  man  nun  weiter  auf  der  linken  und  rechten  Seite  der 
Gleichung  (X)  die  Funktion  G(u)  aus  der  Gleichung  (22),  so  erhält 
man,  weil  Ä^  von  u  unabhängig  ist,  zunächst: 

(23)  ^?^,^).4^»(„)  +  4^2|fi!) 

und  hieraus  sofort  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  (VI): 

(24)  ^  »  0. 

Damit  ist  aber  bewiesen,  daß  Aq,  wenn  die  Funktion  G(u)  der  Glei- 
chung (X)  genügt,  auch  von  dem  Modul  a  der  Thetafunktion  unab- 
hängig ist. 

Repräsentiert  man  die  Werte  der  unabhängigen  Variablen  u  durch 
die  Punkte  einer  Ebene,  so  bestimmen  die  vier  Werte  w  ==  0,  a,  Tti, 

a  +  üti  ein  Parallelogramm  IIq,  Zieht  man 
femer  durch  alle  Punkte  w  =  «a  und 
u  =  Istij  wo  X  und  A  ganze  Zahlen  be- 
zeichnen. Gerade  parallel  den  Seiten  dieses 
Parallelogrammes^  so  wird  die  ganze  Ebene 
in  kongruente  Parallelogramme  zerschnitten. 
Einem  jeden  Punkte  u  in  einem  beliebigen 
dieser  Parallelogramme  entspricht  nun  ein 
ihm  „kongruenter^^  Punkt  m^j=  m  —  xa  —  Xni 


Fig.  1. 


oder  kürzer   m  ~  w^   m 


/Zq,   imd  es  kann 


der  Wert  der  Thetafunktion  im  Punkte  u 
mit  Hilfe  der  Formel  (III)  aus  ihrem  Werte  im  Punkte  Uq  berechnet 
werden.  In  diesem  Sinne  genügt  es,  den  Werteverlauf  der  Funktion 
d'(u)  in  IIq  zu  untersuchen;  insbesondere  verschwindet  die  Theta- 
funktion in  einem  Punkte  u  dann  und  nur  dann,  wenn  auch  -9'(w^)  =  0 
ist.  Es  soll  hier  die  Frage  beantwortet  werden,  in  wieviel  Punkten 
von  IIq  und  in  welchen  d'{u)  verschwindet. 

Die  Anzahl   der  Nullpunkte   von  ^(u)  in  Uq  und   die  Summe 
dieser  Nullpunkte  werden  durch  die  Integrale: 


(25) 


geliefert,  die  in  positiver  Richtung  um  IIq  zu  erstrecken  sind, 
ist  aber  allgemein: 


Nun 


(26) 


lf{u)  du  =  jf{u)  du  +  jfiu)  du  +  jf{u)  du  +  j  f{u)  du 

ni  a 

'-f{f(u)-f(u  +  a)}du-f{f{u)-f(u  +  »i))du, 


Eigenschaften.    Nullpunkte. 

und  da  weiter  den  Gleichungen  (IV),  (V)  zufolge: 

,27\      d\ogd-(u  +  n%)  _  dlog»(u)        d\og»{u  +  a)  _  d\og»(u)  _  ^ 
^     ^  du  du       '  du  du 

ist,  so  erhält  man: 

(28)  J^^Ljdu^l 

0 

und  femer: 

ni  ni  a 


(29) 

ni   , 

2  2 

Es  verschwindet  also  die  Funktion  d'{u)  nur  einmal  in  ITq  und  zwar 
an  der  Stelle  w  =  ^  (ari  +  a).    Man  hat  folglich  den 

IV.  SatB:   Die  Funlcüon  ^(u)  wivd  0^  für  die  Werte: 
(XI)  u  -  i[(2x  +  l)a  +  (2A  +  l);ri], 

fco  Xy  A  beliebige  gcmze  ZaJUen  beeeicJinen. 

Beachtet  man  endlich^  daß  die  unendliche  Reihe  (II)  nur  eine 
ümsteUnng  ihrer  Glieder  also  keine  Änderung  ihres  Wertes  erleidet, 
wenn  man  m  durch  —  m  ersetzt,  so  erhält  man: 

(30)  '^(w)  =  0'(-m) 

hat  also  den 

V,  SatB:  Die  Funktion  ^(u)  ist  eine  gerade  Funktion  ihres  Argur 
mentes  u. 


§2. 

Die  jp-fitch  unendliche  Thetarelhe.    Ermittelung  einer  not- 
wendigen und  hinreichenden  Konvergenzbedingung. 

Unter  einer  p-fach  unendlichen  Thetareihe  versteht  man  eine 
p-fach  unendliche  Reihe,  bei  welcher  der  Logarithmus  des  all- 
gemeinen Gliedes  eine  ganze  rationale  Funktion  zweiten  Grades  der 
p  Sommationsbnchstaben  ist.  Eine  solche  Funktion  kann  man,  wenn 
man  die  p  Summationsbuchstaben  mit  m^,  m,,  *  -  •,  m^  bezeichnet 
und  fOr  die  Glieder  zweiten  Grades  sich  der  bei  den  quadratischen 
Formen  Ablieben  Schreibweise  bedient^  in  der  Gestalt: 
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(31)        ^  yj^^'^^^^'+^s^^^^ + c    («/.^—va') 

darstellen ;  und  es  wird  daher  eine  p-fach  unendliche  Thetareihe  in 
allgemeinster  Form  durch  die  Summe: 

p      p  p 

(32)  2     ^^'•"'^'  ''^^ 

repi^entiert,  bei  deren  Ausführung  jede  der  p  Größen  m  unabhängig 
von  den  anderen  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  von  —  oo  bis  +  c» 
durchläuft. 

Eine  notwendige  Bedingung  für  die  Konvergenz  der  anendlichen 
Reihe  (32)  ist  die^  daß  das  allgemeine  Glied  derselben  gegen  Null 
konvergiert,  wenn  irgend  welche  der  p  ganzen  Zahlen  m,  einerlei  wie 
die  übrigen  sich  gleichzeitig  bewegen,  ihren  absoluten  Werten  nach 
über  alle  Grenzen  wachsen.  Setzt  man  daher  im  allgemeinen  Gliede 
der  Reihe  (32)  an  Stelle  von  tn^,  •  •  •,  m^  das  eine  Mal  die  Zahlen 
Wi',  •  •  •,  m ',  das  andere  Mal  die  Zahlen  —  m^',  •  •  •,  —  ni^',  so  muß, 
wenn  die  Reihe  konvergent  sein  soll,  ein  jeder  der  beiden  dadurch 
entstehenden  Ausdrücke  imd  daher  auch  ihr  Produkt: 

p      p 

(33)  ^/*=M'=i 

gegen  Null  konvergieren,  wenn  irgend  welche  der  p  ganzen  Zaülen 
m  ihren  absoluten  Werten  nach  über  alle  Gh-enzen  wachsen,  und  num 
erhält  daraus  sofort  die  folgende  notwendige  KonVergenzbedingung: 

VI.  Satz:  Bezeichnet  mcm  den  reellen  Teü  der  Größe  a^^.  mü 
^fißi'f  ^^  ^^  ^**^  notwendige  Bedingung  für  die  Konvergenz  der  Theta- 
rethe  die,  daß  der  Ausdruck: 

(xn)  ^Kl---iwp)=2'  2w%%' 

gegen  —  c»  geht,  wenn  irgend  welche  der  p  ganzen  Zahlen  m  ihren 
absoluten  Werten  nach  über  alle  Grenzen  wachsen. 

Es  soll  jetzt  weiter  gezeigt  werden,  daß  die  soeben  gefundene 
Bedingung,  ohne  welche  also  von  Konvergenz  keine  Rede  sein  kann, 
dazu  hinreicht,  daß  die  Thetareihe  konvergiert,  und  zwar  für  alle 
endlichen  Werte  der  Größen  6^  =  v^  +  w'^*  und  c^Jc  +  li,  und 
weiter  absolut,  d.  h.  so,  daß  auch  ihre  Modulreihe: 
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p       p  p 

-00,  •  .4-»   JS  ^V /"'*"/* "V  +  ^ -^5**"/""/'  +  * 
(34)  2     e^^''''^'  ^^' 

koiLTergent  ist 

Bei  dieser  Untersuchung  treten  gewisse  Verbindungen  der  Größen 
r^^,  auf,  welche  sich  sämtlich  als  Determinanten  von  der  Form: 


(35) 


/'^  = 

pa 


'11 


'21 


'12 


'22 


^v-1,1       ^v-1,2 


'^2,v-l 


'la 


'2a 


^y_l,v_l       ^y-1,  a 


^1  ^2  '  QfV  —  1  ' Qa 

darstellen  lassen,  wobei  v,  q,  6  Zahlen  aus  der  Reihe  ly  2^  •  -  ,  p 
bezeichnen,  die  auch  teilweise  oder  alle  einander  gleich  sein  können. 
Der  Fall  i^  =  1  ist  in  der  Weise  aufzufassen,  daß  alsdann  die  Deter- 
minante r^\  sich  auf  das  einzige  Element  r  reduziert,  so  daß  also 
r^*]  mit  r  identisch  ist.  Infolge  der  zwischen  den  Größen  r  be- 
stehenden Relationen  r^,^  ==  r^^,  (ft,  /t'=  1,  2,  •  •  •,  p)  ändert  die  De- 
terminante r*^  ihren  Wert  nicht,  wenn  man  q  und  6  vertauscht;  es 
ist  daher  stets  /    =^^'1.     Beachtet  man  dann,  daß  in  der  Determi- 

°*"^*®  ^Qo^^  (^  ^^  ^^  ^^  ^®^  Elementen  r  ,  r^^,  r^^,  r  gehörigen 
ünterdeterminanten  v^^  Grades,  die  mit  r'^,  rj^,  r^.'^,  r'    bezeichnet 

werden  sollen,  mit  den  Determinanten  r^'^  /*^\  —  ^i*\  —  r^*^^  identisch 
sind,  und  bildet  die  Determinante: 

(36) 

>y        qo 

so  erhält  man  auf  Grund  eines  bekannten  Satzes  der  Determinanten- 
theorie, wenn  man  noch  r^^^  durch  /*^  ersetzt,  die  im  Folgenden 
wiederholt  zur  Anwendung  kommende  Relation: 


(37) 


9v    QO  VQ    va  r— l,y— 1    qa 


.C+i) 


die  für  jedes  v  von  1  bis  p  gilt,  wenn  mau  noch  im  Falle  v  =  1 
unter  der  dann  auf  der  rechten  Seite  auftretenden  Größe  r^^l  die  Ein- 
heit versteht.  Diese  Relation  ist  fQr  die  jetzt  vorzunehmenden  Zer- 
legungen der  Form  B(fni  \"'\ nC)  stets  im  Auge  zu  behalten. 

Man  nehme  nun  an,  daß  cue  Form  B(mi  |  •  •  •  { m^)  die  für  die 
Konvergenz  der  Thetareihe  oben  als  notwendig  erkannte  Bedingung 
erfülle^   daß  also  ihr  Wert  immer  gegen  —  cx>  gehe,  wenn  ii^nd 
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welche  der  p  ganzen  Zahlen  m  ihren  absoluten  Werten  nach  über 
alle  Grenzen  wachsen,  einerlei  wie  die  übrigen  sich  gleichzeitig  be- 
wegen.    Dann  muß  speziell  auch: 

(38)  B(m,\0\--\0)  =  ff}ml 

gegen  —  co  gehen,  wenn  m^  über  alle  Grenzen  wächst.  Dies  zieht 
aber  für  r^^^    die   Bedingung   /^^  <  0    nach    sich,     und    man    kann 

B(in^\  •••  |m^)  zunächst  in  die  Form: 

^  Ml  Ml  ^ 

(39)  ^      ,       , 
bringen.     Weiter  muß  aber  auch: 

.(1)  \2         -(2) 


(40)  iJ(mJm,|0|...|0)  =  r;V   m,  +  -;^,n,)  + 


Ml 


gegen  -—  <x>  gehen,  wenn  man  m^  unbegrenzt  wachsen  läßt.     Wählt 
man  jedesmal  zu  dem  betreffenden  Werte  von  Wj  den  Wert  von  m^  etwa 

der  Bedingung  0  <,m^  +  -^  w^  <  1  gemäß,  so  erhält  man  für   den 

^11 
Koeffizienten  von  tn|  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (40)  die 

y(2) 

Bedingung  —-^  <  0,   und  man   kann   alsdann   R^m^  |  • .  •  |  m^)    in   die 

Form: 

/  ^(1)  r^i)  yd)      \2 

ü(mj  ...  |m,)  =  r;vU,  +  ^  m,  + -^  m,  + -•  + -^  m) 

HIV       »iV  ^'l     Y 

(41)  +;s)r»  +  ;f'»''  +  --  +  ü^'».j 


"^7g>2  ^ '''"'' '"f^'f 


/4  =  S    /*'=  5 

bringen.     Weiter  muß  aber  auch: 

/  /i)  yd)       \2 

iJ(mJm,!tn3|0|...|0)  =  r;VU+^m,  +  -^mJ 

^  ^11  ^11       ^ 

Ml    ^  ^22  ^  ^^21 

gegen  —  cx>  gehen,  wenn  man  m,  unbegrenzt  wachsen  läßt     Wählt 
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man  jedesmal  zu  dem  betreffenden  Werte  von  m^  zunächst  den  Wert  von 
I»,  der  Bedingung  0^1»,  +  -^  m^  <  1,  und  alsdann  den  Wert  von 

yd)  ^1) 

IM,  der  Bedingung  0  <  w,  +  -^  Wg  +  -^  m^  <  1    gemäß,    so   erhält 

man    fttr    den    Koeffizienten    von    w|    auf   der   rechten    Seite    der 

y(8) 

letzten  Gleichung  die  Bedingung  -~:  <  0.     Fährt   man    so    fort,    so 

ergibt  sich  schließlich  für  B{m^\  •••  |w^),  immer  unter  der  Voraus- 
setzung, daß  es  die  im  VI.  Satz  angegebene  zur  Konvergenz  der  Theta- 
reihe  notwendige  Bedingung  erfüllt,  die  Darstellung^): 

M  M)  M) 


/            yd)                          y(i)  y(i)        \8 

^                Ml                                      Ml  ^U           ^ 

y(2)  /                              y(2)  r(2)          \2 

+  3)  K  +  •••  +  ik-  »"/.-i  +  :^)  ""pj 


'22  '22 


(43) 


*^p-2,p-2  \  »•p_i,p_i  / 

y(P) 

und  man  hat  zugleich  gesehen,   daß  die  p  auf  der  rechten  Seite  der 
ietsEJten  Gleichung  vor  den  Klammern  stehenden  Koeffizienten 

J2)  (p~l)  Jp) 

(AA\  r'i>       -^      ...      ->-Zll!i'JZi  ^P 

v^;  Mi^     (1)^      j  y(p-2)     j    ^p~i) 

sämtlich  n^ative  Werte  haben. 

Ein  jeder  der  p  Summanden,  aus  denen  sich  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  (43)  zusammensetzt,  ist  das  Produkt  zw^eier  Faktoren,  von 
denen  der  erste  eine  negative  Größe,  der  zvreite  das  Quadrat  einer  reellen 
Große  ist,  und  es  kann  daher  keiner  dieser  Summanden  jemals  positiv 
werden,  welche  Werte  die  ganzen  Zahlen  m  auch  annehmen  mögen.  In- 
folgedessen kann  der  Wert  von  R{mi  |  •  •  •  |  m^)  niemals  den  Wert  des  in  der 
p**°  Zeile  stehenden  Summanden  überschreiten,  und  es  besteht  daher,  wenn 
man  noch  zur  Vereinfachung  die  Determinante  r^,  die  mit  der  Determi- 


1)  Jacobi,  Über  eine  elementare  Transformation  eines  in  Bezug  auf  jedes 
von  Bwei  Variablen-Systemen  linearen  und  homogenen  Ausdrucks.  Ges.  Werke 
Bd.  3.    Berlin  1894,  pag.  688. 
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nante  ^±  r^  r^^  "'  ^pp  ^^^  quadratischen  Form  22  (Wj  |  •  •  •  |  m^)  iden- 
tisch ist,  mit  A,  die  Determinante  r^~/^     .,  insofern  sie  die  zu  dem 

7  7  p l^jj 17 

Elemente  r^^  gehörige  Unterdeterminante  p  —  1*®"  Grades  der  pete^ 
minante  A  ist;  mit  q^^  bezeichnet^  die  Beziehung^): 

(45)  B{m,\:.\m^)^^ml     A<o. 

ypp  ypp 

Nun  besitzt  aber  bei  der  Form  B^m^  |  •  •  •  1 1»  )  keine  der  Zahlen 
m  einen  Vorzug  vor  den  anderen^  und  es  besteht  daher^  vorausgesetzt 
immer,  daß  R(mi  |  •  -  |  m.)  die  angegebene  Bedingung  erfOllt^  f&r 
jedes  V  von  1  bis  p  die  fieziebung: 

(46)  B(m,\...\m^)Z^ml,     A  <  Q, 

wobei  Q^^  die  zu  dem  Elemente  r^^  gehörige  Unterdeterminante 
p  —  1**®  Grades  der  Determinante  A  =  ^±  r^^  r„  •  •  •  r^^  bezeichnet 
Setzt  man  hierin  an  Stelle  von  v  der  Reihe  nach  die  Zahlen  1,  2,  •••,/» 
und  addiert  die  p  so  entstandenen  Relationen  zueinander^  so  erhalt 
man  zunächst: 

(47)  Pij(»h|-I»»,)^2f'"* 

und  weiter,  indem  man  linke  und  rechte  Seite  dieser  letzten  Relation 
durch  p  dividiert,  gleichzeitig  zur  Abkürzung 

(48)  ir  =  -*'  (-t.«.-.« 

und  für  R(m^  \  '"  \  ^p)  ^^  setzt,  was  es  bedeutet,  die  Beziehung: 


(49) 


P  P 


^r^^.m^m^,  <  -  ^^  *-^^ 


wobei  die  k  sämtlich  positive  reelle  Größen  bezeichnen. 

Auf  Grund  der  zuletzt  gewonnenen  Beziehung  ergibt  sich  aber 
sofort  die  Konvergenz  der  gegebenen  Modulreihe  (34),  indem  man 
diese  mit  dem  Produkte  der  p  einfach  unendlichen,  för  alle  endlichen 
Werte  der  v  konvergenten  Reihen: 

(50)  ^g-*^mj+2m^v^  (r=l,2,...,j^ 


m-,= — oo 


vergleicht. 

1)  Es  ist  damit  auch  die  bei  Auflösung  der  Gleichungen  (94)  benntito 
Tatsache  erwiesen,  daß  die  Determinante  ^±  ^nUt  "  •  ^pp  ^^  ^^^  ^^ 
verschieden  ist 
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Damit  ist  aber  bewiesen,  daß  die  im  VI.  Satz  angegebene  not- 
wendige Eonvergenzbedingung  in  der  Tat  auch  dazu  hinreicht,  daß 
die  Thetareihe  konvergiert,  und  zwar  fiir  alle  endlichen  Werte  der 
Grotten  b^  und  c,  und  weiter  absolut,  d.  h.  so,  daß  auch  ihre  Modul- 
reihe konvergent  ist.  Das  Resultat  der  angestellten  Untersuchung 
lautet  also: 

VIL  Sati:  Die  p-fach  unendliche  Thetareihe: 

p      p  p 

(xni)  V    ß^=^^-^  '*=i 

konvergiert  und  zwar  absolut  und  für  dUe  endlichen  Werte  der  Größen 
\}  '  "y  \  ^^  ^9  wenn  der  Wert  des  mit  den  reellen  Teilen  r^^.  der 
Größen  a^^,  gebildeten  Ausdrucks: 

(XIV)  ^K|---|»»p)  =  2  2^^^^^'^f^^f^' 

gegen  —  oo  gdit,  sobald  irgend  wdcfie  der  p  ganzen  Zahlen  m  ihren 
absoluten  Werten  nach  über  alle  Grenzen  wachsen ,  einerlei,  wie  die 
übrigen  sich  gleichzeitig  bewegen. 


§3. 

Andere  Formen  ffir  die  Konvergenzbedingnng. 

Die  f&r  Il(in^  ]"•  \ ^p)  gefundene,  zur  Konvergenz  der  p-fach  un- 
endlichen Thetareihe  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  kann 
durch  ein  System  von  Bedingungen,  welche  sich  ausschließlich  auf  die 
Koeffizienten  r  ,  der  Form  R{mi\  •••  [w^)  beziehen,  ersetzt  werden. 
Erf&Ut  nämlicn  die  Form  R^m^  \  "'  \ ^^p)  ^^  angegebene  Bedingung, 
so  bestehen  immer,  wie  früher  gezeigt  wurde,  die  p  Ungleichheiten: 

(51)  r;v<o,    ^<o,  ...,  -^^^^<o. 

Es  gilt  aber  auch  das  Umgekehrte.  Genügen  nämlich  die  Koef- 
fizienten r  irgend  einer  Form  R(m^  |  •  •  •  |  mp)  diesen  p  Ungleichheiten, 
80  laßt  sich  diese  zunächst  immer  in  der  Form  (43)  zerlegen.  Bei 
dieser  Zerlegung  ist  aber  die  Determinante  der  p  auf  der  rechten 
Seite  vorkonmienden,  in  Klammem  eingeschlossenen  homogenen 
linearen  Funktionen  der  Zahlen  m^,  •  •  *,  nip  von  Null  verschieden 
(sie  hat,  wie  unmittelbar  zu  sehen,  den  Wert  Eins),  und  es  ent- 
sprechen daher  endlichen  Werten  dieser  Funktionen  immer  auch  end- 
liehe Werte  der  ganzen  Zahlen  m.     Wachsen  daher  irgend  welche 
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der  p  ganzen  Zahlen  m,  einerlei,  wie  die  übrigen  sich  gleichzeitig 
bewegen,  ihren  absoluten  Werten  nach  über  alle  Grenzen,  so  mnfi 
wenigstens  eine  der  genannten  Funktionen  ihrem  absoluten  Werte 
nach  über  alle  Grenzen  wachsen,  und  der  Wert  von  JJ(wi  |  •••  1»»^ 
geht  dann  gegen  —  oo,  da  die  vor  den  Quadraten  dieser  Funktionen 
stehenden  Koeffizienten  (44)  sämtlich  negativ  sind.  Jede  Fonn 
R(m^  I  •  •  •  I  w^),  deren  Koeffizienten  r  den  p  Ungleichheiten  (51)  ge- 
nügen, erfüllt  daher  immer  auch  die  oben  angegebene  eur  Konvergene 
der  p-fach  unendlichen  Thetareihe  notwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung, und  es  kann  daher  diese  Bedingung  durch  das  System  der 
p  Bedingungen  (51)  oder,  was  dasselbe,  durch  das  System  der  p  Be- 
dingungen: 

(52)  (_i)V(;^>0  (^=i,«,--,^) 

ersetzt  werden. 

Der  gefundenen  Konvergenzbedingung  soll  endlich  noch  eine 
andere  Form  gegeben  werden.  Zu  dem  Ende  betrachte  man  die  mit 
Hilfe  der  Koeffizienten  r  der  Form  R(fn^  |  •  •  •  |  m^)  gebildete  quadra- 
tische Form: 

p       p 

(53)  ^(^i|---kp)  =  2'2^A''^A'V' 

bei  der  die  x  unabhängige  reelle  Veränderliche  bezeichnen  sollen. 
Diese  Form  läßt  sich  dann,  wenn  R(m^  |  •••  |  w^)  die  im  VIT.  Satz  an- 
gegebene Bedingung  erfüllt  oder,  was  dasselbe,  wenn  die  Koeffizienten 
r  den  p  Ungleichheiten  (51)  oder  (52)  genügen,  in  derselben  Weise 
zerlegen,  wie  vorher  R(m^\  •••  |w^);  man  braucht  in  der  Gleichung 
(43),  die  eine  identische  ist,  und  also  gilt,  was  auch  die  Buchstaben 
m  bedeuten,  nur  die  Buchstaben  m  durch  die  Buchstaben  x  zu  er- 
setzen. Diese  Zerlegung  zeigt  dann,  daß  die  Form  B{x^\  •  *  -  { x^  eine 
negative  quadratische  Form  ist,  oder,  was  dasselbe  sagt,  stets  einen 
negativen  Wert  hat,  wenn  nicht  gleichzeitig  x^  =  0,  a:»  =  0,  •  •  •,  a;  =0 
ist.  Da  nämlich  die  p  bei  der  Zerlegung  auftretenden  Koeffizienten 
(44)  sämtlich  negativ  sind,  so  kann  die  Form  einen  positiven  Wert 
überhaupt  nicht,  den  Wert  Null  aber  nur  dann  annehmen,  wenn  die 
p  in  den  Klammem  stehenden  homogenen  linearen  Formen  der  x 
gleichzeitig  verschwinden.  Dies  letztere  aber  ist,  da  die  Determinante 
derselben,  wie  vorher  erwähnt,  von  Null  verschieden  ist,  nur  dann 
möglich,  wenn  alle  Größen  x  gleichzeitig  verschwinden.  Bezeichnet 
umgekehrt  R(x^  I  '  •  *  i  ^p)  ^^^  negative  quadratische  Form,  so  kann 
man  dieselbe  in  der  nämlichen  Weise  zerlegen,  wie  es  früher  mit  der 
Form  R(ni^\'"\m^)  geschehen  ist;  man  braucht  dazu  nur  der  Reihe 
nachdieFormen  jB(a:i|0|.  .|0),  B{Xi\x^\0\ -•' \0\'"  zu  betrachten 
und  festzuhalten,  dsiß  eine  jede  dieser  Formen^  sobald  nicht  die  «unt- 
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liehen  darin  yorkommenden  Größen  x  Null  sind^  negativ  sein  muß. 
Bei  dieser  Zerlegung  ergeben  sich  dann  für  die  Koeffizienten  (44) 
wieder  die  vorher  aufgestellten  Ungleichheiten  (51),  und  es  erfallt 
daher  die  zu  ü  (a?i  |  •  •  •  |  a;^)  gehörige  Form  JB  (w^  |  •  •  •  |  m^)  stets  die 
vorher  angegebene  eur  Konvergenz  der  p-fach  unendlichen  Thelareihe 
naUcendige  und  hinreichende  Bedingung.  Diese  Bedingung  kann  daher 
auch  durch  die  Bedingung,  daß  B{Xi\  "*\x^  eine  negative  quadratische 
Farm  sei,  ersetzt  werden. 

Das  Endresultat  der  ganzen  bisherigen  Untersuchung  läßt  sich 
nun  endlich  wie  folgt  aussprechen: 

VILL  Sata:  Die  p-fach  unendliche  Thetareihe: 

p      p  p 

-•,..,  +  00      2    ^  «/*/«"»/«»"/«'  + 2  ^V"/*  +  *' 

(XV)  ^      e^=M'=i  /*=! 

konvergiert  und  zwar  absolut  und  für  alle  endlichen  Werte  der  Größen 
^i>  •  •  •>  ^1»  ****^  ^9  wenn  die  mit  den  reellen  Teilen  r^^,  der  Größen  a^^. 
gÄüdete  quadratische  Form: 

p       p 

eine  negative  Form  ist  Diese  Bedingung  ist  dann  aber  auch  nur  dann 
erfiäU,  wenn  die  Koeffusienten  r^^,  den  p  Ungleichheiten: 

(xvn)  (_i)V(-)>o,  (.=1.2,.. ..p) 

genügen. 

Die  in  den  beiden  letzten  Paragraphen  mitgeteilte  Untersuchung  über 
die  Konvergenz  der  jp-fach  unendlichen  Thetareihe  wurde  von  Herrn  Prym 
und  mir  im  Jahre  1885  angestellt.^)  Der  Grundgedanke  des  Beweises, 
auf  Grund  einer  Zerlegung  der  Form  R  (wj^  |  *  •  •  |  w  )  von  der  Gestalt  (43) 
zu  einer  Ungleichung  von  der  Form  (49)  zu  gelangen,  findet  sich  zuerst 
wohl  bei  Briot;')  die  vorliegende  Gestalt  habe  ich  dem  Konvergenz- 
beweise in  meiner  Abhandlung:  Über  die  Convergenz  der  Thetareihe^) 
gegeben.  Bei  derselben  tritt  schärfer,  als  es  bis  dahin  betont  worden  war, 
zu  Tage,  daß,  sobald  man  die  Bedingung  stellt,  es  solle  das  allgemeine 
Glied  der  Thetareihe  gegen  Null  konvergieren,  wenn  irgend  welche  der 
Snmmationsbuchstaben  ihren  absoluten  Werten  nach  über  alle  Grenzen 
wachsen,  dieses  Verlangen  allein  schon  zu  jener  Eigenschaft  der  Form  (XYI) 
führt,  welche  nun  ihrerseits  die  absolute  Konvergenz  der  Reihe  für  alle 
endlichen  Werte  der  Größen  h  und  c  nach  sich  zieht. 

1)  Krazer  und  Prym,  Neue  Grundlagen  einer  Theorie  der  allgemeinen 
Thetafonktionen;  herausg.  ?on  Krazer.    Leipzig  1892,  pag.  8. 

8)  Briet,  Th^rie  des  fonctions  Ab^iennes.    Paris  1879,  pag.  116. 

8)  Krazer,  Über  die  Convergenz  der  Thetareihe.  Math.  Ann.  Bd.  49. 
18^«  PAg-  ^00. 

Xrfti«r,  TlMtaftmlctioiMn.  2 
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Der  erste  Teil  der  Eonvergenzuntersnchnng,  welcher  den  Nachweis 
enthält,  daß  das  Negativsein  der  Form  ^(j^i\  '"  \^^  eine  zur  Konvergenz 
der  Thetareihe  notwendige  Bedingung  bildet,  ist  wenig  bearbeitet  worden. 
Dem  Verfasser  sind  nur  jene  Beweise  bekannt,  welche  Weierstraß  und 
Christof  fei  hieför  in  ihren  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  hyperellip- 
tischen und  Abelschen  Funktionen  gegeben  haben;  dieselben  lassen  sich 
kurz  so  darstellen: 

Gäbe  es  reelle  Größen  x ,  für  welche  22  (rr J  •  •  •  |  a; )  >  0  ist,  so 
gäbe  es  auch  rationale  und  daher  auch  ganze  Zahlen,  mr  welche  dies 
stattfindet.  Wäre  dann  aber  R (m^  |  •  •  •  |  m^) > 0,  so  würde  R (km^  \  '"  \  ^»»,) 
mit  Je  über  alle  Grenzen  wachsen.  Zur  Konvergenz  der  Thetareihe  ist 
also  jedenfalls  notwendig,  daß  R(xi\  ---  \Xj)  für  kein  reelles  Wertesystem 
der  X  positiv  ist;  dann  sind  aber  nur  zwei  Fälle  möglich,  entweder  ist  die 
Form  -R(a?i  I  •  ••  |rr^),  wie  bewiesen  werden  soll,  eine  ordinäre  negative 
Form,  oder  sie  ist  singulär,  in  der  Weise,  daß  sie,  in  Quadrate  linearer 
Formen  zerlegt,  als  Summe  von  q,  q<ip^  negativen  Quadraten  erscheint 
Daß  aber  auch  bei  letzterer  Annahme  die  Reihe  nicht  konvergieren  kann, 
zeigt  man,  indem  man  Glieder  der  Reihe  nachweist,  welche  dem  absoluten 
Werte  nach  größer  sind,  als  eine  vorgegebene  Größe,  während  mindestens 
einer  der  Summationsbuchstaben  m  eine  beliebig  große  positive  ganze  Zahl 
übersteigt. 

Der  zweite  Teil  der  Konvergenzuntersuchung,  welcher  den  Nachweis 
enthält,  daß  das  Negativsein  der  Form  R^x^l  -"  \x^  eine  zur  absoluten 
Konvergenz  der  Thetareihe  für  alle  endlichen  b  und  c  hinreichende  Be- 
dingung ist,  hat  dagegen  vielfache  Bearbeitung  gefunden.  Die  zahlreichen 
Beweise  lassen  sich  in  zwei  Klassen  einteilen;  die  Beweise  der  ersten 
Klasse  erbringen,  ebenso  wie  der  oben  mitgeteilte,  den  gewünschten  Nach- 
weis dadurch,  daß  sie  die  Modulreihe  (34)  der  jp-fach  unendlichen  Theta- 
reihe mit  dem  Produkte  von  p  einfach  unendlichen  Reihen  vergleichen, 
die  Beweise  der  zweiten  Klasse  dagegen  dadurch,  daß  sie  die  Modulreihe 
(34)  durch  gruppenweises  Zusammenfassen  ihrer  Glieder  mit  einer  einzigen 
einfach  unendlichen  Reihe  vergleichen. 

Beweise  der  ersten  Elasse. 

Von  Weierstraß^)  rührt  der  folgende  Beweis  her:    Geht  die  Form 

p 
R(xi\  '"  \x^    durch    eine    orthogonale   Substitution   in   —  ^kyyi   über, 

und  wird  mit  k  die  kleinste  der  p  positiven  Größen  k^^  •  •  •,  k^  bezeichnet, 
so  ist  für  alle  reellen  Werte  der  xi 

p 

(54)  Ii{^A---\''p)^-^2^* 

V  =  l 

1)  Weierstraß,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  hyperelliptischen  Funk- 
tionen. W.  S.  1881—82;  siehe  Stahl,  Theorie  der  Abelschen  Funktionen. 
Leipzig  1896,  pag.  204.  Weniger  einfach  {»t  ein  auf  derselben  Grundla^ 
ruhender  Beweis  des  Herrn  Thomae:  Sammlung  von  Formeln,  welche  bei  An- 
wendung der  elliptischen  und  Rosenhainsehen  Funktionen  gebraucht  werden. 
Halle  1876,  pag.  22. 
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n  n 

oder,  da  wegen  der  Orthogonalitat  der  Substitution  ^yj  =^i4  ist,  auch: 

(55)  ,         Bix,\...\x^)^-k2!'i- 

Auf  Ghnmd  dieser  Ungleichung  ergibt  sich  aber  die  Konvergenz  der  Modul- 
reihe (34)  sofort,  indem  man  diese  mit  dem  Produkte  der  p  einfach  un- 
endlichen konvergenten  Reihen: 


(56) 


Sr 


km^-^-itriyV^ 


vergleicht. 

ChristoffeP)    hat  die  Ungleichung  (55)   auf  folgende   Weise    ab- 
geleitet.     Man    bezeichne    mit    —  k   den    größten    Wert,    den    die    Form 
B(x^\  •••  \x^  far  alle  jene  Wertsysteme  J5j,  •  •  •,  a;^  annimmt,  für  welche 
p 
^ai  =  1  ist     Für  ein  beliebiges  Wertesystem  x^,  •  •  •,  rc^,  fftr  welches 


3l 
P 


SoA  =  $^  sei,  ist  dann  jR  (rCj  |  •  •  •  |  ^  <  —  ^^'i  woraus  sofort,  indem  man 

«*  durch  ^si  ersetzt,  die  Ungleichung  (55)  folgt. 

Noch  einfacher  kann  man,  wie  Herr  Prym  in  einer  Vorlesung  an- 
gegeben hat,  zu  der  Ungleichung  (55)  durch  die  Überlegung  gelangen, 
daB  die  Form  B(x^\  •••  |iCp),  wenn  sie  eine  negative  ist  (was  stets  und 
nur  unter  den  p  Bedingungen  (51)  der  Fall  ist)  eine  solche  bleibt,  wenn 
man  allgemein  r^^,  durch  r^^.  +  S^^,k  ersetzt,  wobei  ö^^,  =  1  oder  0  ist, 
je  nachdem  fi  <»»  fi'  ist  oder  nicht,  und  k  eine  hinreichend  kleine  positive 
GrrGße  bezeichnet;  es  ist  dann  für  alle  reellen  Werte  der  x: 

(57)  ^  2!  (vm' + ^^'^)  ^  V  <  ö 

oder 

(58)  Ä(^il"-k,)<-*2i'^- 

In  die  erste  Klasse  gehören  femer  der  nur  für  jp  »  2  angegebene 
Beweis  von  Bosenhain'),  als  dessen  Verallgemeinerong  mein  obiger  an- 
gesehen werden  kann,  insofern  er  für  j9  ===  2  mit  ihm  identisch  wird,  und 
ein  Beweis  des  Herrn  v.  Dalwigk^). 

1)  Christof  fei,  Die  Convergenz  der  Jacobischen  '^-Reihe  mit  den  Moduln 
Biemanns.    Züricher  Yierteljahrsschr.   Bd.  41.    1896,  pag.  8. 

2)  Bosenhain,  Memoire  sur  leg  fonctions  de  deux  variables  et  ä  quatre 
p^riodes  qm  sont  les  inverses  des  integrales  ultra- eil iptiques  de  la  premi^re 
eUuse.  Hirn.  pr^s.  par  div.  sav.  ä  Tacad.  des  sc.  de  Tinst.  nat.  de  France.  Sc. 
math.  et  phyt.  t.  11.  1861,  pag.  888;  auch  deutsch  in  Ostwalds  Klassikern  der 
exakten  Wissenschaften  Nr.  66. 

8)  ▼.  Dalwigk,  Beiträge  zur  Theorie  der  Thetafunktionen  von  p  Variablen. 
NofS  Acte  Leop.    Bd.  67.   1892,  pag.  282. 

2» 
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Beweise  der  zweiten  Elasse. 

Der  Biemannsche  Beweis^)  benutzt  einen  Hilfssatz,  der  in  der 
Fassung  des  Herrn  Hurwitz ^)  folgendermaßen  lautet:  „Es  sei  h  eine 
endliche  Ghröße,  x  eine  Variable,  die  nur  die  Werte,  welche  gleich  oder  größer 
als  h  sind,  annehmen  soll.  Sind  nun  f(x)  und  g(^x)  zwei  Funktionen, 
die  beständig  positiv  sind  und  von  denen  die  erste  mit  wachsendem  x 
abnimmt,  die  zweite  (bis  ins  unendliche)  zunimmt,  und  ist  die  Anzahl 
der  Glieder  einer  Beihe  mit  positiven  Gliedern,  die  gleich  oder  größer  als 
f(x)  sind,  gleich  oder  kleiner  als  g{x)^  so  konvergiert  die  Beihe,  wenn 

das  Integral  Jf(x)g'(x)dx  konvergiert."    Um  die  Konvergenz  der  Modul- 
fr 
reihe  (34)  auf  Grund  dieses  Hilfssatzes  zu  beweisen,  bringe  man  das  all- 
gemeine Glied  derselben,  indem  man  p  reelle  Größen  t     durch   die  Glei- 
chungen : 

(59)  *^  =  2''',./.'V  0-=iA-.i.) 

bestdinint,  in  die  Form: 

p      p  p 

(60)  ''="''^' 

\  ^y  p      P  p      p 

und  lege  der  Eonvergenzuntersuchung  die  von  (34)  nur  um  einen  Faktor 
verschiedene  Beihe: 

p      p 

-•,..,+00    2    ^V/*'<'"/<  +  V^'"/i'+VJ 

(61)  2     ^"'" 

ZU  Grunde.     Durch  die  Gleichung 

p       p 

(62)  ~2  2  ^z*'^/*^/*'  =  *' 

wird,  wenn  die  x  die  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  Baumes  von 
p  Dimensionen  sind,  eine  geschlossene,  sich  nirgends  ins  Unendliche  er- 
streckende Mannigfaltigkeit  von  p  —  1  Dimensionen  j!f^  definiert,  durch 
welche  der  ganze  Baum  von  p  Dimensionen  in  zwei  Teile  geteilt  wird, 
einen  inneren,  fOr  dessen  Punkte  die  linke  Seite  der  Gleichung  (62)  <  ä' 
ist,  und  einen  äußeren,  für  den  dieselbe  >  h^  ist.  Das  Volumen  des 
Innenraumes  wird  durch  das  Integral: 

1)  Biemann,  Gonvergenz  der  p-fach  unendlichen  Theta- Beihe.  1861. 
OrBB.  math.  Werke.   Leipzig  1876,  pag.  452. 

2)  Hurwitz,  Über  Biemanns  Convergenzkriterium.  Math.  Ann.  Bd.  44. 
1894,  pag.  88. 
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(63)  J,=ff-fdx,dx,'.dx^ 

geliefert,  wenn  dessen  Ghrenzen  aus  der  Gleichung  (62)  bestinimt  werden. 
Die  Anzahl  aller  „Qitterpunkte"  x^  =^  m^  +  t^,  •  •  •,  x  =  m^-]-  t  (wobei 
die  m  ganze  Zahlen,  die  t  die  oben  eingeführten  Größen  bezeichnen), 
welche  im  Innern  oder  auf  der  Begrenzung  von  itf^  liegen,  möge  mit  Z^ 
bezeichnet  werden.  Dieselben  sind  die  Eckpunkte  einer  Anzahl  von  Pa- 
rallelotopen,  von  denen  jedes  den  Inhalt  1  hat,  und  die  ganz  innerhalb  von 
üf^  liegen.  Für  die  Anzahl  Z^  dieser  Parallelotope  gilt  dann,  da  jedes 
Pwdlelotop  2^  Eckpunkte  hat,  den  Z^  im  Inneren  von  Mj^  liegenden 
Parallelotopen  aber  ein  Teil  ihrer  Eckpunkte  gemeinsam  ist,  die  Ungleichung: 

(64)  Z,<2PZi 

Nun  stellt  aber  Z^  zugleich  den  Gesamtinhalt  dieser  ganz  innerhalb  itf^ 
gelegenen  Parallelotopen  dar  und  ist  daher  <  c7]^;  also  ist  a  fortiori: 

(65)  Z,  <  2PJ, 
und  da,  wie  der  Integralausdruck  (63)  zeigt: 

(66)  Jn-^Ji 
ist,  so  hat  man  endlich:^) 

(67)  Z,<i2hyj,. 

Aus  dieser  Ungleichung  ergibt  sich  aber  sofort  die  Konvergenz  der  Reihe 
(61)  unter  Anwendung  des  obigen  Hilfssatzes,  indem  man: 

(68)  f(x)~e-^,        9{x)=^{2xyj, 
setzt. 

Nachdem  die  Ungleichung  (67)  gewonnen  ist,  kann  man  die  Konver- 
genz der  Reihe  (61)  auch  ohne  Benutzung  des  Riemannschen  Hilfssatzes 
folgendermaßen  beweisen.  Man  denke  sich  die  Mannigfaltigkeiten 
Jlfj,  Mg,  •  •  •,  itf^,  •  •  •  konstruiert  und  fasse  die  Glieder  der  Reihe  (61) 
gruppenweise  zusammen,  indem  man  in  die  n**  Gruppe  jene  Glieder  auf- 
nimmt, für  welche  die  Gitterpunkte  iCi  =  »4  +  'n  •  *  *>  ^  =  wi^  +  ^p 
zwischen  M^_y  und  Jtf^,  die  Begrenzung  des  letzteren  inbegriffen,  ßegen; 
es  ist  dann  die  Anzahl  dieser  Glieder  Z^  —  Z„_^  und  der  Betrag  jedes 
einzelnen  Gliedes  <e'"^'*""^^.     Da  aber 

(69)  Z„-Z„_,<Z„<i2nyj, 

ist,  so  ergibt  sich  sofort  die  Konvergenz  der  Reihe  (61),  indem  man  diese 
mit  der  einfach  unendlichen  konvergenten  Reihe: 

PC 

(70)  ^n^e-^^-'^ 
vergleicht.  ^) 

1)  Riemann  benutzt  statt  der  Ungleichung  (67)  weniger  einfach  die  Grenz- 
gleichung lim  {Zj^hT^  =  Jj. 

h=  oo 

2)  Dieser  Gedanke  ist  von  Herrn  Thomae:  Konvergenz  der  Thetareihen. 
Z.  für  Math.  Bd.  25.  1880,  pag.  43  und:  Über  eine  spezielle  Klasse  Abelscher 
Functionen  vom  Geschlecht  3.  Halle  1879,  pag.  29  zu  Konvergenzbeweisen  der 
zweifach  und  dreifach  unendlichen  Thetareihen  verwendet  worden,  doch  sind 
beide  Beweise  nicht  fehlerfrei. 
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Von  Ikhnlichen  Gesichtspunkten  gehen  die  gleichfalls  in  die  zweite 
Klasse  gehörigen  Konvergenzheweise  der  Herren  v.  Dalwigk*)  und 
Jordan^  aus. 

§4 

Die  Fnnktion  *& (t^  |  ti,  |  •  •  •  |  u^). 

Von  den  ^p(p  +  1)  Größen  a^^,  nehme  man  an,  daß  sie  die  im 
Vni.  Satz  angegebene  fiir  die  Konvergenz  der  Thetareihe  notwendige 
und  hinreichende  Bedingung  erfüllen,  nämlich  daß  die  aus  ihren 
reellen  Teilen  r^^,  gebildete  quadratische  Form 


(71)  2  5^ 

eine  negative  sei;  die  Großen  b^  betrachte  man  als  unabhängige  kom- 
plexe Veränderliche  und  entsprechend  den  Wert  der  Reihe  als  Funktion 
dieser  Veränderlichen;  die  Größe  c  endlich  setze  man  gleich  Null 
Die  so  definierte  Funktion  wird  Thetafunktion  genannt  und,  indem 
statt  des  Buchstabens  b  der  Buchstabe  u  gewählt  wird,  mit 
-ö-  (wi  I  tij  I  •  •  •  \u^  bezeichnet. 

Die  ThetafuYÜction  %'{u^\u^\"'\u^ist  definiert  durch  die  Gleichung: 

p      p  p 

(xvni)  ^KK|...|u,)=   2    ^^'"^'  '^'      5 

die  p  Größen  w^,  «a,---,  tip  sind  unabhängige  komplexe  Veränderlidie 
und  werden  die  Argumente  der  Thetafunktion  gena/nnt;  die  weiter  vor- 
kommenden  \p{p  +  1)  Größen^  a^^,  =  a^,^  (/it,  /i'  =  1,  2,  •  •  •,  p)  sind 
an  die  im  VIII.  Satz  angegebene  Konvergenjsbedingung  geknüpft  und 
heißen  die  Modulen  der  Thetafunktion. 

Die  zweifach  omendlichen  Thetareihen  haben  ziemlich  gleichzeitig 
Göpel*)  und  Rosenhain*)  aufgestellt  und  der  Theorie  der  hyperellip- 
tischen Funktionen  erster  Ordnung  zu  Grunde  gelegt.  Für  beUebigea  p 
wurden  die  Thetareihen  von  Weierstraß^)    und  Biemann^)  aufgestellt^ 

1)  V.  Dalwigk,  Beitrage  zur  Theorie  etc.  pag.  230. 

2)  Jordan,  Cours  d'analyse  de  Tficole  polytechnique.  Bd.  2.  Paris  1894, 
pag.  613. 

3)  Göpel,  Theoriae  transcendentium  Ahelianarum  primi  ordinis  adombratio 
levis.  J.  für  Math.  13d.  85.  1847,  pag.  277;  auch  deutsch  in  Ostwalds  Elassikern 
der  exakten  Wissenschaften  Nr.  67. 

4)  Rosenhain,  Memoire  sur  les  fonotions  etc.   pag.  387. 

6)  Weierstraß,  Beitrag  zur  Theorie  der  Abelschen  Integrale.  1849.  Math. 
Werke  Bd.  1.   Berlin  1894,  pag.  181. 

6)  Eiemann,  Theorie  der  Abelschen  Funktionen  1867.  Ges.  math.  Werke. 
Leipzig  1876,  pag.  120. 
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doch  war  die  Möglichkeit  der  Verallgemeinerung  der  zweifach  unendlichen 
Reihen  auf  beliebiges  p  schon  von  Rosenhain^)  und  Göpel*)  bemerkt 
worden. 

IX.  Satz:  Die  durch  die  Gleidmmf  (XVIQ)  definierte  Tlietafunkiion 
-Ö"  (tii  I  w,  I  •  •  •  I M^  )  genügt  der  Gleichung: 

(XIX)  ^        "'=',     ^  ,^       "'=' 

=  «"='"'='  .=1     ^(«^|...|„,), 

in  der  «i,  •••,  Xp,  ^i,"',^p  heliehige  gamie  Zahlen  hezeichfien.  Aus 
dieser  Gleidmng  gd^i,  indem  man  das  eine  Mal  A^  =  1 ,  die  übrigen 
/>  —  1  ZaMefi  k  und  die  p  Zahlen  x  gleicfh  Null  setzt,  das  andere  Mal 
x^  =  1,  die  übrigen  p  —  1  Zahlen  x  und  die  p  Zahlen  X  gleich  Null 
setzt,  die  speziellen  Gleichungen 

(XX)  ^K|--h,  +  :ri|-..iii^)  =  ^(ii,|...|tiJ...|up), 

(XXI)  ^(u,  +  o,  J  . . .  i  up  +  ap,)  ^  d(tij  . . .  !  u,)  e-^'v.-^uv, 

(r=l,2,  •    .,p) 

hervor,  aus  denen  man  umgekelirt  die  Gleidmng  (XIX)  wieder  erzeugen 
kann.  In  den  2  p  Gleidiungen,  welche  aus  den  Fortneln  (XX),  (XXI) 
für  v=  1,  2,  •••,  p  Jiervargehen,  treten  auf  den  linken  Seiten  die 
2p  Größensysteme: 

%i,    0,     .  •  •,    0  «11,    «21?    •  •  •?    »PI 

(XXII)  ^'      ^*^    ' '  '    ^         ^*'    ^**'    ' '  '    ^^* 

0,      0,     .  •  •,    %i        a^p,    a^p,   •  •  •,   app 

als  Systeme  gleichzeitiger  Änderungen  der  Variablen  u^,  u^,  •  •  •,  Up  auf 
Diese  2  p  Systen^  von  je  p  Größen  werden  die  2p  Systeme  zusammen- 
gehöriger  Periodizitätsmodulefi  der  Thetafunktion  genannt.  Außer  den 
Gleichungen  (XX),  (XXI)  genügt  die  Thetafunktion  den  ^p{p+l) 
Differentialgleichungen : 

^^^™)  du  du  -  ^ di ->  K^'=i,V  •,.) 

y        v'  vv' 

bei  denen  n  =  4  ist,  wenn  v  =  v\  dagegen  n  =  2,  wenn  v  ^  v. 


1)  Rosenhain,  Auszug  mehrerer  Schreiben  des  Dr.  Rosenhain  an  Herrn 
Prof.  Jacobi  über  die  hyperelliptischen  Transcendenten.  1.  Brief  d.  d.  8.  IX. 
1844.     J.  für  Math.  Bd.  40.   1850,  pag.  827. 

2)  Göpel,  Theoxiae  transc.  etc.  pag.  280.  Anm. 
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Beweis:  Um  die  Richtigkeit  der  Gleichung  (XIX)  zu  zeigen^  lasse 
man  in  der  Gleichung  (XVIII),  indem  man  unter  x^,  •  •  •,  Xp, 
^>  '''f  ^p  ga^ze  Zahlen  versteht,  die  Größen  ^i,  •••,  Wp  in  die 
Größen: 


p  p 

(72)       Mi  +  2^x^,ai^,  +  AiÄi,...,    %  +  ^%'%^.'  +  K 


%% 


übergehen;   es  geht  dann  der  Exponent  des  allgemeinen  Gliedes  der 
auf  der  rechten  Seite  stehenden  unendlichen  Reihe  in 


p      p 


(73)  =2  2%^'^^f^  +  ^)  C^-*'  +  V)  +  ^^(w^  +  %)w^ 
p  p      p  p 

über  und  man  erhält  zunächst,  da  für  alle  Werte  der  ganzen  Zahlen 

m  und  X: 

p 

fi=l 


(74)  e''^'  =  1 

ist,  die  Gleichung: 


^ 


PI»  p 

(75)  =:e''=^^'=^  '*'='^ 

p      p  p 

»»1,    l»»!, 

Beachtet  man  nun,  daß  der  Wert  der  in  der  letzten  Zeile  stehenden  ! 
Reihe  sich  nicht  ändert,  wenn  man  die  Summationsbuchstaben  m  um 
beliebige  ganze  Zahlen  ändert,  und  läßt  demzufolge  för  /it  =  1,  2,  •••,!) 
m^  in  w^  —  x^  übergehen,  so  geht  die  genannte  Reihe  in  die  ursprüng- 
liche die  Funktion  -ö*  (tii  |  •  •  •  |  w^)  definierende  Reihe  (XVIII)  über,  und 
man  erhält  so  für  diese  Funktion  die  zu  beweisende  Gleichung  (XIX). 
—  Die  Richtigkeit   der  Differentialgleichungen  (XXIII)   ergibt  sich, 
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wenn  man  die  verlangten  Differentiationen  an  der  die  Thetafunktion 
darstellenden  Reihe  gliedweise  ausführt. 

Die  im  IX.  Satz  niedergelegten  Eigenschaften'  der  Punktion 
«^  (ti^  I  •  •  •  I  u  )  charakterisieren  zusammen  mit  der  Bedingung,  daß  die 
Funktion  em wertig  und  im  Endlichen  nirgendwo  unstetig  sei,  diese 
Funktion  vollständig.    Es  gilt  nämlich  der 

X.  Satz:  Erfüllt  eine  einwertige  und  für  dUe  endlichen  u  stetige 
Funktion  G  («*i  |  •••  |Wp)  der  komplexen  Veränderlichen  u^,"-,Up  die 
2p  Gleichungen: 

(XXIV)  G(«x|-|«*,  +  «i|-|«,)  =  ÖK|...|«,|-i«,), 

(XXV)  G (%  +  Ol, I  •  •  •  I «,  +  a,,)  =  (?(«!  I  • . •  I u,)^«»»-«-», 

(»=1,8,    -.f) 

oder,  tpos  dasselbe  sagt,  bei  bdi^ngen  ganeeaMigen  Werten  der  x,  l  die 
Gleichung: 

(XXVI)       \  ;'=' 

-  «"='"'='  .=1        G(«J...|«,), 

SO  kann  sie  sich  von  der  Funktion  -^  (wi  |  •  • '  Wp)  ^^^  ww  einen  von  den 
u  unabhängigen  Faktor  unterscheiden;  erfüllt  sie  außerdem  die  ^p  (p+1) 
Differentialgleichungen:  ^^--^ 

V       v'  ^    vv' 

bei  denen  n  =  4  ist,  wenn  v  =  v;  dagegen  n\=  2,  wefnn  v  "^v,  so  ist 
dieser  Faktor  auch  von  den  Modulen  a  unabhängig. 

Beweis:  Auf  Grund  der  Gleichung  (XXIV)  ist  die  Funktion 
6r  (ui  I  •  •  •  I  Wp)  für  alle  endlichen  Werte  der  u  darstellbar  durch  die- 
selbe nach  positiven  und  negativen  Potenzen  der  Größen  e^**!,  •••,  e'^p 

fortschreitende  Reihe  von  der  Form: 

p 

-«,.-,4-00  a^^^^V 

(76)  G(ti,|...|u,)=     ^      A^,.m^e'='       , 

wobei  die  A  von  den  u  unabhängige  Größen  bedeuten.^)  Führt  man 
diese  Reihe  an  Stelle  von  G  (u^  |  •  •  •  |  Up)  in  die  Gleichung  (XXVI) 
ein,  so  verwandelt  sich  die  linke  wie  die  rechte  Seite  derselben  in 
eine    nach    den   ganzen    Potenzen    von  e^"i,  •  •  •,  e^"p    fortschreitende 


1)  Vgl.  Stahl,  Th.  d.  Abelschen  Funktionen,  pag.  199. 
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Reihe^  und  es  ergibt  sich^  wenn  man  berücksichtigt,  daß  zwei  solche 
Reihen  nur  dann  ftlr  alle  Werte  der  u  einander  gleich  sein  können, 
wenn  die  Koeffizienten  gleich  hoher  Potenzen  der  Größen  c*"!,  •  •  •,  c*"* 
beiderseits  dieselben  sind,  für  die  Konstanten  Ä  die  Beziehung: 

p      p 

(77)  -^Wj  +  Xj  •      m^+Xp  =  An^  .    .  m^  » 

als  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  die  Funktion 
G{ih\'"\ ^^  <Jer  Gleichung  (XXVI)  genügt.  Setzt  man  in  (77) 
w^  =  . . .  =  Wp  =  0  und  ersetzt  hierauf  den  Buchstaben  x  durch  den 
Buchstaben  m,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

p      p 

(78)  A„,^...„,^^Ao...o^^'''-' 

in  welcher  die  m  beliebige  ganze  Zahlen  vertreten,  und  aus  welcher 
wieder  umgekehrt  die  Gleichung  (77)  erhalten  werden  kann.  Führt 
man  aber  diesen  Wert  an  Stelle  von  Ä^^ . . .«  in  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  (76)  ein,  so  erhält  man: 

p      p  p 

(79)  6?(u,|...|ti,)  =  ^...o    2!     ^^''"' 

oder  endlich,  indem  man  -4o...o  kürzer  mit  A  bezeichnet: 

(80)  G(u,\...\u^)  =  A.»iuA---\u,). 

Damit  ist  bewiesen,  daß  die  Funktion  tr(wi  |  •••  |  m^),  wenn  sie  den 
Gleichungen  (XXIV)  und  (XXV)  genügt,  sich  von  der  Funktion 
^(u^\  •  •  •  \Up)  nur  um  einen  von  den  Argumenten  u  der  Thetafunktion 
unabhängigen  Faktor  unterscheidet. 

Ersetzt  man  nun  weiter  auf  der  linken  und  rechten  Seite  der 
Gleichung  (XXVII)  die  Funktion  G(wi  |  •  •  •  >p  aus  der  Gleichung  (80), 
so  erhält  man,  weil  A  von  den  u  unabhängig  ist,  zunächst: 

(81)  A ^ — ä ~  =  w  - —  ^(iL\  "'\uj  +  nA ä ^ 

^     ^  du  du  ,  ^a    ,      ^^  '        I    !>/    '  da    , 

und  hieraus  sofort   unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (XXIII): 

(82)  ä^-0. 

Damit  ist  aber  bewiesen,  daß  der  Faktor  A,  wenn  die  Funktion 
G(;u^\"'  \Up)  den  Gleichungen  (XXVÜ)  genügt,  auch  von  den  Mo- 
dulen a  der  Thetafunktion  unabhängig  ist. 


Eigensehaft'eii.     Nullpunkt«,  ^^^^F  ^7 

Interpretiert  man  die  reellen  und  imaginären  Teile  der  Vari»bleii 
Wj,  •  •  •,  u    als  rechtwinklige  Piinktkoordinafcen  in  einem  Räume  van 
\p  Dimensionen,  so  entspricht  einem  Größengebiete*) 


p 


(83)  ni  =  ^k^Oi^  +  ltTci, 

im  dem  die  k,  l  die  Werte 

(84)  «?^^t^<X/^+l, 


^  k  a     4-  f  Ä», 


^i  =  \ 


K^K<K  +  ^^ 


0*^i>'i.      .p) 


wo  die  //,  A  gegebene  Konstanten  sind,  stetig  durchlaufen,  ein  Parallelo 
top  des  Rnumes.  Läöt  man  femer  an  Stelle  der  //,  h  alle  möglichen 
Systeme  von  2/;  ganzen  Zahlen  treten,  so  erhält  man  den  ganzen 
Raum  in  solche  untereinander  kongruente  Parallelotope  eingeteilt. 
Nennt  man  das  dem  Wertesysteme  <7i  ^  •  •  •  ^  ffp  ^  K  ^  *  *  *  =  A^  "*  ^ 
entsprechende  Parallelotop /T„,  so  entspricht  einem  jeden  Punkte  t*j,  -  ♦  •,  «^ 
in  einem  beliebigen  dieser  Parallelotope  ein  ihm  „kongruenter**  Punkt 
uf\  —  •,  u^^^  in  //(,,  filr  welchen  bei  ganzzahligen  x,  X: 


fi^t 


»der  kürzer: 

[86 )  u^  -  u{^\ 


^-1 


«,-t<r 


st,  vmd  ea  kann  der  Wert  der  Thetafunktion  im  Punkte  «|,  *  •,  u 
lit  Hilfe  der  Formel  (XIX)  aus  ihrem  Werte  im  Punkte  nf"),  •  -  ^,  m/> 
jerechnot  werden.  In  diesem  Sinne  genügt  es,  den  Werteverlauf  der 
ier  Funktion  ^(t^i\  ^-^  \^J  in  17^  zu  untersuchen;  insbesondere  rer- 
>cJiwindet  die  Thetafunktion  iii  einem  Punkte  Mj,  •  •  *,  w^  dann  und 
lur  dann,  wenn  auch  0'(»*|^'  1  •••  1  «^"^0  =  0  ist.  Es  soll  hier  die  Frage 
aach  der  Anzahl  jeuer  Punkte  in  IJ^  beantwortet  werden,  welche 
Oleichungen: 

i[87)  

^^.geutigen,  in  denen  die  f?  gegebene  Konstanten  bezeichnen,  die  natürlich 
^BO  gewählt  seien,  daß  nicht  aus  dem  Bestehen  einer  dieser  p  Glei* 
^Kkugen  das  Bestehen  einer  der  übrigen  folgt,  d.  fa.  so,  daß  keine 
^^^Bi  der  p  Größensysteme  e^j,  •  •  *,  e^^  (/i  =^  1,  2,  —  •,  p)  einander 
kongruent  sind. 

Zunächst  kann  man  die  gestellte  Frage  für  eine  spezielle  Art 
Ton  Thetafunktionen  beantworten,  Haben  nämlich  alle  Thetamodiüeu 
PuM**  ^^^  denen  ii^  (i'  ist,  den  Wert  Null,  so  zerfällt  0(t<^  I    •*  [  w^ 

Man  vergleiche  dazu  den  Anfang  des  folgenden  Paragrapken  und  d<!s 
"T.  Kapitell, 
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in  das  Produkt  von  p  Thetafanktionen  je  einer  Veränderlichen ,  von 
denen  die  ft**  als  Argument  u^  und  als  Modul  a^  besitzt.  Das  Qlei- 
chungensystem  (87)  aber  hat  dann  nach  dem  IV.  Satz  p\  Lösungen, 
welche  durch  die  Kongruenzen: 

geliefert  werden,  wenn  man  darin  an  Stelle  von  aß-'-Q  der  Reihe 
nach  die  p\  Permutationen  der  Zahlen  1,  2^  -  -  -^  p  setzt. 

Dieses  Resultat  gilt  auch  für  allgemeine  Thetafunktionen.     Nach 
Kronecker ^)  wird  nämlich  für  p  Gleichungen: 

(89)  /;(^i|---kp)  =  0,  •••,/,(^ii--k,)  =  0 
zwischen  p  komplexen  Veränderlichen: 

(90)  ^1  =  a?i  +  y^i,  •  •  •,  ^^  =  a;^  +  y^i 

die  Anzahl  der  innerhalb  einer  geschlossenen  Mannigfaltigkeit: 

(91)  Fix,\...\x,\y,\...\y,)  =  0 

gelegenen  Wurzeln  z^,  •  •  •,  z^  durch  ein  über  dieselbe  erstrecktes 
Integral  geliefert.  Läßt  man  jetzt  die  Koeffizienten  der  Funktion^ 
fiy  ' '  'f  fp  ^^^^  stetig  ändern,  so  kann  sich  auch  der  Wert  des  ge- 
nannten Integrals  nur  stetig  ändern;  bleibt  also,  da  er  seiner  Natur 
nach  immer  ganzzahlig  sein  muB,  ungeänderi  Daraus  schließt  man, 
daß  die  Anzahl  der  Lösungen  des  ßleichungssystems  (87)  f&r  alle 
Werte  der  Thetamodulen  a^^»  die  gleiche  ist;  also  stets  p\  betragt 

XI.  Satz:  jD/e  p  Gleichungen: 

^  (^  -  %  !  Wj  -  ^2  I  •  •  •  I  Wp  -  (kp)  =  0, 

(xxvni)        ^(«*i  -  ^1  h*2  -  ^22 !  •  •  •  I  %  -  ^p)  =  0, 
^(%  -  ^pi  h^  -^pi  I  •••  l«*p  -  ^pp)  =  0 

haben  p!  inkongruente  Lösungen  hei  gegebenen  Werten  der  Konstanten  «. 

Der  XL  Satz  rührt  von  Poincare*)  her.     Für  die  Summe  der  p\  Lö- 
simgen  (88)  erhält  man,  da  ^^!  stets  eine  ganze  Zahl  ist: 

p  p 

(92)  ^t^^(i^-l)!^e^i,  •••,  ^u^=(i>-l)!2w 

auch  diese  Kongruenzen  bleiben,  wie  Poincare^)  gezeigt  hat,  für  allgemein« 
Thetafunktionen  richtig. 

1)  Kronecker,   Über  Systeme   von  Functionen  mehrer  Variabein.    BerL 
Ber.  1869,  pag.  159. 

2)  Poincar^,  Sur  les  fonctions  abäliennes.    C.  R.  Bd.  92.     1881,  pag.  958 
und:  Sur  les  fonctions  9.    Bull.  S.  M.  F.   Bd.  11.     1888,  pag.  129. 

8)  Poincar^,  Sur  les  fonctions  abäliennes.   Am.  J.  Bd.  8.    1886,  pag.  889. 
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§5. 
Binfühning  der  Charakteristiken.    Die  Fimktion  ^[^]M* 

Ans  den  oben  angeschriebenen  2p  Systemen  korrespondierender 
Periodizitatsmodulen  (XXII)  der  Thetafonktion  laßt  sich  mit  Hilfe 
reeller  Qroßen  5^1,  •  •  •,  5^p,  Ai,  •  •  •,  Ap  ein  jedes  beliebige  System  von 
p  Großen  c^,  •  •  •,  c^  immer  und  nur  auf  eine  Weise  in  der  Form: 

(93)  Ci  ^-yjg^a,^  +  \%i,  . . .,  c^-^9fy^  +  V^* 

linear  zusammensetzen.  Bezeichnet  man  nämlich  den  reellen  Teil  von 
a^^  wie  schon  früher  mit  r^^,  den  lateralen  mit  s^^i,  den  reellen 
Teil  von  c^  mit  k^y  den  lateräen  mit  l^i  und  trennt  alsdann  in  den 
Gleichungen  (93)  die  reellen  und  lateralen  Teile,  so  erhält  man  die 
zwei  Systeme  von  je  p  in  Bezug  auf  die  Größen  g^  h  linearen  Glei- 
chungen : 

p  p 

(95)  ^^M^/^+^i^^^i'  •**'  S^f'^pf^  +  K^^^p' 

von  denen  das  erste,  weil  die  Determinante  ^±  r^r^j  •••  r  ,  wie  in 
§  2  gezeigt  wurde,  stets  von  Null  verschieden  ist,  die  p  Größen  g  ein- 
deutig bestimmt,  und  hierauf  das  zweite,  nachdem  man  darin  an  Stelle 
der  g  die  gefundenen  Werte  eingesetzt  hat,   die  zugehörigen  Werte 

der  h  liefert.     Der  Komplex  \i^    [   V)  der  2p  so  bestimmten  reellen 

Größen  g,  h  soll  die  PeriodencharaJcieristik  des  Größensystems  c^,  •  •,  c^ 
genannt  werden. 

In  die  zu  Anfang  des  §  2  aufgestellte  p-fach  unendliche  Theta- 
reihe  (32)  führe  man  jetzt  an  Stelle  der  Größen  fej,  •  •  •,  fe^  die  Größen 
**i  +  ^>  '  '  j  %~^  ^p  ®^°J  indem  man  unter  u^^  •  •  •,  u^  unabhängige 
komplexe  Veränderliche,  unter  c^,  •  •  •,  c^  willkürliche  komplexe  Kon- 
stanten versteht.  Bringt  man  dann  das  Konstantensystem  c^,  •  •  •,  c^ 
in  der  soeben  angegebenen  Weise  mit  Hilfe  reeller  Größen  </,  h  in 
die  Gestalt  (93)  und  setzt  gleichzeitig  an  Stelle  der  im  allgemeinen 
Gliede  der  Thetareihe  noch  vorkommenden  Größe  c  den  Ausdruck: 
p      p  p 

(96)  ^^22  ^z^/*'^/*^/*'  +  ^  2^-  K  +  K'^^'^y 

so  wird  der  Exponent  (31)  des  allgemeinen  Gliedes  von  (32): 
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p       p  p 

(97)        ^^^  ^^  ^^^  ^         ^^  ^ 

^  p      p  p 

+  22  %^'9^9n'  +  ^29^(%  +  *M^*) 


p      p 


-2  2%f^'^^f'+9f.)(^^'+g^)+22^^f^  +  9^){%  +  f^f.^i) 

und  es  entsteht  eine  neue  einwertige  und  für  alle  endlichen  u  stetige 
Funktion  der  komplexen  Veränderlichen   u^  -  -  ,  u^,   die   gleieh&Ils 

Thetafunktion    genannt    und    mit   "^  [f^    . .  ^^  (**i  I  "  *  I  ^p)    bezeichnet 
werden  soll. 

Die  Thetafunktion  ^  [^^  ^   .  ä11  (^i  I  * "  I  **i»)  ^  definiert  durch  die 
Gleichung: 

(XXIX)  4,   ^  4 

Diese  Funktion  ist  ihrer  Entstehung  gemäß  mit  der  unter  (XVIII)  rti- 
geführten  Funktion  -^(t^i  1  •••  |t*p)  verknüpft  durch  die  Gleichung: 

(XXX)  -»{u,+^g^a,^  +  h,xi\'''\u^  +  ^g^a^^  +  h^xi) 

P  P  P 

und  geht,   wenn  die  Größen  g,  h  sämäich  den  Wert  NuU  a/nnehmen, 
in  dieselbe  über,  d.  h.  es  ist: 

(XXXI)      *C:::o](«ii--i«,)=^Ki-i«,)- 

Der  Komplex  \i^ ..,}/]  der  2p  belieingen  reellen  Größen  g^^  •  •  •,  J^ 

Kj    "9  \  ^ß^  die  Charakteristik  der  Thetafunktion;  g^,  •  •  •,  g^  heißm 
die  oberen,  h^y  "  >,  h^  die  unteren  Elemente  der  CharcMerisKL 


Definition.    EigenacHHH^^^^^^^^""  31 

Die  Charakteristik  K^       ^H  soll,   wenn   dadurch   kein  Mißver 

tindnis  zu  befürchten  ist,  zur  Abkürzung  mit  ^  L  und  entsprechend 

M  die  Charakteristik  [Z  f  ' ' '  Z  ä J  ^'^^  ["C'  *^^  Charakteristik 

l]   mit   [J],   die  Charakteristik   ßV ,  '  J*"]   mit  [J],    endUch 

Ue  Charakteristik  L.  mit         bezeichnet  werden.     Die  Charak- 

ristik   r^tf*'      f'^tf'^l    soll    die    Summe,    die    Charakteristik 

^t'  —  T' '     a''  "  a''']   ^^^  Differenz  der  Charakteristiken  [H  und  [^.1 

at  werden  5   zur  Abkürzung   soll   die  erstere  mit     ?Tk'l;   ^^^ 

Btztere  mit  ?  _  f  J  bezeichnet  werden.  In  den  Fällen,  wo  die  Argu- 
mente der  Thetafunktion  sich  nur  durch  untere  Indices  unterscheiden, 
löge  es  erlaubt  sein,  hinter  dem  Funktionszeichen  nur  den  allgemeinen 
lusdruck  für  die  Argumente  mit  Weghxssung  des  Index  in  doppelten 

Klammem  zu  schreiben,  also  ^  [?    {u}   ■  statt     d  T?  1  («^  |  *  —  |  u^);   im 

aschlusse  daran   möge  dann   das  Größensystem  eij  |  •  *  •  |  «p  einfacher 
lit  (« )   und  ein  System  tij  +  r^  |  *  •  •  |  u  +  r:    mit  (u  -f  c)  oder,  wenn 

^^A^       A  )  ^^^  Periodencharakteristik  des  Größensystems  Cj,  •  •  •,  c^  ist, 
^ftiit  lu  +  {}.]]  bezeichnet  werden.     Das  Varhaudensein  der  Modulen  a 
^^n  der  die  Thetafunktion  darstellenden  Reihe  soll  nur  dann  und  zwar 
in  der  Form  ^   ?   ([wja  bei  der  Bezeichnung  der  Funktion  zum  Aus- 
druck gebracht  werden,  wenn  gleichzeitig  Funktionen  mit  vera^ihie- 
denen  Modulsystemen  betrachtet  werden. 

Bie  Funktionen  &\  ^    |«)},  deren  Charakteristikenelemente  //,  h  belie- 
bige reelle  Großen  sind,   wurden  von  HeiTu  Prym^)   in   der   zweiten   der 
nf  untec  dem  Titel:   ünt-crsuchungen  über  die  Riemannsche  Thetaformel 
ad    die    Rtemannsche    Charakteristiken theone    Tereinigten    Abhandlungen 
aerst   aufgestellt     Nur   in   der  Bezeichnimg   von   ihnen   verschieden    sind 
je    Weierstraßschen     Fimktionen    S  [u^  ***  «  ;  ^^    v),     welehe    Herr 
Ichott  ky^)    im    Anfange    seines   Abrisses    einer   Theorie    der   Abelschen 
Funktionen  von  drei  Variabebi  einfährt 


1)  Prym,   üntersncfaungen   über   die  Riemannache  Tbetüfarmel    und    die 
Jtiemannscbe  Charakterigtikentheorie,     Leipzig  IH82,  pag  2ö 

2)  Schottky»    Abriß  einer  Theorie  der  Abeltchen  Fanktioaen   von    drui 
^uriabelci.     Leipjtig  1880,  pag>  1. 
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Aus  der  am  Anfange  dieses  Artikels  angestellten  TTi^tersuchung  eibellt 

zugleich,  daß  man  keine  allgemeineren  Funktionen  '^J.f  C^])  erzielt,  wenn 

man  für  die  Oharakteristikenelemente  g^  h  auch  komplexe  Werte  zuläfii^) 
Da  übrigens  im  ganzen  ersten  Teile  davon  kein  Gebrauch  gemacht  wird, 
daß  die  Größen  g,  h  reell  sind,  so  bleiben  die  dort  abgeleiteten  Formeln 
auch  dann  richtig,  wenn  man  diesen  Größen  irgend  welche  komplexe 
Werte  erteilt. 

xn.  Satz:    Die  durch  die   Gleichung  (XXIX)   definierte   Thda- 
funktion  -^ffjW  ff^i^ff^  ^  Gleichung: 

(XXXU)  -     p  ,  -&     ^.  4,, 

in  der  x^,  ■  •  •,  x^,  i^,  •  •  •,  X^  hdiebige  ganze  Zahlen  hegekJmen.  Am 
dieser  Gleichung  gelten,  indem  man  das  eine  Mal  X^  =  \,  die  übrige» 
p—  l  Zahlen  X  und  die  p Zahlen  x  gleich  Ntdl  seiet,  das  andere  Md 
x^  =  1,  die  übrigen  p  —  1  Zahlen  x  und  die  p  Zahlen  X  ^letdk  NhU 
setzt,  die  speziellen  Gleichungen: 


(XXXIII) 


(XXXIV) 


(v=^l,%     -.p) 


hervor,  aus  denen  mun  umgekehrt  die  Gleichung  (XXXII)  wieder  er- 
zeugen kann.  Außerdem  genügt  die  Funktion  ^[l\  W  d^  ip(p  +  ^) 
Differentialgleichungen : 

(^^^^)  -g^u— -  =  ^       da    ,      '  ('.»'-'.».•.'• 

hei  denen  n  =  4  is^,  wenn  v  ==  v;  dagegen  w  =  2,  wenn  v  ^  v. 

Beweis:   Um  die  Richtigkeit  der  Gleichung  (XXXll)  zu  zeigen, 
lasse  man  in  der  Gleichung  (XXIX),   indem  man  unter  x^,  •  •  •,  i^ 


1)  Wie  Craig,  On  Theta-functions  with  complex  characterisiioa.    Am.  J. 
Bd.  6.    1884,  pag.  887. 
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^9  "'f  ^p    gß^'^'^^   Zahlen    versteht;    die   Größen   u^^  -- »,  u     in    die 
GroBen: 

(98)         Wi  +  ^ x^.Oi/i'  +  ^i^h  '"7  %+  2 %'%f,'  +  ^p^i 

übergehen;  es  geht  dann  der  Exponent  des  allgemeinen  Gliedes  der 
auf  der  rechten  Seite  stehenden  unendlichen  Reihe  in: 


p      p 


2  2  %M'  (^^  +  ^^)  i^n'  +  9^) 

p  /  p 

p 

p  p 


über,  und  man  erhält  zunächst^  da  für  alle  Werte  der  ganzen  Zahlen 
m  und  X 


(100) 

6"=*              =  1 

ist,  die  Gleichung: 

r         V  V  P 

•K]C«+irii-«'-"-      '-    '- 

(101)  p     p  p 

Beachtet  man  nun,  daß  der  Wert  der  in  der  letzten  Zeile  stehenden 
Reihe  sich  nicht  ändert,  wenn  man  die  Summationsbuchstaben  m  um 
beliebige  ganze  Zahlen  ändert,  und  läßt  demzufolge  für  ft  =  1,  2,  •  •  •,  p 
m    in  m^  —  x^  übergehen^  so  geht  die  genannte  Reihe  in  die  ursprüng- 

b'che,  die  Funktion  ^PlIM   definierende  Reihe  (XXIX)   über,   und 

man  erhalt  so  f&r  diese  Funktion  die  zu  beweisende  Gleichung  (XXXQ). 
—  Die  Richtigkeit  der  Differentialgleichangen  (XXXV)  ergibt  sich, 

Xrai«r,  llMteAiiiktioutii.  8 
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wenn  man  die  verlangten  Differentiationen  an  der  die  Thetafimktion 
darstellenden  Reihe  gliedweise  ausführt. 

Die    im   XII.  Satz    niedergelegten   Eigenschaften    der   Funktion 

«d-Klfti])   charakterisieren    zusammen   mit   der   Bedingung;    daß    die 

Funktion  einwertig  imd  im  Endlichen  nirgendwo  imstetig  sei,  diese 
Funktion  vollständig.     Es  gilt  nämlich  der 

VIII    Satz:  Erfüllt  eine  einwertige  und  für  alle  endlichen  u  stetige 
Funktion  Gi[u}  der  komplexen  Veränderlicfien  u^,  -  -  -,  u^  die  2p  QUir 
chungen: 
(XXXVI)     G(«i|---|«,  +  «»l---!u,)  =  G(«,|...|«,|...|u,)««'r«', 

(XXXVH)  GK  +  o„  I .  • .  I «,  +  a,,)   =  ö(«i  I .  •  •  |u^e-«».-«v-«*,-', 
oder,  was  dasselbe  sagt,  bei  beliebigen  gameahligen  x,  X  die  Gleidamg: 

(xxxvni)      p    p  p  p 

50  kann  sie  sich  von  der  Funktion  ^\i\M  wur  um  einen  von  den  u 

unabhängigen  Faktor  unterscheiden;  erfüllt  sie  außerdem  die  ^p(p  +  1) 
Differentialgleichungen : 


yf 


hei  derben  n=^  4  ist,  wenn  v  =  v;  dagegen  n  =  2,  wefnn  v'^  v,  so  ü 
dieser  Faktor  amh  von  den  Modulen  a  unabhängig. 

Der  Beweis  kann  wie  der  des  X.  Satzes  durchgeführt  werden, 
nachdem  man  durch  die  Gleichung  (107)  des  nächsten  Paragraphen  aus 
der  Funktion  G{u}  eine  Hilfsfunktion  H(u}  abgeleitet  hat. 

Es  sollen  jetzt  noch  einige  Formeln  aufgestellt  werden,  die  bei 
Untersuchungen  über  Thetafönktionen  häufig  als  Hilfsformeln  zur 
Anwendung  kommen. 

XIV.  Satz:  Bezeichnen  ^/,  •  •  •,  g^',  Ä/,  •  •  •,  h^'  irgend  t€ddi0 
reelle  Konstanten,  tc^,  •  •  •,  x^,  X^,  •  •  •,  X^  irgend  welche  ganze  2kMen, 
so  gelten  die  Formeln: 

(XL)  »K]C«+(2:il 

P         P  P 


Eigenschaften.    Hilfsformeln.  35 

p 

(XLi)  *ßil]H-*[(|W«'*=^'''''  , 

(XLII)        »ß](-«,i-|-«p)  =  ^[l(](«il  •••!«,)• 

In  Bezog  auf  die  Ableitung  dieser  Formeln  mag  das  Folgende 
bemerkt  werden.  Die  Richtigkeit  der  Formel  (XL)  wird  am  ein- 
flachsten  erkamit,  wenn  man  die  beiden  in  ihr  vorkommenden  Theta- 
funktionen  durch  die  ihnen  entsprechenden  unendlichen  Reihen  ersetzt; 
ohne  Mühe  kann  man  dann  das  allgemeine  Glied  der  an  Stelle  der 
linken  Seite  getretenen  Reihe  in  das  allgemeine  Glied  der  an  Stelle 
der  rechten  Seite  getretenen  überführen.^)    Um  die  Formel  (XLI)  zu 

erhalten^  braucht  man  nur  "^  ff]  ((**  +  {  x  j ))  ^*®  ®^^®  ^*^  *^^  Grund 

der  Formel  (XL)  durch  ^ [? T x  1 M)   ^^  andere  Mal  auf  Grund  der 

Formel  (XXXII)  durch  ^ffjC**))  auszudrücken  und  die  beiden  so  er- 
haltenen Ausdrücke  einander  gleich  zu  setzen.  Um  endlich  die 
Formel   (XLII)    zu   erhalten,   beachte   man,    daß    der  Wert    der   die 

Funktion  ^mW  definierenden  Reihe  sich  nicht  ändert,  wenn  man 

im  allgemeinen  Gliede  derselben  einige  der  Zahlen  tn  oder  auch  alle 
mit  Minuszeichen  versieht.  Ersetzt  man  aber  m^,  •  •  *,  m^  durch 
—  m^,  •  •  •,  —Mpy  so  ergibt  sich  zunächst  die  Gleichung: 

(102)       *ß](«xi-;«,)  =  *[i(|(-«*.!-j-v> 

und  aus  dieser  dann,  wenn  man  das  System  (u)  durch  (—  u)  ersetzt,  die 
Formel  (XLII).  Aus  (XLII)  folgt  insbesondere  fQr  ^r^  =  •  •  =  ^^  =^  ä^  =  . .  • 
=  A^  =  0  die  Gleichung: 

(103)  *(-«j-"!-«,)  =  »(«i;---!«p), 

welche  zeigt,  daß  die  Funktion  ^(u^\  •  •  •  ;  w^)  eine  gerade  Funktion 
ihres  Argnmentensystemes  (t«)  ist.')  Ersetzt  man  im  allgemeinen 
Gliede  der  Reihe  (XVIII)  nur  einen  Teil  der  Summationsbuchstaben, 
etwa   indem  man  mit  q  eine  Zahl  <|>  versteht,  m^,  •  •  •,  m^  durch 


1)  Eine  Ableitung  der  Formel  (XL)  gibt  Cajlej,  On  a  theorem  relating 
to  the  multiple  Thetafdnctions.    Math.  Ann.  Bd.  17.     1880,  pag.  116. 


S)  Wann  eine  Fnnktion  '^K    (m)i   hei  der  nicht   alle  Zahlen  g,  h  den 

Wert  Null  haben,  eine  gerade  oder  ungerade  Funktion  des  Argumentensystems 
(«)  iti,  wild  erat  im  siebenten  Kapitel  erOrtert 
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—  m^,  •  •  •;  —  w^;  läßt  dagegen  die  übrigen,  w^+i,  •  •  -,  w^,  wn- 
geändert,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

(104)  H-^i\":\-^,\%^i\"-\%)a-H^i\-'\^,\%+i\'"\%\. 

bei  der  die  Modulen  b^^,  durch  die  Gleichungen: 

(105)        6.,  =  «.,,    6.^  =  -a.,.,    6,^  =  «,^       CJ-J^Mlii...  .J 

bestimmt  sind. 

Eine  Charakteristik^  deren  Elemente  den  Bedingungen  0^g^<l, 
0  ^  Äy  <  1    (v  =  1,  2,  •  •  •,  p)  genügen,   soll  eine  NormoMuMrcJcterisßi 

genannt  werden.    Zwei  Charakteristiken  f^  und  1^,1  sollen  hmgrveni 

genannt  werden,  wenn  ihre  entsprechenden  Elemente  sich  nur  um 
ganze    Zahlen    unterscheiden.      Nennt    man    dann    zwei    Funktionen 

"^KlW  ^^^  '^[ä'J^**^  ^^^  wesentlich  verschieden ^  wenn  sie  sich 
nur  um  einen  konstanten  Faktor  unterscheiden,  so  sind  die  Charakte- 
ristiken zweier  nicht  wesentlich  verschiedener  Funktionen,  wie  die 
Formeln  (XXTTT),  (XXXIV)  zeigen,  notwendig  einander  kongruent 
und  umgekehrt  sind,  wie  die  Formel  (XLI)  zeigt,  die  zu  zwei  kon- 
gruenten Charakteristiken  gehörigen  Thetafunktionen  nicht  wesentlich 
verschieden. 

§6. 

Thetaflmktionen  höherer  Ordnung. 

Es  soU  die  dllgemeinste  einwertige  und  für  endliche  Werte  der 
Argumente  stetige  Funktion  6f  (w^  |  •  •  •  |  m^)  der  komplexen  VeränderlidieH 
^u  "  *f  %  gefunden  werden,  die  für  alle  Werte  der  u  und  hei  be- 
liebigen ganzzahligen  Werten  der  Größen  x^,  •  •  •,  x^,  X^y  — ^  Xp  der 
Gleichung: 

aoe,  «C»+iri)) 

p      p  p  p 

in  der  n  eine  gegebene  positive  ganze  Zahl,  die  g,  h  gegebene  Kour 
stanten  bezeichnen,  genügt. 

Versteht  man  unter  (t|[u])  eine  der  gestellten  Bedingung  ge- 
nügende Funktion  und  setzt  dann: 


-^2 


!>„•„ 


(107)  fi-W-e    >"'       GW, 


Einfülirang« 


fsu  ist  IT(h}  ebenfalls  eine  einwertige  und  für  endliche  u  stetige 
Funktion  der  komplexen  Veränderliahen  «j,  •  -  ^  m^,  die  boi  beliebigen 
ganxen  Zahlen  x,  l  der  Gleichung: 

(108)  ^(("+in)) 

l^nögL  Setzt  man  in  dieser  Gleichnng  ;i^  =  1,  die  übrigen  p—l 
Zahlen  X  und  die  p  Zahlen  k  gleich  Null,  so  geht  daraus  die  Glei- 
chung: 

[109)      ÄC«,|.--iu,  +  «i|--i«,)  =  /^KI---|M,|  •••!«,) 

Ihervor,  aus  welcher  folgt»  daß  die  Funktion  H{(u}  für  alle  endlichen  Werte 
rder  u  darstellbar  ist  durch  dieselbe  nach  positiven  und  negativen  Potenzen 
^der  Größen  e  ***,—*,  e  **^  fortschreitenden  Reihe  von  der  Form: 

p 


(110) 


HM  -     2 


^-=1 


"*i 


[wobei  die  A  von  den  n  unabhängige  Größen  bedeuten,  Fllhrt  man 
(diese  Reihe  an  Stelle  von  B^((w|  in  die  Gleichung  (108)  ein^  so  ver- 
wandelt sich  sowohl  die  linke  wie  die  rechte  Seite  derselben  in  eine 
jnach  den  ganzen  Potenzen  von  e  "\  -  — ,  e  "^  fortschreitende  Reihe, 
Itind  es  ergibt  sich,  wenn  man  berücksichtigt,  daß  zwei  solche  Reihen 
[nur  dann  fdr  alle  Werte  der  u  einander  gleich  sein  können,  wenn 
[die  Koeffizienten  gleich  hoher  Potenzen  der  Größen  e  ^*,  •  -  •,  c  ^'^ 
'beiderseits  dieselben  sind,  für  die  Konstanten  ^  die  Beziehung: 

4 

|(lll)  P         p  P        P  P 

2  ^'*A'^"*/"V  +  *^  ^«^^t'^^Cp^'-fw^O-h^^^^V"* 


=  A^ 


^1  =  1  ^'=1 


»1  mp^ 

notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  die  Funktion 
i))  der  Gleichung  (lOH)  genügt.    Ersetzt  man  noch  in  der  letzten 
J'onnel    die    Buchstaben  m    durch  die   Buchstaben  v   land    die  Buch- 
^staben  x  durch  die  Buchstaben  m\  so  erhält  man  die  Formel: 


f:. 


P         P 


•^  ^>^»''"^V  +  5^  ^^/-/*'»»/i'(V+V*'^"*^'"."V*' 


m^ge  ganze  Zahlen  verbet 


/'=*! 
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Man  nehme  nun  die  aus  den  Gleichungen  (107)  und  (110)  sich 

ergebende  Gleichung: 

p 

(113)  GW=      2      ^«^•-Z''^' 

und  denke  sich  darin  die  ganzen  Zahlen  m^,  •  •  *,  m^  in  die  Form: 

(114)  wii  =  7Vn  +  i/i,    •..,    w^  =  Wp'»  +  v„ 

gebracht,  wobei  Vj,  •  •  •,  v^  die  kleinsten  positiven  Beste  von  %,  •••>•», 

inbezug  auf  den  Modul  n  bezeichnen  sollen,  die  m'  also  ganze  Zaitlen 

sind.    Es  nimmt  dann  allgemein  m^  alle  ganzzahligen  Werte  von  —  cx) 

bis  +  oo    und    zwar  jeden   nur   einmal    an,    wenn   man  f&r  v^  der 

Reihe  nach   die    Zahlen   0,  1,  •  •  *,  n  —  1   setzt  und   dabei  jedesmal 

w^/   die  Reihe   der   ganzen  Zahlen  von  —  oo  bis  +  oo   durchlaufen 

läßt.     Auf  diese  Weise  erhält  man  zunächst: 

p 

0.J,.  ,n-l  -00,   .,  +  00  **^ ("•/*' -t-^^V^jV 

(115)  GW -v    yÄ,^.....,^.""' 


Führt  man  hier  auf  der  rechten  Seite  an  Stelle  von  A^f^.^        -'-^. 
den  vorher  aufgestellten  Ausdruck  (112)  ein,   setzt  zur  Abkürzung: 

(116)C,^...,^»A,..../      '^'''^' 

und  beachtet,  daß  C^  ^  von  den  Summationsbuchstaben  m'  voll- 
ständig  unabhängig  ist  und  demnach  vor  die  betreffenden  Summen- 
zeichen  gestellt  werden  kann,  so  erhält  man  weiter: 

0,1,  ••,»!— 1 

(117)  nt^», 

und  schließlicli,  indem  man  berücksichtigt^  daß  die  zweite  jp-fach  un- 
endliche Summe  eine  Thetafunktion  mit  den  Argumenten  nu  ,  den 

Modulen  na,.„,  und  der  Charakteristik        n        ist: 

L    A    J 


-fl/l- 


(118)  GW«       2        ^r,....»\       -        C»«ia- 

i'if't^p  L    Ä   J 


EinftUirnng.    Definition. 
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Eine  jede  der  n^  auf  der  rechten  Seite  der  letzten  Oleichung 
Yorkommenden  Thetafunktionen  ist,  wie  ans  der  Gleichung  (XXXII) 
folgt,  eine  partikulare  Lösung  der  für  die  Funktion  Gi[u]j  aufgestellten 
Bedingungsgleichung  (106),  und  es  stellt  daher  der  für  G^u}  ge~ 
fundene  Ausdruck  die  gewünschte  allgemeinste  Losung  dar,  wenn  man 
unter  den   C  willkürliche  Konstanten  versteht.     Berücksichtigt  man 


noch,  daß  die  nP  Funktionen  ^ 


wie  ein  Blick  auf  die 


sie  darstellenden  Reihen  zeigt,  linearunabhängig  sind,  so  folgt  weiter, 
daß  man  die  Anzahl  n^  der  im  allgemeinsten  Ausdruck  für  Gl[u}  vor- 
kommenden willkürlichen  Eonstanten  C  niemals  durch  eine  Umformung 
des  Ausdrucks  auf  eine  geringere  reduzieren  kann. 

Eine  einwertige  und  für  endliche  u  stetige  Funktion  der  kom- 
plexen Veränderlichen  m^,  •  •  •,  w^,  welche  für  alle  Werte  der  u  der 
Gleichung  (106)  genügt,   wird  eine  Thetafunktion  »**'  Ordnung  mit 

der  Charakteristik  rH  genannt  und  mit  0n[f]W)  hezeichnet. 

TheUrfunkHon  n^'  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [^  heißt  jede 

einwertige  und  für  alle  endlichen  u  stetige  Funktion    ©nrnW   ^ 

komplexen  Veränderlichen  Wj ,  •  •  •,  w^,  welche  für  aUe  Werte  der  u  den 
2p  Gleichungen: 


(XLm)e.ß]K|...|«,  +  «il-"|«,)  =  e„[(lW 


u  e 


ityti 


(»=1,8,- ••,!.) 

oder,  was  dasselbe  sagt,  hei  beliebigen  gamzcMigen  x,  k  der  Gleichung: 


(XIV) 


p      p 


-2«  ^^fi^fA-^^    ^^^uOu  —  ^u^u)'^' 


genügt. 

Spezielle  solche  Funktionen  ©«(TlC^  ^^^  z.  B.,  wenn  unter  den 
^,  6  beliebige  ganze  Zahlen  verstanden  werden,  die  Funktionen: 


(119)      ^ 


'9±± 
n 


C^t*ia,      ^ 


fai 


^ 


'9  +  9' 
n 


Wla^ 


Aus  dem  oben  gefundenen  Resultate  (118)  ergeben  sich  die  folgenden 
fundamentalen  Satze: 
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XV.  Säte:   Die  allgemeinste  Thetafmktion  n^  Ordnung  mU  der 
Charakteristik  k]  tmrd  durch  die  Gleichung: 


0,1,-,«— 1 


(XLVi)      e„[(lw='2'    G",  ",» 


'9  +  ^ 

n 
.    h    , 


i^^ha 


dargestellt,  wenn  man  unter  den  C^^...^  von  den  Variablen  u^,  •  •  •,  t*^ 
unabhängige,  im  übrigen  aber  vollständig  unükürlich  wählbare  Größen 
versteht. 

XVI.  Säte:  Es  gibt  unendlich  viele  Thetafunktianen  n^  Ordnung 
mit  gegebener  Charakteristik  F^;  sie  lassen  sich  ober  aUe  durtk  «^ 
linearunabhängige  unter  ihnen,  e,  B.  durch  die  nP  Funktionen 

-9  +  ^' 


(XLvn) 


n 
h 


inu\a 


(«1. 


linear  und  homogen  mit  Koeffizienten ,  welche  die  Variablen  u  nidU 
enthalten,  zusammensetzen. 

XVn.  Säte:   Zwischen  nP  +  1  Thetafunktionen  n^^  Ordnung  mä 

der  nämliclien  Quirdkteristik  k  1  fthdet  stets  eine  homogene  lineare  Be- 

lation  statt,  deren  Koeffizienten  von  den  Variablen  u  frei  sind, 

Thetafunktionen    höherer    Ordnung    wurden    zuerst    von    Hermite^) 
eingeführt«     Die  obige   Darstellung    der   allgemeinen   Funktion   6„  ?  (u) 

durch  die  nP  speziellen  ^       w       {nu}^^  (*i>  ' ' '»  ^^  ="  0,  1,  •  •  •,  n  —  l) 

-    ^    J 
ist  von  Herrn  Prym')  angegeben  worden.     Auf  anderem  Wege  gelangte 

Herr  Schottky^)  zu  einer  Darstellung  der  Fimktion  ©n  ?  C^l  durch  die 


nP  speziellen  Funktionen  d^ 


9 

h+X 


Ma  (^»•••,^p  =  0,l,...,n-l). 


1)  Hermite,  Sor  la  thdorie  de  la  transformation  des  fonctions  Ab^liennes. 
C  R.  Bd.  40.  1855,  pag.  866  und  Eztraits  de  deax  lettres  de  Charles  Hermite 
d.  C.  G.  J.  Jacobi.  2.  Brief  d.  d.  August  1844.  Jacobis  ges.  Werke  Bd.  2. 
Berlin  1882,  pag.  96. 

2)  Prjm,  Unters,  ü.  d.  Biemannsche  Thetaf.  etc.,  pag.  28;  vergl.  dasa 
Hermite,  a.  a.  0.  C.  R.  Bd.  40,  pag.  428  und  Jacobis  Ges.  Werke  Bd.  2,  pag.  lOS 
und  Thbmae,  Die  allgemeine  Transformation  der  G- Funktionen  mit  beliebig 
vielen  Variabeln.    Inaug.-Diss.  Göttingen  1864,  pag.  7. 

3)  Schottky,  Abr.  e.  Th.  d.  Abelschen  Funkt,  etc.,  pag.  6;  vergl.  dam 
Hermite,  Übersicht  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen;  deutsch  von 
Natani.    Berlin  1868,  pag.  26. 
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Aus  der  Darstellung  (XL VI)  folgt  unter  Anwendung  der  Formel 
j)  für  beliebige  reelle  Größen  g\  h'i 


,n-l 


9  +  riff  +  ^' 
n 
L    Ä  +  nA* 


(nul 


9--  ^^2  2%f*'^^K'  ~  22<i'*^  +  ^^''  +  wA  ;.Tt) 


wo  zur  Abkürzung: 

ist.     Man  sieht  daraus,  daß   man   wie  bei   den  gewöhnlichen 
lietafunktionen  so  auch   bei  den  Thetafanktionen  höherer  Ordnung 

Sie  Funktionen  mit  beliebiger  Charakteristik  K 1  durch  die  Funktionen 

lit  der  Charakteristik         ausdrücken  kann.     Dies  gestattet  bei  der 

jetzt   folgenden  Untersuchung  sich   auf  Thetafunktionen  «**'  Ordnung 

lit  der  Charakteristik  LI,  welche  kurz  mit  6^((t«|  bezeichnet  werden, 

zu  beschranken. 

Indem    man    die    Untersuchung   mit    dem    Falle   p  ^  1    beginnt, 

I handelt  es  sich   in  Analogie   mit  der  am  Ende   des  §  1  angestellten 
Untersuchung  um  die  Nullpunkte  einer  Funktion  Q„{n\    Die  Anzahl 
äer  Nullpunkte   der  Funktion  B^{u)  im  Purallelogramme  /7„  und  die 
Bumme  dieser  Nullpunkte  werden  durch  die  Integrale 
tl22)        J,  =  ali  A'"g0n(«),      J.  =  ^ij^'^H^M 

geliefert.     Infolge   der  Gleichungen  (XLIII)  und  (XLIV)  erhält  man 
aber  fllr  diese  Integrale  ohne  Mühe  die  Werte: 


Ujet: 
Hmi 

KU 


(123) 


«A  =  «,        J,-  "(«»'  +  <») 


t 

■tind   hat  damit  das  Resultat,  daß  jede  Ftmktion  9„(w)  in  n  Punkten 
Vdes   Parallelogramms   TTq  verschwindet,    und    daß    die   Summe  dieser 

n  Punkte  --{xi-^-a)  betragt;   so   verschwindet   z.  B,   die   Funktion 

^{nu\^  in  den  n  Punkten: 


h24) 


M  -  ,,-  a  + 


8X  +  1 
2n 


3r». 


ta^ö,i.-*  ,m-i) 


Pur   den   Fall  p  >  1    wird    in  Verallgemeinerung   der  am  Ende 
§  4  angestellten  Untersuchung  nach  den  im  Parallelotop  /7g  ge- 
\  LSsungen  eines  Gleichungensjstems: 
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(125)  ®*'«^*'^  -  %  1«*2  -  ^  I  •••  I«*,  -  ^2p)  =  0» 

gefragt.  Um  die  Anzahl  dieser  Lösungen  zu  bestimmen^  denke  man 
sich  die  Thetafunktionen  höherer  Ordnung  sämtlich  auf  Grund  der 
Formel  (XL VI)  durch  gewöhnliche  Thetafunktionen  dargestellt  Die 
Anzahl  der  Lösungen  des  entstehenden  Gleichungensjstems  bleibt  dann, 
nach  dem  in  §  4  Bemerkten  ungeändert^  wenn  man  die  in  den  Dar- 
stellungen (XL VI)  auftretenden  Größen  C  stetig  ändert.  Indem 
man  aber  jedesmal  alle  Größen  C  bis  auf  die  erste  Null  werden  läßt, 
erhält  man  das  Resultat,  daß  die  Anzahl  der  Lösungen  des  Glei- 
chungensystems (125)  die  gleiche  ist^  wie  die  Anzahl  der  Lösungen 
des  spezielleren  Gleichungensystems: 


(126) 


H%^i  -  %^pi  I  Wpti,  ~  n^ßp,  I  •  •  •  I  n^w,  -  w,ep,)^^„  -  0. 

Um  die  Anzahl  dieser  Lösungen  zu  bestimmen,  lasse  man  aber  alle 
Thetamodulen  a^^,,  bei  denen  (i^ii  ist,  Null  werden.  Es  zerfallt 
dann  jede  der  p  Thetafunktionen  in  das  Produkt  von  p  Thetafunk- 
tionen je  einer  Veiunderlichen  und  das  Gleichungensystem  (126)  hat 
den  Gleichungen  (124)  entsprechend  die  n^n^-'-Hj^-pl  Lösungen: 

(127)  a„.      2X^+1 


^p  —  ^^p^    2     ^ 


8n, 


JTi, 


wobei  an  Stelle  von  aß  "  q  der  Reihe  nach  die  p !  Permutationen 
der  Zahlen  1,  2,  •  •  •,  p  zu  setzen  sind,  und  X^  für  f*  =  1,  2,  •  •  •,  p  die 
Zahlen  0,  1,  •  •  •,  n^—  1  durchläuft.     Man  hat  so  den 

XVJLLl.  Satz:   Die  p  Gleichungen: 

6«,K  -  ^1  I Wj  -  «12  I  •  ••  I Wp  -  %)  =  0, 

0n,(«i  -  «21 1  wg  -  e^,  I  • . .  I  w^  ~  e,,)  =  0, 


(XLvni) 


\(^  -^i\^-^p%\'"\%-  ^pp)  =  0, 


bei  denen  0^((w]),  Qn^Mt  ' '  •>  ©w  W  belid>ige  Thetafunktionen  von  dm 
Ordnungen  w^,  «,,  •  •  •,  «p  hesseickneny  die  e^^  aber  gegebene  KanstanUi^ 
sind,  haben 
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(IL)  i\^=n,n,...n,.j>! 

inkongruente  Losungen. 

Der  Satz  XYin  ist  zaerst  von  Herrn  Poincar^^)  angegeben  und 
auf  die  obige  Art  bewiesen  worden;  auf  anderem  Wege  ist  zu  diesem 
Satze  Herr  Wirtinger  ^  gelangt  Für  die  Summe  der  N  Lösungen  (127) 
ergibt  sich: 

(128)  

p 
^u^  =  n^n^''  «p(l>- 1)1  ^  c^p', 

Herr  Wirtinger   zeigt,   daß   diese  Kongruenzen   auch  fElr  das  allgemeine 
Gleichnngensystem  (XLVHI)  giltig  sind. 

Die  Frage  nach  geraden  und  ungeraden  Thetafunktionen  höherer 
Ordnung  wird  im  siebenten  Kapitel  erörtert. 


1)  Poincar^,  Sur  lea  fonctions  6.    Bull.  S.  M.  F.  Bd.  11.    1888,  pag.  129. 

2)  Wirtinger,  Zur  Theorie  der  allgemeinen  Thetafunktionen.  Wiener 
Anz.  Bd.  82.  1896,  pag.  68;  und:  Zur  Theorie  der  2n-fach  periodischen  Funk- 
tionen.   (2.  Abhandlung).    Monatsh.  f.  Math.  Bd.  7.     1896,  pag.  1. 


Zweites  Kapitel. 

Über  ein  allgemeines  Prinzip  der  Umfonnnng 
nnendlicher,  insbesondere  mehrfach  unendlicher 
Reihen  und  dessen  Anwendung  auf  Thetareihen* 

§  1. 

Umformung  unendliolier  Seihen 

doroh  BinfUimng  neuer  Summationebuchetaben 

▼ermittelst  einer  linearen  Substitution. 

Es  sei  gegeben  eine  9 -fach  unendliche  absolut  konyergente  Reihe 

(1)  F=   2    /"Kl-I»»,)» 

deren  allgemeines  Glied  f{m^  \'"\ ^q)  ^^  übrigen  eine  beliebige 
Funktion  der  Summationsbuchstaben  m^^  *  •  -^  m^  und  anderer  Größen, 
Variablen  und  Eonstanten,  sein  möge,  und  bei  der  die  Summation  so 
auszuführen  ist,  daß  jede  der  q  Größen  m  unabhängig  yon  den 
anderen  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  von  —  c»  bis  +  cx>  durchlaufl 
In  dieser  g-fach  unendlichen  Reihe  führe  man  jetzt  an  Stelle 
der  bisherigen  Summationsbuchstaben  m^,  •  •  •,  m^  neue  w^,  ' '  'f  ^q 
ein  mit  Hilfe  einer  linearen  Substitution  von  der  Gestalt: 


(2)  rm^  =  ^  a^^n^,  (/*=!,«, -,«) 

bei  der  r  eine  positive  ganze  Zahl,  die  a  ganze  Zahlen  mit  nicht 
verschwindender  Determinante  sind.  Man  erhält  dann,  wenn  man 
den  Ausdruck,  in  den  das  allgemeine  Glied  f(mi  |  •  •  •  |  m^  durch  Ein- 
führung der  Größen  n  übergeht,  mit  g(n^\'"\n^)  bezeichnet^  also: 

(3)  /•Kl---l'»,)  =  i/(«il--l«,) 

setzt: 


Einföhrung  neuer  Simunaiionsbucliatabei]. 
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F^y,, 


^//K'-"  l^), 


«1. 

[und  es   ist  die  Frage,   auf  die   alles  ankommt^    wie  hier  über  die  n 

mmmieri   amyien  muß.     Diese  Frage  ist  vorerst  folgendermaBen  äu 

I  l>e&ntwort«n.      Bezeichnet    man  die   Determinante   der  </*  Zahlen  a 

'mit  A  und  die  Adjunkte  von  a^^  in  dieser  Determinante  rait  a    ,  so 

folgt  ans  den  Gleichungen  (2)  durch  Auflösung  nach  den  n  als  Ün- 

hekaimten 


folg 
Uheb 


**«  ^  A^  ^f*^ 


m.. 


(lr«l.2.         ,«) 


und  ea  muB  die  auf  der  rechten  Seite  von  (4)  angedeutete  Summation 
nach  den  n  in  der  Weiae  auageführt  werden^  daß  man  an  Stelle  dea 
Sjatema  der  q  Summationsbuchstaben  n^^  '  "r  %  ^i^  jedes  der  Werte- 
sjsteme  und  jedes  einmal  äet^t,  welche  sich  aus  den  Gleichungen  (5) 
ergeben,  wenn  man  darin  an  Stelle  des  Systems  der  q  Buchataben 
iWj,  •  **^  m  eine  jede  der  Variationen  mit  Wiederholung  zur  q^°  Klasse 
aus  den  überhaupt  existierenden  ganzen  Zahlen  als  Elementen 
treten  läBt. 

Zur  direkten  Bestimmung  dieser  Wertesysteme,  von  denen  man 
jedeufalls  sagen  kann,  daß  keine  zwei  imter  ihnen  miteinander  über- 
einstimmen ^  muß  das  System  der  durch  die  Gleichungen  (5)  als 
Funktionen  der  ganzen  Zahlen  m  definierten  Größen  n  genau  unter- 
sucht werden.  Zu  dem  Ende  bezeichne  man  mit  (i^  den  kleinsten 
positiven  Rest  der  Zahl  m^  nach  dem  Modul  A  und  setze: 


H  poai 


tw. 


mJA  +  Q 


(/*  =  l,t,       ,s) 


Führt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  (5)  ein,  so  zerfallt 
jede  Größe  «^  in  einen  ganzzahligen  Teil  w^'  und  ©inen  Bruch,  in 
der  Form: 


■(7) 


(v*l,t,. 


Die  fi'  sind  ganze  Zahlen  von  besonderer  Art;  anstatt  auf  ihre  Ans^ 
drücke  in  den  rn  einzugehen,  bemerke  man,  daß  für  die  m'  jedenfalls 
nur  solche  ganze  Zahlen  auftreten,  welche  nach  Einfuhrung  der  ihnen 
entsprechenden  Ausdrücke  (7)  in  die  Gleichungen  (2)  für  die  m 
ggnze  Zahlen  liefern.     Setzt  man  aber  aus  (7)  in  (2)  ein,  so  folgt: 


rm. 


tM*-ut,     .,) 


erhalt 


''     (ganzen  Zahlen  n   die  Bedingung,  daß: 
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9 

(9)  ^%v^v=^  (mod.r)  o«-i.«,-.-,i) 

sei.  Sind  diese  Bedingungen  erfüllt^  dann  entsprechen  den  zu  solchen 
n  gemäß  den  Gleichungen  (7)  gehörigen  Großen  n  in  der  Tat  ganze 
Zahlen  m.    Man  bilde  nun  die  Summe: 

0,1,  .,v-i  _«.  .,4-flo  _  ^ 

(10)  2       Z  ^(V+Jl  -K+f). 

bei  der  zur  Abkürzung: 

9 

(11)  Qv-r^a^^Q^  (»'=i,«,-.«) 

gesetzt  ist,  und  bei  der,  indem  V  den  absoluten  Wert  von  A  be- 
zeichnet, über  jedes  q  frei  von  0  bis  V  ~  1  summiert  wird,  ftr  das 
System  der  q  Summationsbuchstaben  n'  aber  nur  jene  aus  gans^ 
Zahlen  gebildeten  Variationen  mit  Wiederholung  zur  g*^  Elasse  zo 
treten  haben,  welche  in  ihren  Elementen  den  Kongruenzen  (9)  ge- 
nügen: dann  enthält  diese  Summe  nach  dem  soeben  Bemerkten  alle 
Glieder  der  Summe  (4)  und  keine  anderen  Glieder;  und  es  fragt  sich 
nur  noch,  ob  sie  auch  jedes  Glied  der  Summe  (4)  nur  einmal,  oder 
ob  sie  es  mehrere  Male  enthält,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt^ 
ob  alle  Glieder  der  Summe  (10)  von  einander  verschieden,  oder  ob  sie 
teilweise  einander  gleich  sind.  Um  diese  Frage  zu  entscheiden,  greife 
man  ein  bestimmtes  Glied  der  Summe  (10)  heraus;  es  ist  bestimmt 
durch  gewisse  den  Kongruenzen  (9)  genügende  ganze  Zahlen  n'  und 
gewisse  positive  ganze  Zahlen  q'  aus  der  Reihe  0,  1,  •  •  •,  V  —  1.  Soll 
ein  anderes  Glied,  charakterisiert  durch  andere  Z^len  n"  und  q'\  ihm 
gleich  sein,  so  ist  dazu  notwendig  und  hinreichend,  daß  ftr 
«'=1,2,  •••,3: 

9  9 

sei;  dann  muß  aber  jedenfalls: 
9 

(13)  r 2 %M  -  O  =  0  (mod.  V)  (.=-i,i,.-.t) 

sein;  ist  umgekehrt  diese  Bedingung  erfüllt  und  setzt  man: 
9  9 

(14)  ^Z%.q!^  -r^a^.Q';,  +  A(7,  (r-i.i.-...# 

SO  braucht  man  nur 
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(15)  nj'^n^  +  g^  (i'=i.«,  -.j) 

zu  nehmen,  dann  sind  in  der  Tat  die  beiden  Glieder  der  Summe 
einander  gleich.     So  oft  also  die  Kongruenzen: 

(16)  ^^%r^f,^0  (mod.  V)  (*- 1, 8, •  •  • . «) 

/u  =  l 

dnrch  Zahlen  x  ans  der  Reihe  0,  1,  •  •  •,  V  —  1  befriedigt  werden 
können,  so  oft  kehrt  jedes  Glied  der  Summe  (10)  bei  weiterem  Fort- 
gange der  Summation  wieder.  Heißt  man  d^er  diese  Anzahl  tt",  so 
ist  die  Summe  (10)  das  (y^- fache  der  Summe  (4),  und  man  hat: 

0,1,-, V-l   -00, ..,4-00 

(17)    ^=y  2    2'  K<+ii-i<+l)- 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  also  ^  die  Anzahl  der  Lösungen  —  um 
anzugeben,  daß  es  sich  dabei  nur  um  jene  Lösungen  handelt,  die  aus 
Zahlen  der  Reihe  0,  1,  •  •  •,  V  —  1  gebildet  sind,  sei  genauer  gesagt 
NarmdUösungen  —  des  Eongmenzensystems  (16),  über  jedes  q  ist 
frei  zu  summieren  yon  0  bis  V  —  1,  über  die  n  von  —  oo  bis  +  oo, 
jedoch  dürfen  hier  nur  jene  Zahlensysteme  genommen  werden,  welche 
die  Kongruenzen  (9)  erfüllen.  Von  dieser  Beschränkung  der  Sum- 
mation kann  man  sich  aber  leicht  auf  folgende  Weise  befreien. 

Multipliziert  man  das  allgemeine  Glied  der  Summe  in  (17)  mit 
einem  Faktor,  der  den  Wert  1  hat,  wenn  die  n'  solche  ganze  Zahlen 
sind,  die  den  Kongruenzen  (9)  genügen,  dagegen  den  Wert  0,  wenn 
die  Zahlen  n'  diesen  Kongruenzen  nicht  genügen,  so  wird  durch  Ein- 
schiebung  dieses  Faktors  0,  der  in  seiner  Wirksamkeit  mit  dem 
Dirichletschen  diskontinuierlichen  Faktor  der  Litegralrechnung  zu 
Tergleichen  ist,  zunächst  der  Wert  der  Summe  (17)  nicht  geändert; 
nachdem  er  aber  eingeschoben  ist,  darf  jetzt  die  Beschränkung  der 
Summation  nach  den  n'  einfach  weggelassen  werden,  und  man  darf 
schreiben: 

(18)        F^lr''^^    '     S^'^-sin^  +  il-ln.  +  i), 

wo  jetzt  über  jedes  q  frei  von  0  bis  V  —  1  und  über  jedes  n  frei 
von  ~  oo  bis  +  oo  summiert  wird.  Es  handelt  sich  jetzt  nur  noch 
um  die  Bildung  eines  solchen  Faktors  0.     Beachtet  man  aber,  -daß 
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den  Wert  r  besitzt^  wenn  die  Zahlen  n  die  Kongruenz: 

(20)  2'V»»  =  0  (moir) 

erfüllen^  dagegen  den  Wert  0^  wenn  sie  dies  nicht  tun^  so  sieht  man 
sofort,  daß: 

9  9 

tfti   y^      y^ 

(21)  ^_<Pi<P.^'<P9_^    2     «      ''""''^' 

ein  Faktor  der  vorher  verlangten  Art  ist.  Setzt  man  diesoi 
Ausdruck  an  Stelle  Ton  0  in  (18)  ein  und  vertauscht  noch  unter 
der  Voraussetzung  der  absoluten  Konvergenz  der  neuen  unendliche 
Reihen  die  Summationsordnung,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

(22)  ^^-^ 

9         9 
irti   y^      yi^ 

0,1, -^V-l  0,V-,r~l  p-oo    ..    4-co      r'^     ^«/ir*»«'^«     ,  = 

-5    ^  \  S  '  """     ^"■+ii-i».+i) 

welche  die  gewünschte  Umformung  der  gegebenen  unendlichen  Reihe 
darstellt,  und  der  man  schließlich,  weil 


^^vQv"- 


(23)  ^(^uvQr'-^^Qu  C«-!,«,-.«) 


v=l 


und  infolgedessen  für  alle  ganzzahligen  q  und  6 

q  q  — 

(24)  e     ^='^=^'  =1 
ist,  die  för  die  Anwendungen  bequemere  Form: 

(25)  »^«^^ 

0,1,-,V-1  o,l,-.,r-l  (--•,..,+•  -7-^"»(»»  +  x)      ,  = 


geben  kann,  bei  der  noch  zur  Abkürzung 

9 

(26)  2%^^f^^^^  («i,t....i) 

gesetzt  ist. 
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Bei  Betrachtung  der  gewonnenen  Endformel  wird  man  zunächst 
das  Resultat  bemerken,  daß  die  gegebene  unendliche  Reihe  in  eine 
Summe  mehrerer  unendlicher  Reihen  übergeführt  wurde;  bei  genauerer 
Betrachtung  des  Ganges  der  Untersuchung  erkennt  man  sodann ,  daß 
dieses  Resultat  einmal  durch  gruppenweises  Zusammenfassen  der 
Glieder  der  gegebenen  Reihe  zu  Teilreihen ,  dann  aber  weiter  durch 
Einschieben  yon  Gruppen  neuer  Glieder,  die  zusammen  den  Wert 
Null  haben,  erreicht  wurde.  Aus  dem  letzteren  Umstände  erkennt 
man  auch,  daß  auf  die  am  Schlüsse  eingeführte  Bedingung  der  abso- 
luten Eonyergenz  der  neuen  unendlichen  Reihen  nicht  yerzichtet 
werden  kann,  da  sie  nicht  eine  Folge  der  absoluten  Konvergenz  der 
ursprünglichen  Reihe  ist 

Obwohl  die  Umformung  (25)  ihre  wahre  Bedeutung  erst  ffir 
mehrfiEu^h  unendliche  Reihen  erlangt,  so  ist  sie  doch  auch  auf  ein- 
fach unendliche  Reihen  anwendbar,  und  es  liefern  hier  die  beiden 
einfachsten  Substitutionen  m^  qn  und  rm  =  n  zwei  Umformungen 
einer  einfiEtch  unendlichen  Reihe,  bei  denen  die  beiden  oben  genannten 
Prozesse  des  gruppenweisen  Zusammenfassens  der  Glieder  der  ge- 
gegebenen Reihe  zu  Teilreihen  und  des  Einschiebens  yon  Gruppen 
neuer  Glieder  mit  der  Summe  Null  getrennt  auftreten,  und  daher  be- 
sonders klar  erkennbar  sind.    Es  entspricht  nämlich  der  Substitution 


(27) 

m  =  gw 

die  Umformung: 

'-S(^»(»+f))-i'(f««"+< 

=  [/(0)         +/•(?)            +f(2q)         +...] 

+  {f(l)        +f(q+^)    +fi2q+l)  +  ---] 

(28) 

+  1/(2)         +f(.q  +  2)    +f(2q  +  2)  +  ...-\ 

+  [f(3-l)  +  f(2q-l)  +  nSq-l)  + ■■■]'), 

wahrend  der  Substitution 

(29) 

♦•»»=-n 

die  Umformung: 

1)  Dabei  sind,  ebenso  wie  beim  zweiten  Beispiele,  die  den  negativen  Weiten 
des  Smmnatioiubnchstaben  n  entsprechenden  Glieder  der  Übersichtlichkeit  wegen 
onberflekiichtigt  gelassen. 

Kr»sttr,  TlitliftinHloinn  4 
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+  «  '•-1/      +•    Ulan  \  '•- 1/      +•    —  a«  \ 

+  [m+      rf(l-)+       TV(f)  +  ---] 

(30)         +[m+  ^Y(f)+    ^v(|-)+---] 
+ [m + ^- Y(f ) + ^*'- Y(-f)  +  •••]) 

2/r« 

entspricht,  bei  der  zur  Abkürzung  r  «=  e  '^    gesetzt  ist 

Der  Gedanke,  eine  mehrfach  unendliche  Reihe,  bei  der  jeder  Summa- 
tionsbuchstabe  die  ganzen  Zahlen  von  —  oo  his  +  <>o  durchlftuft,  dadurch 
umzuformen,  daß  man  an  Stelle  der  Summationsbuchstaben  yermittelBt 
einer  linearen  Substitution  neue  einföhrt,  findet  sich  zuerst  in  den  Arbeiten 
von  Eisenstein^);  doch  wird  hier  nur  der  spezielle  Fall  r  =-  1  behandelt| 
d.  h.  die  Bedingung  gesetzt,  daß  die  Koeffizienten  der  Substitution  ganM 
Zahlen  seien.  Die  Einführung  neuer  Summationsbuchstaben  yeimittelsi 
einer  Substitution  mit  rationalen  Koeffizienten,  verbunden  mit  der  Ein- 
schiebung  eines  Faktors,  der  die  nach  geschehener  Transformation  ein- 
getretene Beschränkung  der  Summation  aufzuheben  gestattet,  wurde  zuerst 
von  Herrn  Prym  ^)  zur  Herleitimg  der  Riemannschen  Thetaformel,  hierauf 
von  ihm  und  mir*)  zur  Gewinnung  allgemeinerer  Thetaformeln,  und  end- 
lich von  mir^)  in  der  obigen  Gestalt  zur  Umformung  einer  ganz  beliebigen 
unendlichen  Reihe  angewandt.  Mit  der  Umformung  imendlicher  Reihen 
durch  Einführung  neuer  Sununationsbuchstaben  vermittelst  einer  linearen 
Substitution  beschäfbigt  sich  auch  eine  Abhandlung  des  Herrn  Huebner^), 
deren  Resultate  im  Falle  einfach  imendlicher  Reihen  mit  den  hier  an- 
gegebenen übereinstimmen. 


1)  Eisenstein,  Beiträge  zur  Theorie  der  elliptischen  Funktionen.  Mathenu 
Abb.     Berlin  1847,  pag.  283,  250  und  290. 

2)  Prym,  Ein  neuer  Beweis  für  die  Riemannsche  Thetaformel  Acta  math. 
Bd.  3.     1883,  pag.  200. 

8)  Prym,  Ableitung  einer  allgemeinen  Thetaformel.  Acta  math.  Bd.  8. 
1883,  pag.  216  und  Krazer  und  Prym,  Neue  Grundlagen  etc.,  pag.  16  und  70. 

4)  Krazer,  Über  allgemeine  Thetaformeln.  Math.  Ann.  Bd.  62.  1899, 
pag.  369.  .V  . 

6)  Huebner,  Über  die  Umformung  unendlicher  Reihen  und  Produkte  mit 
Beziehung  auf  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen.   Progr.  Königsberg  1891. 
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§2. 

Battimmimg  der  Ansahl  8  der  NormaUtenngen  eines  Systems 
linearer  Kongmensen. 

Die  in  der  Formel  (25)  auftretende  Größe  6'  bezeichnet  die  An- 
lahl  der  Normallosimgen  des  Eongraenzensystems  (16).  Es  soll  in 
diesem  Paragraphen  gezeigt  werden^  wie  man  in  jedem  Falle  den 
Wert  dieser  Zahl  ö'  bestimmen  kann. 

Es  seien  mit  %y\^^\'     ^jPi  beliebige  ganze  Zahlen,  mit 

I    r  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet;  jedes  System  Ton  q  ganzen 
Zahlen  x^y  x^,  •  •  •,  x^,  welches  gleichzeitig  den  p  Eongraenzen: 

9 

(31)  ^a^^x^  =  0  (mod.r)  ox=i,t,...,p) 

genügt^  heißt  eine  Lösung  dieses  Eongruenzensystems;  NomuiUösungen 
aber  sollen  unter  diesen  unbegrenzt  yielen  Lösungen  diejenigen  genannt . 
werden,  welche  ausschließlich  von  Zahlen  aus  der  Reihe  0, 1,  •  •  •,  r  —  1 
gebildet  sind.  Die  Anzahl  s  dieser  Normallösungen  ist  dann  jedenfalls 
eine  endliche  und  zwar  ist  s  <  r^.  Es  handelt  sich  um  die  Bestim- 
mung dieser  Zahl  s. 

Zunächst  kann  man  ohne  Mühe  für  die  Zahl  s  einen  analytischen 
Ausdruck  anschreiben.  Genügen  nämlich  die  Zahlen  x^,  rr^,  •  •  *,  x^ 
der  Kongruenz: 


^a^.,x,  =  0 


(32)  ^a^,,a:,  =  0  (mod.  r), 

wo  ii'  irgend  eine  Zahl  aus  der  Reihe  1,  2,  •  •  •,  p  bezeichne,  so  be- 
sitzt der  Ausdruck: 


(33)  f^,(x^\...\x;)^f^,^^ 


1  -r^(^^v^'vji 


y^=o 


den  Wert  r;  genügen  dagegen  die  Zahlen  x  der  angeschriebenen  Eon- 
gruenz  nicht,  so  besitzt  f^,  den  Wert  0.  Daraus  folgt  sofort,,  >daß 
der  Ausdruck: 

P         9 


(34)       F(^|...|a;,)=.^-^-^    ^    e    "— 


für  jedes  Zahlensystem  ^,  a),;  *  -  -,  x^^  das  eine  Losung  des  Eon- 

4» 
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gnienzensystems  (31)  ist,  den  Wert  1,  für  jedes  andere  den  Wert  0 
hat,  und  daß  daher  die  Summe: 


(35)  "^Fix,\...\x;) 


den  Wert  5  besitzt. 


I.  Satz:    Die  AnzaJd  s   der  NormaUösungen   des   Kongrueneemh 

Systems: 

9 

(I)  ^ a^^x^  =  0  (mod,r)  (/4=i,t,...,p) 

wird  durch  den  Äusdrtick 

0,1,    -»r  — 1  "T"-^     ^«^v^rV 


m  '=^2 


e     ''=='^=^ 


getigert. 

Mit  Hilfe  des  unter  (11)  für  s  angegebenen  Ausdracks  laßt  sich 
nun  sofort  ein  weiterer  Satz  beweisen.  Nennt  man  nämlich  die  An- 
zahl der  Normallösungen  des  zu  (31)  konjugierten  Eongruenzensystems 

p 
(36)  ^ a^^x;,  =  0  (mod.  r)  (r-i,a,...,f) 

/U=l 

s'y  SO  ist  nach  (II): 

9         P 
0,l,.,r-.l  "T"^    ^'^fiv'fiVp 

*1'      »*P 


und  es  ergibt  sich  daraus,  nachdem  man  für  ft »  1,  2,  •  •  -^  jp  und 
1/  -=  1,  2,  •  •  •,  g  a?^  =  j/f^,  y/=  a:^  gesetzt  hat,  sofort  durch  Yeif^- 
chung  mit  (II)  die  Beziehung: 

(38)  r^s'-=-r9s. 

n.  Satz:   BejseicJinet  man  mit  s  die  AnzaU  der  NormäUSsmigm 
des  Kongrueneensystems  (I),  mit  s'  die  des  konjugierten  Eongruetumt 


(in)  ^  ö^^ ^A*'  =  0  (mod.  r)  (»-i.^ •  •  ü 


ii^i 


Yorl&iif.  Aasdnick  für  die  Zahl  s.  Das  koi^ugierte  EongruenzeiiByst.  53 
so  ist: 

(IV)  ?  =  ?. 

Die  in  der  Gleichung  (IV)  stehenden  Quotienten  sind  ganze 
Zahlen,  es  ist  nämlich  für  ein  Eongruenzensjstem  (I)  die  Zahl  s  stets 
ein  Teiler  yon  r^.  Um  dies  einzusehen,  ordne  man  die  sämtlichen 
r»  aus  den  Zahlen  0,  1,  •  •  •,  r  —  1  möglichen  Zahlensysteme 
Xi,  Xj,  •  •  •,  x^  folgendermaßen  in  Gruppen,  wobei  zur  Abkürzung  ein 
Zahlensystem  x^,  x^y  •  •  •,  x^  symbolisch  mit  X  bezeichnet  und  yer- 
schiedene  solche  Zahlensysteme  durch  obere  Indizes  unterschieden 
werden  mögen.    Man  betrachte  die  p  Linearformen: 

9 

(39)  \=^%.^v\  (/'=i,2.   -»P) 

»-=1 

läßt  man  darin  an  Stelle  von  x^,  x^y  •  •  *,  x^  zunächst  die  s  Normal- 
lösungen des  Eongruenzensystems  (I)  treten,  so  wird: 

(40)  A^O,    ^  =  0,    ...,    ^p  =  0(mod.  r); 

diese  s  Zahlensysteme  X  seien  mit: 

(41)  X(^),  XS^\  . . .,  X« 

bezeichnet.  Entweder  sind  damit  alle  r^  Zahlensysteme  X  erschöpft, 
d.  h.  es  ist  5  =  r?,  dann  ist  der  aufgestellte  Satz  bewiesen;  oder  es 
ist  ^  <  r^,  dann  gibt  es  außer  diesen  s  Zahlensystemen  X  noch  andere; 
ein  beliebiges  solches  sei  X'  =  {x^,  x^y  •  •  •,  x^\  Setzt  man  jetzt  in 
den  f  Linearformen  (39)  x^  =  x^y  x^  =  a:^',  •  •  •,  a?^  =  x^y  so  werden 
dieselben  jedenfalls  nicht  alle  =0  (mod.  r);  es  möge 

(42)  A^  =  g;y    A,=g,\    •  • .,    A^  =  g;{mo^r) 

werden.  Die  nämlichen  Zahlen  g^y  g^y  •  •  •,  g^  treten  dann  immer 
wieder  auf,  wenn  man  in  den  p  Formen  (39)  an  Stelle  von  x^yX^y*--  x^ 
jene  s  Zahlensysteme  einführt,  welche  aus  dem  Systeme  X'  durch 
Addition  der  Systeme  X^^),  X^*^,  •  •  •,  X^*)  abgeleitet  werden  (wobei  die 
auftretenden  Zahlen  x'+  x  auf  ihre  kleinsten  positiven  Reste  nach 
dem  Modul  r  zu  reduzieren  sind).  Die  so  entstandenen  s  Zahlen- 
systeme seien  mit: 

(43)  X('+i>,   X^'+%  ...,  X(«') 

bezeichnet;  sie  sind  alle  voneinander  und  von  den  Zahlensystemen  (41) 
versehieden,  zugleich  sind  es  die  sämtlichen  Zahlensysteme,  welche 
die  Eongmenzen  (42)  erfüllen.  Entweder  sind  nun  mit  diesen  zwei 
Beihen  alle  f>  Zahlensysteme  erschöpft,  in  welchem  Falle  28  » t^, 
alflo  der  Satz  bewiesen  ist,  oder  es  gibt  noch  andere  Zahlensysteme  X, 
die  in  diesen  zwei  Beihen  nicht  vorkonunen. 
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So  fortschreitend  kann  man  die  sämtlichen  r^  Zahlensysteme  X 
in  Reihen  yon  je  s  anordnen  in  der  Form: 

ZW  ZW,  ...,    Z^'); 

(44)  Z('+^),  Z('+^  ...,    ZC»'); 


Xit-i'S+l)^     ;jp<-l.,  +  8)^     ...^     ;jp/,). 


wobei  ts=^r^  ist,  und  man  erkennt  daraus,  daß  die  Äneahl  $  der  Normal' 
lösungen  des  Kongruenzensystems  (I)  stets  ein  Teuer  von  i^  ist  Die 
s  in  einer  Horizontalreihe  stehenden  Zahlensysteme  sind  dadurch 
charakterisiert,  daß  sie  die  p  Linearformen  (39)  den  nämlichen  Zahlen 
ffif  9ff  ' ' '}  9p  kongruent  machen,  und  es  sind  zugleich  die  sämtlichen 
Zahlensysteme,  die  dies  tun. 

Aus  (44)  schließt  man  weiter  sofort,  daß  ein  System  nicht  honuh 
gener  linearer  Kongruenzen: 


^  %v^v  = 


(45)  ^%v^v=9^  (moAr)  Ou=i,i.....,) 
»-=1 

entweder  s  Normallosungen  Jiat  oder  keine.  Heißt  man  aber  Zahlen 
9i9  997  "  '9  9p7  ^^  welche  dieses  Kongruenzensystem  Losungen  hat, 
durch  die  Formen  (39)  darstellbar,  so  ist  die  Anzahl  der  darstellbaren 

Zahlensysteme  ^  =  — ,  und  die  Formel  (IV)  sagt  einfach  aus,  daB 
duirch  p  Formen  (39)  und  durch  die  q  dam  konjugierten: 

(46)  A'  =  ^%v^^  (^«i.«,-.») 

stets  gleich  viele  Zahlensysteme  darstellbar  sind. 

Ein  Fall  kann  sofort  erledigt  werden.  Ist  nämlich  p  ^q  und 
die  Determinante  ^±  «n  o^j  •  •  •  o,  =  ±  1,  so  ist  jedes  Zahlensystem 
9i9  9%}  '  "f  9q  durch  die  Formen  (39)  darstellbar;  es  ist  also  in  diesem 
Falle  für  jeden  Wert  des  Moduls  r: 

(47)  ^  =  r?,      5=1. 

Von  diesem  Satze  sei  die  folgende  Anwendung  gemacht.  I^Bt 
man  in  dem  Gleichungensysteme: 


(48)  >  a^^x^  =  a?;  o*-i.J.-.< 


^  -4-  /!..  fl •  •  •  i^ 


far  welches  die  Determinante  ^±  o^^  Oj,  •  •  •  a^^  den  Wert  ^  1  lui^ 
an  Stelle  des  Systems  der  Größen  x^^  x,,  •  •  •,  x^  der  Reihe  nadi 
die  sämtlichen  Variationen  mit  Wiederholung  der  Elemente  0,  l,-**,r— 1 
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zur  q^  Klasse  treten  und  denkt  sich  jedesmal  die  entstehenden 
OröBen  x^\  x^\  •  •  •,  x^  auf  ihre  kleinsten  positiven  Reste  nach  dem 
Modul  r  reduziert;  so  treten  nach  dem  soeben  Bemerkten  an  Stelle 
des  Systems  der  q  Großen  a;/,  x^^  *">  ^/  diese  nämlichen  Variationen 
nur  in  anderer  Reihenfolge.  Mit  anderen  Worten:  wenn  die  Größen 
^17  ^9  "  'y  ^q  unabhängig  voneinander  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen 
0,  1,  -  -  •,  r  —  1  durchlaufen^  so  tun  dies,  mod.  r  betrachtet,  auch  die 
Ziahlen  x^',  x^%  •  •  •,  x'.  Führt  man  daher  in  dem  unter  (11)  an- 
geschriebenen Ausdrucke  fQr  ^  an  Stelle  der  Summationsbuchstaben 
X,  y  neue  x',  y'  vermittelst  unimodularer  linearer  Substitutionen: 

(49)  ^v=-2Ka<         Vn^Zj^t^yQ 

(wobei  also  ^±  All  Ä„...Ä=±  1,  -2'±  ^n*«  ••  *pp  ==  ±  1  ist) 
ein,  so  hat  man  auch  über  jeaen  dieser  neuen  Summationsbuchstaben 
unabhängig  von  den  anderen  von  0  bis  r  —  1  zu  summieren  und  er- 
hält so,  wenn  man  zur  Abkürzung: 

(50)  2  ^h,%^Ko = \o  d;.:::^) 

setzt,  für  s  den  neuen  Ausdruck: 

P        9 

bei  welchem  man  nun  zum  Zwecke  der  Berechnung  von  s  über  die 
ganzen  Zahlen  h  und  Je  innerhalb  der  Bedingungen: 

(52)  ^±An*»f-*„  =  ±l,     2±hi^^"Kp  =  ±^ 
frei  verfügen  darf. 

Der  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (11)  im  Exponenten 
stehende  Ausdruck: 

P  9 

(53)  ^--2  2%^^^^^^ 

wird  eine  hilineare  Farm  genannt.  Verschwinden  für  die  Matrix 
ihrer  ganzzahligen  Koeffizienten  a  alle  Determinanten  l  +  1^  (und 
höheren)  Grades,  aber  nicht  alle  Determinanten  V^  Grades,  so  heißt 
l  der  Bang  der  Form  A  Man  bilde,  indem  man  unter  i  eine  der 
ZdUeii  1,  2,  -  "j  l  versteht,  alle  Determinanten  X^  Grades  und 
heifie    d^    den    größten    gemeinsamen    Teiler   derselben;    die    Quo- 
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tienten  e^  =  d^~f  wobei  im  Falle  A  =  1  unter  d^  die  Einheit  zu  yer- 

stehen  ist;  sind  dann  gleichfalls  ganze  Zahlen  und  heiSen  die  JEb- 
mentarteüer  der  Form  A,  Geht  dann  die  Form  A  durch  unimodulare 
lineare  Substitutionen  (49)  in  die  Form: 

(54)  5  =  2'^&^„<y; 

über;  wobei  die  Koeffizienten  2»  durch  die  Gleichungen  (50)  definiert 
sind;  so  ist  jede  Determinante  \^^  Grades  der  h  eine  homogene  lineare 
Fui^tion  der  Determinanten  V^  Grades  der  a  und  daher  auch  dnidi 
dl  teilbar;  d^  ist  aber  zugleich  der  größte  gemeinsame  Teiler  aller 
Determinanten  A*®"  Grades  der  &,  da  auch  die  Form  B  durch  uni- 
modulare  lineare  Substitutionen  in  die  Form  A  übergeführt  werden 
kanu;  also  auch  jede  Determinante  A^  Grades  der  a  eine  homogene 
lineare  Funktion  der  Determinanten  A*^  Grades  der  6  ist  Nennt 
man  daher  zwei  Formen  wie  A  und  B  äquivalent,  so  sind  für  äqui- 
valente Formen  die  Zahlen  d;^  und  daher  auch  die  Elementarteiler  e^ 
die  gleichen. 

Das  in  der  Formel  (51)  niedergelegte  Resultat  kann  jetzt  dahin 
ausgesprochen  werden;  daß  in  dem  Ausdrucke  (IL)  für  die  Zahl  8  die 
Form  A  durch  jede  beliebige  dazu  äquiyalente  ersetzt  werden  darl 
Unter  allen  zu  einer  gegebenen  Form  A  äquivalenten  Formen  gibt 
es  nun  bekanntlich  eine  ausgezeichnete;  die  Normalfonn: 

i 

(55)  E=^h^iyi7 

deren  Koeffizienten  ^i,  ^j;  •  •  •,  e,  die  vorher  definierten  Elementt^ 
teiler  von  A  sind.  Führt  man  aber  diese  Normalform  E  an  Stelle 
der  Form  B  in  (51)  ein,  so  erhält  man  für  s  den  Ausdruck: 

i 

(56)  *  =  7    ^ 


c      '=' 


der  jetzt  ohne  Mühe  ausgewertet  werden  kann. 

Zunächst  kann  die  Summation  nach  den  Gh-ößen  ic/.  j,  •  •  •,  »,', 
yl^v  •  •  •;  Vp}  ^*  ^^^  ihnen  das  allgemeine  Glied  der  Summe  unab- 
hängig ist;  sofort  ausgeführt  werden;  und  weiter  zerfallt  dann  die 
übrig  bleibende  22-fache  Summe  in  das  Produkt  von  I  DoppelsanuneD. 
Man  erhält  so  für  5  den  Ausdruck: 
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57) 

8 

=  t4-' 

"11 

. 

Z   ^' 

tJi 

^  '1 

If  an  bemerkt 

nun 

weiter 

;  daß 

eine 

Summe 

;58) 

Sx  = 

r—l 

lur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  und  zwar  den  Wert  r 
laty  wenn  e^xl  durch  r  ohne  Rest  teilbar  ist;  durchläuft  x^  aber  die 
Wahlen  0,  1,  •  •  •,  r  —  1,  so  kommt  dies  5^-mal  vor,  wenn  Sx  den 
größten  gemeinsamen  Teiler  von  e^  und  r  bezeichnet,  nämlich  für  die 

Werte  a:/=  Xy   (x  =  0,  1,  •  •  •,  s^  —  1);  also  ist: 

0, 1,    -.r— 1  27r»        /   /  r—l 

;50)  -^  ,-^-'-"'.;^s,-s,.r 

ind  daher  endlich: 

[60)  s  =  «i«,  •••  5,  •  r«-'. 

TTT,  Sats:  Die  Anzahl  s  der  Normallösungen  des  Kongruenzen- 
ystems  (I)  beträgt  s  =  s^s^---  Si-  r«"',  wenn  l  der  Rang  der  hüinearen 
Form  Ä,  Sx  aber  für  A  =  1,  2,  •  •  •,  Z  der  größte  gemeinsame  Teiler  von 
r  und  dem  A***  Elementarteüer  e^  von  Ä  ist. 

Die  Bestimmung  der  Anzahl  der  NormaUösungen  eines  Systems 
linearer  Kongruenzen  ist  zuerst  von  Henry  St.  Smith  ^)  und  später,  aber 
onabhängig  davon  von  Herrn  Frobenius^)  angegeben  worden.  An  diese 
dibhandlung  des  Herrn  Frobenius  lehnt  sich  die  obige  Darstellung  in 
vresentlichen  Punkten  an;  insbesondere  mag  auf  sie  bezüglich  der  Reduk- 
tion der  bilinearen  Form  Ä  auf  die  Normalform  E  verwiesen  werden. 


§3. 

Folgeningen  ans  dem  m.  Satie;  endgftltlge  CFestalt  der 

Formel  (26). 

Es  sollen  jetzt  aus  dem  III.  Satze  einige  Resultate  abgeleitet 
werden,  die  bei  Untersuchungen  über  Thetafunktionen  Verwendung 
ßnden. 


1)  Smith,  On  Systems  of  linear  indeterminate  equations  and  congruences. 
Phil.  Trans.  Bd.  161.    1861,  pag.  298. 

2)  Frobenius,    Theorie   der  linearen  Formen  mit  ganzen  Coeffizienten. 
J.  für  Ifatii,  Bd.  86.    1879,  pag.  U6. 
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Es  sei  l  =  p  =>  q  und  der  Modul  r  ein  Vielfaches  der  Determi- 
nante A  =  ^±  a^i  «M  •  •  •  ö^j^«  Da  die  Determinante  der  Normalform 
E  den  Wert  ^i  ^  •  •  •  e^  besitzt,  andererseits  aber  mit  der  Determi- 
nante A  der  ursprünglichen  Form  bis  aufs  Vorzeichen  überein- 
stimmt, so  hat  man  für  den  absoluten  Wert  V  dieser  Determinante: 

(61)  V  =  e,e,.-e^. 

Ist  nun  r  =  ^ V,  wo  g  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ist  für  A  =  1, 2,  •  •  •,  j 
S;^  =  c^  und  daher  5  =  £?i  ^g  •  •  •  e^  =  V.     Man  hat  also  den 


rv.  Satz:     Wenn   die   Determinante   A  =  ^±  ^n  ö^m  "  •  «. 


9« 


von 


Null  verschieden  ist,  so  ist  die  Anzahl  der  Namiallösungen  des  Kim- 
gruen^ensystcms : 

(V)  ^%v^v  =  0  (mod.gV)  C«=i.«.-  .9) 

für  jede  ganze  Zahl  g  stets  gleich  deni  absoluten  Werte  V  der  Deter- 
minante A. 

Ist  wieder  l  ^p  =  q,  der  Modul  r  aber  relativ  prim  zu  A,  also 
auch  wegen  (61)  relativ  prim  zu  jedem  Elementarteiler  e^,  so  sind 
alle  Größen  s^  und  daher  auch  6'  =  1.     Man  hat  also  den 

V.  Satz:  Wenn  die  Determinante  A  =  ^±  <hi^%  * "  ^j»  *^ 
Null  verschieden  ist,  so  hat  das  Kongruenzensystem: 

(VI)  ^ a^^x^  =  0  (mod.  r)  ou=i,«,-..,f) 

für  jeden  Modtd  r,  der  relativ  prim  zu  A  ist,  nur  eine  einzige  Narmd- 
lösung,  nämlich  ^r^  =  0,  iC^  =  0,  •  •  •,  x^  =  0. 

Man  betrachte  ferner  das  Kongruenzensystem: 
9 

(62)  2^^^^«^^  (°'^^-  ^)'  (--i.v-.f) 

bei  welchem  a^^  die  Adjunkte  von  a^^  in  der  Determinante 
A  =  ^±  a^i  a^'"  a^^  bezeichne.  Bekanntlich  ist  jede  ünterdeter 
minante  V^  Grades  der  a  dem  A^""  ^-fachen  der  zugehörigen  Ad- 
junkte q  —  A^  Grades  der  a  gleich;  bezeichnet  man  also  mit  di  den 
größten  gemeinsamen  Teiler  der  Determinanten  A^  Grades  der  a,  » 
ist  d^  =  V^-^rfj_2,  und  es  hat  daher  für  die  bilineare  Form: 

(63)  22%^^^^!* 
der  A**  Elementarteiler  «^  den  Wert: 
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(64)  *,-V^^=^^ ~- 


«*j-i+i      't-x+t 

Eb  ist  also  weiter  für  das  Eongraenzensystein  (62)  der  größte  ge- 
memsame  Teiler  von  c^  ^^^  ^'^^  Modul  V  e^  selbst,  und  mau 
hat,  da: 

(66)  hh-^,  =  ,,    ""[..i-"^'-' 
ist^  den 

VL  Sati:  Wenn  die  Determinante  A  =  ^±  a^ a^^'"  ^q^,  ^'^n 
NfM  verschieden  irf,  und  mit  a^^  die  Adjunkte  von  a^,,,  in  dieser  De- 
terminante heeeichnet  wird,  so  ist  die  Amald  6  der  Normallösungen 
des  Kangruensensystetns: 

9 

(Vn)  2%,^^  =  ^  (mod.  V)  (r=i,2,....7) 

Man  betrachte  endlich  das  Eongruenzensystem  (16).  Nennt  man 
bei  diesem  den  größten  gemeinsamen  Teiler  der  Determinanten 
Jl*^  Ghrades  seiner  Koeffizienten  d/  und  den  A^  Elementarteiler  der 
zu  ihm  gehörigen  bilinearen  Form  e^,  so  ist: 

(66)  a;-Hv^-xd,_„    */=ri7-- 

Fol^^ich  ist  der  grOßte  gemeinsame  Teiler  tf^'  von  e/  und  dem 
Modal  V: 

(67)  */-^=^±^, 

wenn,  wie  früher,  mit  5j_^+i  der  größte  gemeinsame  Teiler  von 
e^.2+1  ^^^  ^  bezeichnet  wird,  und  man  hat,  da: 

(68)  6,'  6,'..^  <=  ''^--*  ■  -^~  =  s  V»- 1 

9   9  —  1  1 

ist^  den 

vn.  Sate:  TTewn  rfic  Determinante  A  =  ^±  aiirtog-- ^*,^,^  twi 
^mB  verschieden  ist,  utid  mit  a^^  die  ÄdjnnJcte  von  a^^,.  in  dieser  De- 
terminante bezeichnet  tvird,  so  ist  die  Anzahl  6'  der  Normallösungen 
des  Kongmenzensystems: 

9 

(Vni)  r^a^^^.x^^  -  0  (mod.  V)  (»=1.2..    ,9) 

i«=i 

ly'  — «y»-!^  ioenn  mit  s  die  A^usahl  der  Normallöstifigen  des  Kon- 
gruensensjfstems  (I)  bezeiclinet  wird. 
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Führt  man  den  soeben  gefundenen  Wert  von  ö'  in  die  Formel 
(25)  ein^  so  erhält  man  den 

vm.  Sats:   Die  durch  die  lineare  Substitution: 


^  %v^r} 


(IX)  rm^  =»^  %v^r>  O-^iA-M) 

v  =  l 

bei  der  r  eine  positive  ganze  Zahl,  die  a^^  ganze  Zahlen  mit  nickt  ver- 
schwindender Determinante  bezeichnen,  bewirkte  Umformung  einer  q^ach 
unendlichen  Reihe  stellt  sidi  dar  in  der  Gleichung: 

f^^^-'s^^nm,\.-\m^) 

(X)  »»i.'t'^g 

0,1,    .,V-1  0,1,    .,r-l    /-«,., +  00  -7"-^V»'  +  :S^j^»'     ,  „  ^\ 

=2     2  (  H  '  '-'       H«.+ii-i-.+l)} 

Dahei  ist  die  Funktion  S'(wi  |  •••  [n^)  durch  die  Gleichung: 

(XI)  /•(»',|-"l'»,)  =  i/KI"-|»,) 

definiert;  es  ist  ferner  zur  Abkürzung: 

|U  =  1  iU=l 

gesetzt;  es  bezeichmt  A  die  Determinante  2±.^n^'"  %qy  V  ükr» 
absoluten  Wert  und  a^^  die  Ädjunkte  von  a^^  in  A,  und  es  ißt  endUA 
unter  s  die  nach  dem  III.  Salz  zu  berechnende  ÄnzM  der  NormA- 
lösungen  des  Kongruenzensy Stents: 

9 

(XIII)  '2%*^^-^   (mod.  r) 

y=l 

verstanden. 

Bezüglich  der  gewonnenen  Endformel  (X)  wird  man  noch  Folgen- 
des bemerken.  Die  auf  der  rechten  Seite  als  Sunmianden  auftretendeD 
(Vr)«  unendlichen  Reihen: 

tjti   ^(     .  Qv\^ 

w  e[:;::::'  -2"  «  "*      H".+s-i-i«,+f) 

*  *       «li   -lÄg 

sind  nicht  alle  voneinander  verschieden.  Betrachtet  man  n&mlid 
unter  diesen  Reihen  zwei^  für  welche  sich  die  zugehörigen  ZbUqb* 
Systeme  q^^  •  •  -^  (»^  um  eine  Lösung  des  Eongmenzeniyitam: 
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9 

(70)  ^^%y^ti  =  ^    (mod.  V),  (r=l,2,    ..,9) 

die  zugehörigen  Zahlensysteme  6^^  -  -  -,  6^  um  eine  Lösung  des  Kon- 
gruenzensystems : 

(71)  ^«/ly^/u  — 0  (mod.  r)  (»'=1,2, •••,«) 
unterscheiden^  sodaß  sich  also  die  Größen: 

nur  um  ganze  Zahlen  ändern^  wenn  man  von  der  einen  von  ihnen 
zur  anderen  übergeht^  so  besitzen  diese  zwei  Reihen,  wie  man  leicht 
sieht,  den  gleichen  Wert.  Berücksichtigt  man  aber,  daß  die  Anzahl 
der  Normallösungen  des  Kongruenzensystems  (70)  nach  dem  VII.  Satz 
V^^Sj  die  Anzahl  der  Normallösungen  des  Kongruenzensystems  (71) 
Dach  dem  11.  Satz  s  beträgt,  so  erkennt  man,  daß  die  (Vr)?  auf  der  rechten 

Seite  von  (X)  auftretenden  unendlichen  Reihen  G\  *    in  (Vr)*: 

V«"^ä'«=  — f-  Gruppen  von  je  V«"*5^  untereinander  gleichen  zerfallen, 

Dnd  daß  man  auf  der  rechten  Seite  von  (X)  jede  solche  Gruppe  von 
Summanden  durch  das  V^^^s^- fache  eines  beliebigen  unter  ihnen  er- 

setzen  kann.    Führt  man  diese  Vereinigung  für  jede  der  —i-  Gruppen 

ans^     80    geht    die    rechte    Seite    von    (X)    in    das    V«"^  5^- fache 

einer  Summe  von  — =-  wesentlich  verschiedenen   unendlichen   Reihen 

tD|  .  .  •  D  "1 
*     über.    Für  alle  Operationen  an  und  mit  der  Formel  (X) 

wäre  es  aber,  wie  schon  die  jetzt  folgende  Untersuchung  zeigt,  durchaus 
unzweckmäßig,  diese  Reduktion  sich  ausgeführt  zu  denken. 

In    der  Formel   (X)    lasse    man  jetzt   an   Stelle    der   Funktion 
f{fn^  I  •  •  •  I  m^  die  allgemeinere: 

(73)  e     '-'  f{rn,  +  ^\...\m^+^) 


treten^  bei  der  zur  Abkürzung: 

(74)  ^ii^^%v*v}  ^l^'T^a^^X^         0*=i,2,...,9) 


2 


y»l 


gegotitt  iAj  während  die  x,  X  ganze  Zahlen  bezeichnen.    Durch  die 
Sab«titation  (ES)  gdit  dann  der  Ausdruck  (73)  über  in: 
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7 

e     ^=^ 


(75)  ^     ''-'  ""'  ^ 

9 

und  die  Formel  (X)  liefert  daher  zunächst  die  Gleichung: 

g     /  ^  \ 

-00.   •.  +  «  -X--2  ^'"Z'+V/V    , 

(76)  '"^-''"^  ^^^    ,  , 

^(nx  +  x,  +  |i-|«,  +  x.  +  Dj. 

Beachtet  man  aber,  daß  der  Wert  der  hier  auf  der  rechten  Seite 
stehenden,  in  besondere  Klammem  eingeschlossenen  g-fach  unendlichen 
Reihe  sich  nicht  ändert,  wenn  man  die  Summationsbuchstaben  Miy-*;M| 
um  beliebige  ganze  Zahlen  ändert,  und  läßt  demzufolge  für  v=  1, 2,---,j 
n^  in  n^  —  x^  übergehen,  so  geht  die  genannte  Reihe,  von  einem 
Exponentialfaktor    abgesehen,    in    die    ursprüngliche,    die    Funktion 

[Pi .  •  •  p  ~] 
*     definierende  Reihe  (69)  über,  und  man  erhält,  wenn  man 
1  *  '  '     9-J 

noch  zur  Abkürzung: 

r  --«^^+00  -T  2i  \'"i"  +  Tr/' 

(")  ^^^Z^-t  '  '"■         r(».+^i-i-.+?) 

setzt,  aus  (76)  die  Gleichung: 

(78)  ^^"  ^-^ 

0,1,    -,V  — 1  0,l,-,r— 1 


*»__£_:       *   "I  •»•I      t  *       *        r-  -^  ^      ^^ 

2  A<^'^ 


9  9 


In  dieser  Gleichung  bezeichnen  x^;  *  *  *;  x^;  ^;  *  *  *;  ^9  beliebige  ^ 
Zahlen;  läßt  man  die  x  unabhängig  voneinander  die  ^M^lsa  0,  l,-*,f-l| 


liing  einea  Systems  linearer  Gleichungen  rwiscben  unendl.  Reihen.    63 


»e  l  unabhängig  voneinander  die  Zahlen  0,  1^  - -,  V—  1  durch- 
Dfefly  so  geht  aus  (78)  ein  System  von  (rVy  Gleichungen  hervor, 
e    auf    ihren    rechten    Seiten    alle    die    nämlichen    (rV)^    GrSfien 

GT'       ^M  enthalten. 


[:::::;] 


einer- 


maii 


Daß  diese  (rV)«  so  entstehenden  Gleichungen 
it  alle  voneinander  verschieden  sind,  sondern  ebenso  wie  die  (rV)^ 
leder  der  rechten  Seite  einer  jeden  von  ihnen  in  — ,-  Gruppen  von 

^^s^  untereinander  gleichen  zerfallen,  wird  man  zwar  bemerken; 
wird  sich   aber  zweckmäßig  ebensowenig  das  System  der  (rV)* 

[Eichungen  (78)  auf  das  System  der  — p  verschieden  unter  ihnen  re- 

iert  denken,  wie  dies  früher  mit  den  (rV)^  GUedeni  der  rechten 
ite  Jeder  Gleichung  des  Systems  geschehen  ist 

Di©   Gleichung   (78)    repräsentiert   also   ein    System   von   (rV)' 
Gleichungen  zwischen  den  (rV)'  Großen  i^L*       /     ei 

Ets   und  den  (rVp  Größen    G\  ^     andererseits.      Indem 

cÜese   Gleichungen,    sämtlich   oder    einen   passend   ausgewählten   Teil 
von    ihnen,    linear   miteinander   verbindet,    können    aus    ihnen    Glei- 

«ungen  in  großer  Zahl  abgeleitet  werden,  von  denen  jede  einen  Teil 
t  Größen  f[^'   '    ]J*]  und  einen  Teil  der  Größen  G   l'''[^f\  ent- 

It,   und   bei  denen  als  Koeffizienten  ausschließlich  Einheitswuraeln 

treten.     Von  der  Aufstellung  solcher  Gleichungen  soll   aber  hier 

II    werden,    und    ea    möge   bezüglich    der   Behandlung   eines 

;  Hörigen  speziellen  Falles  auf  §  10  des  siebenten  Kapitels  ver- 

werden*     Nur  ein  Fall  soll   hier   durchgeführt   werden;  man 

an   nämlich   insbesondere   das   System    der   Gleichungen  (78)   nach 

G I    *  ^  ^*    als  Unbekannten  auflösen  oder,  wie  man  sagt,  die 
brmel  (78)  umkehren. 

Zu  dem  Ende   verstehe   man  unter  (>/,     ■  ♦,  p/,  <y,',  .  *  ,  <y '  be- 


€»; 


mioki  ganze  Zahlen^  multipliziere  linke  und  rechte  Seite  von  (78) 


summiere  hierauf  HHer  i«4^  #  von  0  bis  r  —  1 ,  über  jedes  l 
-   V—  I  düdurcb  auf  der  rechten  Seite 


irl^     ***'|f'' 
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9  q 

0.1,-,r-l  -^  ^("»-«'»)'»  0,1,^VV-1  -r  ^<?»-?^'»' 


(80)  2     ^        '"  '         2^. 

besitzt  die  erste  nur  dann  einen  von  Null  versdiiedeneii  Wert  und 
zwar  den  Wert  r^,  wenn 

(81)  0^  =  er/  (mod.  r)  d'-i, «,  •  •  .f)    | 

ist,  die  zweite  nur  dann  einen   von  Null  yerschiedenen  Wert  und    ; 
zwar  den  Wert  V^,  wenn 

(82)  Q^  =  p/  (mod.  V)  (r « 1, «,  •  -,«) 

ist,  und  da  ersteres  bei  der  Summation  über  die  6  im  ganzen  ^-mal; 
letzteres  bei  der  Summation  über  die  q  im  ganzen  V'^^^-mal  auftritt^ 
und   femer  jedesmal,   wenn  die  Kongruenzen  (81)  und  (82)  erfÖllt 

sind  G\   ^        *    =  G^     /        ,     ist,  so  reduziert  sich  die  rechte  Seite 

der  entstandenen  Gleichung  auf: 

(83)  ^^•^'^'"'«^[l'...^''] 

und  man  erhält  schließlich,  wenn  man  linke  und  rechte*  Seite  durch 
r*V«"^s  dividiert,  hierauf  die  beiden  Seiten  miteinander  vertauscht 
und  endlich  noch  die  Accente  bei  den  Buchstaben  q,  6  unterdrückt, 
die  Gleichung: 


(84) 


'-4::::;a 


9  9 

0,l,-.,r— 1   0,1,    .,V-1  -1   ~    A     -^  V?/«  ■♦■"7"^  */**'/« 


1*        '      X  ^Jl         »*J 


e 


womit  die  gewünschte  Umkehrung  der  Formel  (78)  erreicht  ist.   Man 
wird  dazu  noch  das  Folgende  bemerken. 

Gibt  man  in  (84)  allen  Zahlen  p,  ö  den  Wert  Null  und  ersetit 

ö[J;;   J]  und  J^[i[|...x*]  aus  (69)  und  (77)  durch  die  damit  be- 
zeichneten  Reihen,  so  entsteht  die  Gleichung: 

(po)  «1 ,  •  •  1  «j 

0,1,    .,r-l  0,1,.., V-^l    /-«,., +  00   "X"^  \'»/u+   ^;V  ,  \ 

-2     2(2''-'        ^(■».+?i-i-.+?)  ■ 
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Die  Formeln  (X)  und  (85)  stehen,  wie  aus  dem  Gange  der  letzten 
Untersuchung  erhellt,  in  der  Beziehung  zueinander,  daß  jede  ^-on 
ihnen  als  die  ümkehrung  der  anderen  betrachtet  werden  kann;  sie 
können  aber  auch  als  nicht  wesentlich  verschiedene  Formeln  an- 
gesehen werden,  wenn  man  beachtet,  daß  ebenso  wie  die  Formel  (X) 
dadurch  entstanden  ist,  daß  man  in  der  g-fach  unendlichen  Reihe  (1) 
an  Stelle  der  Summationsbuchstaben  m  neue  Summationsbuchstaben 
n  durch  die  Substitution  (2)  einfuhrt,  die  Formel  (85)  dadurch  er- 
halten werden  kann,  daß  man  in  der  auf  ihrer  linken  Seite  stehenden 
g-iach  unendlichen  Reihe 

(86)  ^K«il  •••!♦»,) 

an  Stelle  der  Summationsbuchstaben  n  die  m  als  neue  Summations- 
buchstaben einf&hrt,  vermittelst  der  zu  (2)  inversen  Substitution  (5). 


§4. 

Anwendung  der  Formel  (X)  anf  eine  p'läch  nnendliohe 

Thetareihe. 

Die  im  VIIL  Satz  angegebene  Umformung  einer  beliebigen  un- 
endlichen Reihe  soll  jetzt  auf  die  jp-fach  unendliche  Thetareihe  an- 
gewendet werden;  dabei  mögen  nur  die  Koeffizienten  der  Substitution, 
um  sie  von  den  Thetamodulen  a^  ,  zu  unterscheiden,  mit  d  be- 
zeichnet werden.  Es  handelt  sich  also  um  die  Umformung  der  |>-fach 
unendlichen  Reihe: 


(87) 


» 


[J]H 


P 


—  00,..,  +  «    J^    ^  <^ftfi'imfj,-\-9f,){m^'+9f,')-\-^  ^{m^'\-g^)iu^'\-hf,ni) 


2 


durch   EinfELhrung    neuer   Summationsbuchstaben   n   vermittelst    der 

Substitution: 

p 

(88)  rm^^^d^^n^,  (^=1,2,. ..,p) 


v=l 


bei  der  r  eine  positive  ganze  Zahl,  die  d^^  p^  ganze  Zahlen  mit  nicht 
verschwindender  Determinante  A  =  ^±  ^1  ^  *  •  *  dp«  bezeichnen. 
Definiert  man  Großen  g  implicite  durch  (Üe  Gleichungen: 

(89)  ^9^-2^^^.-^  iM^h^,'.P) 
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oder  explicite  durch  die  Gleichungen: 

p 
(90)  h-r^d^^g^,  (i'-i.«,.-, 


/*=! 


in  denen  d^^  die  Adjunkte  von  ^^^  in  der  Determinante  A  bezeichne 
so  wird  unter  Anwendung  der  Gßeichungen  (88): 


p       p  p      p 


2  2 """'  ^*"''  ■•"  ^"^  ^'"'''  ■•"  ^"'^  =  2  2  *'*'(**''■'"  ^)  (**''  "•" 

P  P  —  "" 

wo  zur  Abkürzung: 

p       p 

p 


(92)  f2^^-^===^-'  K-'=iA- 

^1    rf^yÄ^   =   Äy 


M=l 

gesetzt 

.  ist.     Folglich 

wird  aus  der  hier  vorliegenden 

Funktion: 

(93) 

p      p 

/•Kl 

•••|«»p) 

P 

•/i+p^)(«« 

^  +  A^3fO 

durch 

Einführung  der  Größen  m: 

i/KI 

-1»,) 

(94) 

p     p 

•(v+|)(v  + 

?)-i(.. 

-'i)(- 

.*\') 

( 


und  es  geht  aus  der  Formel  (X)  unmittelbar  die  folgende  GleichuBj 

hervor: 

p 
%ni   -^ 

o,i,..,v-i  o,i,.,r-i  "TT  ^  ^^^* 

(yö)  ^1»-  »^p    "v'^'p 


'— 00,..,  +  « 
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Die  in  der  letzten  Zeile  stehende  p-fach  unendliche  Reihe  ist  eine 
Thetareihe  mit  den  Modulen  b^y^  zur  Konvergenz  dieser  neuen  Theta- 
reihe  bedarf  es  keiner  weiteren  Yorausßetzungen.  Bezeichnet  man 
nämlich  den  reellen  Teil  von  a^^,  mit  r^^,,  den  reellen  Teil  von  b^^ 
mit  8^y,  so  erhalt  man  wegen  (92): 

p      p  f>      t> 

(96)  2  2^--'y-y^^2  S^^^f^'^f^^^'' 

wenn  man  zur  Abkürzung: 

(97)  T^^f^^y-^^t^  (/.=i,2,...,p) 

setzt,  und  erkennt  daraus  sofort,  daß  die  auf  der  linken  Seite  von 
(96)  stehende  quadratische  Form  eine  negative  ist,  sobald  es  die  auf 
der  rechten  Seite  stehende  ist,  daß  also  die  neue  Thetareihe  mit  der 
ursprünglichen  konvergiert.  Führt  man  aber  für  diese  neue  Theta- 
reihe die  gewohnte  Bezeichnung  ein,  so  nimmt  die  Gleichung  (95) 
die  Oestalt: 

.  _  _  'V  +  Q 

(98)r*VP-^s^[(]Wa-=   2"  2^        '~'       ^ 


L     r 


W» 


an,  und  man  hat  das  folgende  Resultat: 

IX.  Sats:  Hängen  von  den  ModtUen  a^^,  und  den  Argumenten 
u^  einer  gegebenen  Thetafunktion  die  Modulen  b^^  und  die  Argumente 
v^  einer  neuen  ab  gemäß  den  Gleichungen: 

(XIV)      Kr'^ji^ 2  ^f^^^f*'^^f*f^'>     ^-^y^^f^-^' 

(^,•  =  1,2,..,^) 

♦n  denen  r  eine  positive  ganze  ZaJd,  die  d^^  p^  ganze  Zahlen  mit  nicht- 
verschwindender  Determinante  bezeichnen,  so  drückt  sidi  die  gegebene 
Ihetafiinktion  durch  die  neuen  am  mit  Hilfe  der  Gleichung: 


p 

1+1 


0, 1,»,V-1  0, l,-»,r-~  1  -  TT  -^  ^»'  *'" 

VL=2'       2 


W»- 


Jkbei  ist  0m  ANtürmmg  geaeiet: 
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(XVI)  \     •  \  (.=!,•.....,) 

?y  ==  *■  ^  *;u»  Qfif  *"  ""  ^  ^A'i'  ^^' 

6S  bezeichnet  A  die  Determinante  ^±  d^  d^s  *  * '  ^pp»  ^  «Ar«!  o&soZnißii 
TFiy/  wnd  d^^  die  Adjunkte  von  d^^  in  A,  und  es  ist  endlich  unter  s 
die  nach  dem  IIL  Satze  zu  berechnende  Anzahl  der  NormaUösungeH 
des  Kongruenzensystems: 

p 
(XVn)  2^f^-^^  =  ^  (mod.  r)  (^=i,«,- •,^) 

verstanden. 


r=l 


Setzt  man  in  der  Formel  (XV),  indem  man  unter  q  eine  positire 
ganze  zu  r  relativ  prime  Zahl  verstellt,  rfn  =  d^  '^  * "  =  ^»p  =  it 
alle   übrigen  Zahlen   d      aber   der  Null  gleich,   so  nimmt  dieselbe 


nach  einfachen  Reduktionen  die  Gestalt: 


0,1,.   ,5  —  1    0,1,-, r—l 


(99)  ^^[(|((uL  =  2  2    ^ 


-2^1^ 


V  A  e 


A*-i 


P/.«/u 


an,   bei   der  die  Größen  Vy  b  jetzt  mit  den  Größen  u,  a  darch  die 
Gleichungen: 


(100) 


V^  =  —  M^ 


(»,•=.!,  8,-,^) 


rerknüpffc  sind,  imd  aus  der  weiter,  indem  man  das  eine  Mal  r « 1, 
das  andere  Mal  g  =  1  setzt,  die  folgenden  Formeln  erhalten  werden. 

X.  Satz:   Für  beliebige  positive  ganze  Zahlen  q  und  r  bestehen  die 
Gleichungen: 

0,1,  ••,9—1     \'9  +  9' 

(xvni)       *[(]C«L=  2    » 

und: 

p 


1 

L   qh  J 


q  a 


(XIX) 


f^-O" 


o»it-»>'— 1     r   rg 


w))-=    2 


h+_ö 

r 


m.' 


AI— 1 


Die    der    allgemeinen    Substitution    (88)   entsprechende    Thetafonnd 
(XV)  ist  von  Herrn  Prjm  und  mir^)  angegeben  worden;  bis  dahin 


1)  Erazer  und  Prym,  Neue  Grundlagen  etc.,  pag.  7S. 
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nur  ganz  spezielle  Fftlle  derselben  bekannt,  welche  alle  der  zuletzt  ge- 
machten Annahme  entsprechen,  daß  bei  der  Substitution  (88)  sämtliche 
nicht  in  der  Hauptdiagonale  stehenden  Koeffizienten  d^^  den  Wert  Null 
haben.  Insbesondere  sind  die  Formeln  (XYIII)  und  (XIX)  für  den  Fall 
j>  »  1  längst'  bekannt  Schon  Jacobi^)  hat  bemerkt,  daß  die  &(u)^ 
darstellende  Reihe,  wenn  man  in  ihr  die  geraden  Glieder  von  den  un- 
geraden trennt,  in  zwei  Reihen  zerfallt,  von  denen  jede  für  sich  eine 
Thetafunktion  mit  dem  Argumente  2u  und  dem  Modul  4  a  darstellt,  und 
ist  so  zu  der  Formel  (XVin)  für  ^  =  1  und  ^  =  2  gelangt.  Schröter^ 
bat  diese  Zerspaltung  der  Thetareihe  in  mehrere  durch  Zusammenfassung 
derjenigen  Glieder,  bei  denen  die  Summationsbuchstaben  einander  nach 
dem  Modul  q  kongruent  sind,  auf  den  Fall  eines  beliebigen  q  ausgedehnt 
und  so  die  Formel  (XVUI)  f ür  p  =  1  und  beliebiges  q  erhalten,  während 
die  Formel  (XIX)  zuerst  von  Herrn  Gordan')  angegeben  wurde.  Die 
Formeln  (XVUI)  und  (XIX)  sind  für  den  Fall  p  ^  1  genau  jene  Um- 
formungen der  Thetareihe,  welche  am  Ende  des  §  1  unter  (28)  und  (30) 
für  eine  beliebige  einfach  unendliche  Reihe  angeschrieben  sind. 

Nachdem  die  Formeln  (XVm)  und  (XIX)  für  den  Fall  ^J  =-  1  ge- 
funden waren,  war  es  leicht  zu  ersehen,  daß  solche  Formeln  auch  für 
Thetafunktionen  mehrerer  Veränderlichen  bestehen;  sie  wurden  zuerst 
(unter  Beschränkung  auf  den  Fall  ^  =  2  und  g  =  2)  von  Herrn  Königs- 
berger ^)  angegeben,  doch  hatte  schon  vorher  Herr  Thomae^)  die 
Formel: 

(101)  ^Wa-^"-^^!""^!«, 

ei=-o       Cp^o     Loj 
bei  der: 

(102)  v^  =  q^U^,      Ky=^ay^r'^vv'  ("»     =1.2, -.,1») 

ist,  aufgestellt;  eine  Formel,  welche  allgemeiner  als  die  Formel  (XVIII) 
ist,  in  die  sie  für  g'i  =  g'j  ^  •  •  •  =  3[p  =  ä'  übergeht,  und  welche  aus  der 
Formel  (XV)  erhalten  wird,  wenn  man  darin  r  =  1  und 

/-<v«\  ,  Q^^    wenn    /tt  =  v, 

^       ^  '"^0,     wenn    |ii  ^  v, 

setzt. 
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§5. 

BeBiehnngen  swisohen  Thetaftinktionen,  dermi  Modwim  Bloh 
nm  rationale  Vielftkohe  von  jtl  nntfoheidaiL 

Versteht  man  unter  e^^,  (/t,  /t'  =  1,  2,  •  •  •,  p)  j?  ganze  Zahlen, 
welche  den  Bedingungen  e^^^.  =  e^.^  (/t,  /*'=  1,  2,  •  -  •,  p;  ^  <  ff^)  ge- 
nügen, und  leitet  aus  den  Modulen  a^^,  einer  Thetafbnktion  Großen 
h^^.  ab  mit  Hilfe  der  Gleichungen: 

(104)  a^^,  =  6^^,  -  e^^.7ti,  (^./*'-i,i.--.,*) 

so  sind  auch  die  h^^,  die  Modulen  einer  konvergenten  Thetareihe, 
und  es  ergibt  sich  zwischen  den  Thetafunktionen  mit  den  Ursprünge 
liehen  Modulen  a^^,  und  denen  mit  den  neuen  Modulen  6^  ,  auf 
Grund  der  Kongruenzen: 

(105)  22^'>%'W=^^'^A*M=-2*^M^MA*  (nao^-ä) 
und  der  daraus  folgenden: 

(106)       ^^2('''^+9^n-Y'M,+^^M'ff^) 

sofort  die  folgende  Beziehung: 

XI.  Satz:  Hängm  von  den  Modtüen  a^^^.  einer  gegd^enen  Theta- 
funMion  die  Modiden  h^^.  einer  neuen  ah  gemäß  den  Gleichungen: 

(XX)  l^^,  =  a^  ^,  +  e^^.  ni,  (m,  m'-i,  «, .  •  -,,) 

in  denen  die  e^^.  p^  ganze  Zahlen  lezeichnen,  welche  den  Bedingung 
^tni'  =  ^^>  (/*;  f*'  =  1^  ^;  •  •  •?  JP;  /*  <  /*')  genügen,  so  drückt  sich  die 
gegebene  Hietafunktion  durdi  die  "neue  aus  mit  Hufe  der  Gleichung: 

p      p  p 

(XXI)    ^[dCtiL^^HW»^"""' 

in  der  zur  Abkürzung: 


Thetaf.,  deren  Mod.  sich  um  ganze  Vielf.  von  7t  i  unterscheiden.         71 

(xxn)  K^K+Y^f^f^^S^f^f^'^f*'  (/^=i,8.-  ,P) 

gesetzt  ist. 

Die  Beziehungen  zwischen  Thetafunktionen  mit  Modulen  a^  , 
und  solchen,  deren  Modulen  b^^,  sich  von  diesen  um  gebrochene  Viel- 
fache von  xi  unterscheiden,  für  welche  also: 


«.. 


(107)  ^^f,'^%f,'  +  -^^i  (^.  A«' = 1, 2,  . . . p) 

ist,  wo  r  eine  positive  ganze  Zahl,  die  e^^,  ganze  Zahlen  von  der 
vorher  betrachteten  Art  bezeichnen,  können  dadurch  erhalten  werden, 
daß    man    zunächst   vermittelst    der   Formel   (XVIII)    die    gegebene 

Funktion  ^ffjWa  ^^^^^  Funktionen  mit  den  Modulen  r*a^^»  aus- 
drückt, hierauf  vermittelst  der  Formel  (XXI)  zu  Funktionen  mit  den 
Modulen  r*a  ,  +  ^^ufi'^^  übergeht,  und  sodann  endlich  vermittelst 
der  Formel  (XlX)  oiese  letzteren  Funktionen  durch  Funktionen  mit 

e    , 
den    gewünschten  Modulen   6^^,  =  a^^,  + -^^^rt  darstellt.    Auf  diese 

Weise  gelangt  man  ohne  Mühe  zu  der  Gleichung: 


(108) 


1     'S ,     s^  _^ 


p 
0,1,-,  r~l  ~'-T  ^  ^A*''/" 

X 


9 


«6, 


bei  der  zar  Abkürzung: 

p     t  p 

;i09)     »[tfi  . . .  (J^]  -  2^     e     ^-'^'-'  ^-' 

Ql>".Qp 

und 

p 

(110)  K  =  ^K  +  Y^^Mf*~2^f^f^'^f*'  (M^h2r-.P) 

gesetrt  ist 

Die  in  (109)  definierte,  von  den  ganzen  Zahlen  ö^,  •  •  •,  6^  ab- 
hangige Summe  Q[6^--'  (T^],  für  die  im  Folgenden  auch  das  kürzere 
Zeichen  G[6]  angewandt  wird,  gehört  zu  den  Gaußschen  Summen; 
ihre  Eigenschaften  sollen  hier  nur  insoweit  abgeleitet  werden,  als 
sie  für  die  vorliegende  Untersuchung  in  Betracht  konmien. 

Da  das  allgemeine  Glied  der  Summe  G[p]  seinen  Wert  nicht 
ändert,  wenn  nuin  darin  die  Größen  (»^,  •  •  •,  (»^  um  ganze  VielfiEU^he 
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von  r  ändert,  so  erleidet  die  Summe  nur  eine  ümstellang  ihrer 
Glieder  und  folglich  keine  Änderung  ihres  Wertes,  wenn  man  in 
ihrem  allgemeinen  Gliede  die  Größen  q  um  irgend  welche  ganze 
Zahlen  ändert.  Es  besteht  daher  für  beliebige  ganze  Zahlen  Qi,'"fQp 
die  Gleichung: 

(111)       G[tfi---tfp]  =  e       ^=^^'=^  f*-^ 

Unterwirft  man  nun  die  ganzen  Zahlen  q  den  p  Bedingungen: 

p 

(112)  2W^A*  =  Ö  (mod.  r),  (M'^h%',,) 

so  reduziert  sich  die  in  der  letzten  Zeile  stehende  Summe  auf  die 
ursprüngliche    Summe    Gltf],    und    es    gilt    daher    für   je  p  gamse 
Zahlen  q,  welche  den  Kongruenzen  (112)  genügen,  die  Gleichung: 
p      p  p 

(113)  G[6-]^e      ^=^^'=^  ^-'  G[6l 

Aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich,  daß  Cr[ö]  immer  verschwindet, 
wenn  die  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Exponentialgröße  auch 
nur  für  eine  Lösung  9i,  •  •  •,  ^p  des  Kongruenzensystems  (112)  einen 
von  Eins  verschiedenen  Wert  hat.  Bezeichnet  man  daher  die  Anzahl 
der  Normallösungen  dieses  Kongruenzensystems  mit  s  und  die 
s  Lösungen  selbst  mit  q^*\  •  •  •,  9]^  (i  =  1,  2,  •  •  •,  s),  so  muß  ein 
Zahlensystem  ^u  '  '  'y  ^py  ^  welches  G\p]  nicht  verschwindet,  die  s 
Kongruenzen: 

(114)  Yil'^W^KUi;(tf,  +  |r«,,)i'>^0  (mod.r) 

(.  =  1,2....,*) 

erfüllen. 

Nun  zeigt  aber  die  Gleichung  (108),  daß  es  jeden&lls  ein 
Zahlensystem  ör^,  •  •  •,  cr^  gibt,  für  welches  (r[tf]  nicht  verschwindet^ 
und  welches  daher  nach  dem  soeben  Bewiesenen  eine  LSsung  des 
Kongruenzensystems  (114)  ist,  und  es  kann  dann  mit  HUfe  dieser  einen 
Lösung  6^,'",  ifj,  die  allgemeinste  Lösung  von  (114)  hergestellt  werden. 
Zu  dem  Ende  nehme  man  an,  daß  noch  ein  zweites  Zahlenflystem 
^1;  ' ' ';  ^p  existiere,  welches  die  sämtlichen  Kongruenzen  (114)  er- 
füllt.    Ersetzt  man  dann  in  (114)  die  Größen  6  einmal  durch  die 
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Großen  hy  ein  anderes  Mal  durch  die  Größen  6  und  subtrahiert  je 
zwei   entsprechende  Kongruenzen   der   beiden   so  entstandenen  Eon- 
gruenzensysteme  voneinander,  so  erhält  man  die  s  Kongruenzen: 
p 

(115)  2  (*M  -  *A*)  9^H  =  Ö  (°^^^-  ^)  •  ('- 1.  *>•••. ') 

Infolge  dieser  Kongruenzen  besitzt  dann  der  Ausdruck: 

V  P         P 

^  2  <V- V«i.  ,  0,1. .  ..r-l  -  ^  ^    2  'ff-^t'  V 

(116)  e     "-'  ^^    2     '        "''"'"' 

für  jede  Lösung  Pi,  •  •  •;  Pp  des  Kongruenzensystems  (112)  den  Wert 
Eins,  während  er  för  jedes  davon  verschiedene  Zahlensystem  Qij"'yQp 
den  Wert  Null  hat.  Läßt  man  daher  in  ihm  an  Stelle  des  Systems 
der  p  Größen  Qu  ' '  'jQ^  der  Reihe  nach  die  sämtlichen  Variationen 
mit  Wiederholung  der  Elemente  0,  1,  •  •  •,  r— 1  zur  p^^  Klasse 
treten  und  bildet  die  Summe  der  r*  so  eutstandenen  Größen,  so  ist 
der  Wert  dieser  Summe  gleich  der  Anzahl  s  der  Normallösungen  des 
Eongruenzensystems  (112),  und  man  hat  daher  die  Gleichung: 

0,1,    -.r-l    /      0,l,-.,r-l    -T  2Yfi~  V  "-^Vi"'V)^/*\ 
«!»•   »»fp      V        ?!»•    i^p  / 

Da  die  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  hinter  dem  ersten 
Sommenzeichen  stehende,  in  besondere  Klammem  eingeschlossene 
Summe  nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  und  zwar  den 
Wert  Eins  besitzt,  wenn  die  in  ihr  vorkommenden  Zahlen  Xi,-",Xp 
so  beschaffen  sind,  daß  für  jedes  fi  von  1  his  p: 


(118)  *^  -  *.  -  Z  W  =  0  (mod.  r) 


t 


ist,  so  müssen  von  den  t*  Zahlensystemen,  welche  bei  Ausführung 
der  äußeren  Summation  an  Stelle  des  Systems  x^,  •  •  *,  x^  treten,  s  die 
Eonginenzen  (118)  erfüllen,  und  es  gibt  daher  stets  ein  System 
von  2p  ganzen  Zahlen  Xj,  •  •  •,  x^,  A^,  •  •  •,  X^,  welches  die  p  Glei- 
chungen: 


7=1 


(119)  ^M  =  */*  +^  W  V  +  ""K  (^==i.«.->i') 

erf&lll  Damit  ist  aber  bewiesen,  daß  ein  jedes  Zahlensystem  ö, 
welches  die  Eongruenzen  (114)  erftUlt,  sich  mit  Hilfe  ganzer  Zahlen 
%f  X  dnreh  die  oben  fixierte  Losung  i  dieses  Eongruenzensystems  in 
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der  Form  (119)  ausdrücken  läßt.  Umgekehrt  erf&llt  aber  auch  jedei 
Zahlensystem  6y  welches  in  dieser  Form  darstellbar  ist,  die  sämt- 
lichen Kongruenzen  (114),  und  es  stellt  daher  (119),  wenn  man  unter 
den  %,  X  beliebige  ganze  Zahlen  versteht,  die  allgemeinste  LSeung 
des  Kongruenzen  Systems  (114)  dar. 

Es  soll  jetzt  schließlich  noch  bewiesen  werden,  daß  die  Summe 
Glp]  für  jedes  Zahlensystem  6^,  ' ' 'y  ^p  von  der  Form  (119)  oder, 
was  dasselbe,  für  jede  Lösung  des  Kongruenzensystems  (114)  einen 
von  Null  verschiedenen  Wert  besitzt.  Zu  dem  Ende  führe  man  die 
in  (119)  definierten  Zahlen  ä  in  die  Gleichung  (109)  ein.  Man 
erhält  dann  nach  einfacher  Umformung: 

p      p  p 

r   JS    ^  V/i'W^'  +  f  ^  (^^  +  7'''/-/')^*' 

(m  ^p  p  .  '  /    X    V 

Qv'^Qp 

Nun  ändert  aber  die  Summe  6r[tf]  ihren  Wert  nicht,  wenn  man 
im  allgemeinen  Gliede  die  Größen  q  um  irgend  welche  ganze  Zahlen 
ändert;  infolgedessen  hat  die  in  der  letzten  Zeile  der  Gleichung  (120) 
stehende  Summe  den  Wert  G  [er],  und  man  gelangt  so  schließlidi  n 
der  Gleichung: 

^       P        P  2'/l\ 

fl21)   G[6,^"6^]^e  ^-'^'-^  ^^'  G[5i.-iJ. 

Da  die  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  stehende  Größe  0[S\ 
der  Voraussetzung  gemäß  von  Null  verschieden  ist,  so  besitet  auek 
die  auf  der  linken  Seite  stehende  Größe  stets  einen  von  Null  ve^ 
schiedenen  Wert,  einerlei  welche  ganze  Zahlen  mit  x,  X  bezeichnet 
sein  mögen.     Damit  ist  aber  die  aufgestellte  Behauptung  bewiesen. 

Das  Resultat  der  bisherigen  Untersuchung  läßt  sich  nun  daUo 
zusammenfassen,  daß  diejenigen  Systeme  ganzer  Zahlen  6^,  •  •  •,  tf., 
für  welche  G  [ö]  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  besitzt^  identisdi 
sind  mit  jenen  ganzen  Zahlen  6^,  •  •  *,  tf^,  welche  den  Kongruenzen 
(114)  genügen,  und  daß  diese  Zahlensysteme  6^,  •  •  •,  6^  sarnÜidi 
durch  das  Gleichungensystem: 


(122)  ^  =  */.  +  S^^/.' V  +  ^K  0*-i.i.-.i» 

geliefert    werden,    wenn    man    darin   unter   6^^  •  •  •,  ff^    irgend   mm 
Losung  des  Eongruenzensysteros  (114)  versteht,  für  die  »,  l  ab* 


I 
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der  Reihe   nach  alle  möglichen  Systeme   von  je  2p  ganzen  Zahlen 
setzt. 

Man  gehe  jetzt  auf  die  Gleichung  (108)  zurück.  Von  den  r^ 
Koeffizienten  6r[tf]y  welche  auf  der  rechten  Seite  dieser  Formel  hei 
Ausführung  der  Summation  üher  die  a  auftreten,  sind,  wie  im 
Vorigen  bewiesen  wurde,  nur  diejenigen  von  Null  verschieden,  bei 
denen  die  zugehörigen  ganzen  Zahlen  6^,  •  •  •,  6^  sich  in  die  Form 

(122)  bringen  lassen.     Man  kann  daher  im  allgemeinen  Gliede  der 

auf   der  rechten  Seite   von   (108)    stehenden  Summe  die   Größen  6 

durch  die  Ausdrücke  (122)  ersetzen,  und  es  geht  dann,  wenn  man 

zur  Abkürzung: 

p 

(123)  2^A^A*' V  +  ""K  -  %  0i  =  i.2.....^) 
setzt,  die  genannte  Summe  über  in  die  neue: 


%ni  -^ 


9 

r 


zu  deren  Bildung  die  rechts  angedeutete  Summation  in  der  Weise 
auszuführen  ist,  daß  an  Stelle  des  Systems  der  2p  Größen  Xj,  .-,  x^, 
ilj,  •  •  •,  A^  nur  solche  Systeme  von  ganzen  Zahlen  treten,  für  welche 
die  p  Größen  ii  +  rji,  •  •  •,  ^p'^Vp  sämtlich  in  Zahlen  aus  der  Reihe 
0,  1,  •  •  •,  r  —  1  übergehen,  und  zudem  von  diesen  Zahlensystemen 
nur  so  viele  als  erforderlich  sind,  damit  jedes  im  Rahmen  dieser 
Bedingungen  mögliche  System  in  der  Tat  einmal  aber  auch  nur 
einmal  auftritt. 

Vergleicht  man  mit  dieser  Summe  S  die  Summe: 

0.1,-ir-i  — r-S'^^.S  +  V 


-1» 
in  der: 


9 
r 


w», 


y  (/i=l,2,.-.,p) 


(126)  ^M=2^^/*^ 

ist,  and  zu  deren  Bildung  die  rechts  angedeutete  Summe  so  auszu- 
führen ist,  daß  an  Stelle  des  Systems  der  p  Größen  x^,  •  •  •,  x^  der 
Reihe  nach  die  sämtlichen  r^  Variationen  mit  Wiederholung  der 
Elemente  0,  1,  •  •  •,  r— 1  zur  p*^  Erlasse  treten,  so  erkennt  man 
leicht,  daß  die  Bumme  S'  das  5- fache  der  Summe  8  ist,  wenn  s  wie 
Mher  die  Anzahl  der  Kormallösungen  des  Kongruenzensystems  (112) 
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bezeichnet,  da  die  r^  Glieder  der  Summe  S'  in  —  Grappen  von  je  s 

untereinander  gleichen  Gliedern  zerfallen,  jeder  solchen  Gruppe  ?od 
s  Gliedern  aber  stets  ein  aber  auch  nur  ein  ihnen  gleiches  Glied  von 
S  entspricht. 

Auf  Grund  dessen  kann  man  in  der  Formel  (108)  das  «-Cache 
der  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Summe  durch  die  Summe  8'  er- 
setzen, und  man  erhält  dann,  wenn  man  noch  die  in  der  Summe  8' 
vorkommende  Größe  G[6  +  rj]  mit  Hilfe  von  (121)  durch  die  Gh^fie 
Glö]  ausdrückt,  das  folgende  Endresultat: 

xn.  Satz:  Hängen  vofi  den  Modulen  a^^,  einer  gegebenen  Thebh 
funMion  die  Modulen  h^^,  einer  neuen  ab  gemäß  den  Gleidiungen: 

(XXm)  h^^^.  =  a^^,  +  '-^Tci,  c^,^'-!,«,....^ 

in  denen  r  eine  positive  ganze  Zahl,  die  e^^,  p^  ganze  Zahlen  ie- 
zeichnen,  welche  den  Bedingungen  e^^,  =  e  ,^  (ft,  fA'=  1,  2,  •  •  •,  p\  iiK^') 
genügen,  so  drückt  sich  die  gegebene  Thetafunktion  durch  die  nettm 
aus  mit  Hilfe  der  Gleichung: 

^     p       P  2     ^   /         1         \ 

(XXIV)  ^       P        P  2       ^    /  1  \  2       ' 

X    V      e   ^-'^'-'  f^-'  ^=-^ 


[*:±i+j?]H6. 


Dabei  ist  zur  Abkürzung  gesetzt: 

(XXV)  K  =  rh^  +  ^re^^-yje^^,g^.,      ly^^^^c^^^V? 

es  bezeichnet  weiter  s  die  Anzahl  der  Normallösungen  des  Kongruaamr 

Systems: 

p 

(XXVI)  2  ^/^A*'^^'  =  0  (mod.  r) ;  Ou=i,«,-,i} 
unter  h^,  •  •  •,  6^  ist  irgend  eine  Lösung  des  Kongruenzensystems: 

(XXVII)  yi;^e,,,p;;->9«  +  2(*.  +  4-'-«.J<';f-o  (»o^-'). 


(•  =  1,2,  ■..,«) 
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9u  versUkm,  in  dem  ^J'\  •  •  •,  gf^   (i  =- 1,  2,  •  •  •,  5)    die  sämÜichen 
NormaUösungen  von  (XXVl)  heeeüihnen;  endlich  ist: 


p      p  ^    p 


(xxvni)  G[6]^2!    ^    ''=^'*-^  ^-' 

Die  auf  der  rechten  Seite  von  (XXTV)  bei  Ausführung  der  Sum- 
mation  auftretenden  r^  Summanden  können  in  —  Gruppen   geordnet 

werden,  indem  man  zu  einer  Gruppe  jedesmal  diejenigen  Summanden, 
immer  s  an  der  Zahl  zusammenfaßt,  für  welche  sich  die  p  Größen 
Vit  — ;  %  ^^^  ^^^^  ganze  Vielfache  von  r  ändern,  wenn  man  von 
einem  dieser  s  Summanden  zu  einem  anderen  von  ihnen  übergeht. 
Die  s  in  einer  Gruppe  vorkommenden  Summanden  besitzen  dann  den- 
selben Wert,  und  man  kann  daher  in  obiger  Summe  jede  solche  Gruppe 
von  Summanden  durch  das  ^- fache  eines  beliebigen  Summanden  er- 

setzen.     Führt  man  diese  Vereinigung  für  jede  der  —  Gruppen   aus, 

so  geht  die  in  Bede  stehende  Summe  in  das  ^- fache  einer  Summe 

fP 
von  —  wesentlich  verschiedenen,  d.  L  nicht  aufeinander  reduzierbaren 

Summanden  über. 

Die  Formel  (XXI)  wurde  von  Herrn  Prym  und  mir*),  die  Formel 
(XXrV)  von  mir*)  angegeben;  der  erste  Versuch  Thetafiinktionen,  deren 
Modulen  sich  um  gebrochene  Vielfache  von  ni  unterscheiden,  miteinander 
in  Beziehung  zu  setzen,  findet  sich  bei  Henoch.  ^) 


§6. 
Anwendung  der  Formel  (X)  auf  ein  Produkt  von  Thetareihen. 

Gegeben  sei  ein  Produkt  von  n  |>-fach  unendlichen  Thetareihen: 

(127)  » |j|;|]  K'La. » |j3  iu^^)U  -»  K]  C«'"'i-' ' 

deren  Modulen  a^]^,  ganzzahlige   Vielfache    der  Modulen   a^^,    einer 
einzigen  Thetafunktion  seien,  sodaß  also: 

(128) «-i»'^'«..'  t.;=l:v:::;) 

1)  Erazer  und  Prym,  Neue  Grundlagen  etc.  pag.  72. 

2)  Eraxer,   Über  ein  spezielles  Problem  der  Transformation  der  Theta- 
funkiioiien.    J.  f&r  Math.  Bd.  111.    1898,  pag.  64. 

8)  Henoch,  De Abelianaramfimctionum  periodig.  Inang.-Diss.  Berlin  1867, 
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ist,  wo  die  p^^^  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen.    Die  np-^bck  unend- 
liche, das  Produkt  (127)  darstellende  Reihe: 

(129)     2  ■•  2!  ^^'"'^^  '°'' 


bei  der  für  fi »  1,  2,  •  •  *,  p  das  System  der  n  Summationsbnchstaben 


in^^\  •  •  •,  m^^  abgekürzt  mit  [m^   bezeichnet  ist,  und  das  dem  be- 


stimmten  Index  (i  entsprechende  Zeichen     ^       andeuten  soll,  daß 


[m^] 


nach  jedem  der  n  Summationsbuchstaben  mr^,  •  •  *,  f^r'  yon  —  oo  bis 
-4-  oo  zu  summieren  ist,  soll  jetzt  dadurch  umgeformt  werden,  dal 
man  der  Reihe  nach  für  ^=l,2,-**,j>an  Stelle  der  Sommatioiis- 
buchstaben  m^^\  •  •  •,  w||*^  neue  Summationsbuchstaben  r!^\  •  •  •,  iij|^ 
einführt  mit  Hilfe  der  Substitution: 


(130)  rm^^^^c^o^n^^.  ß-l-J;;.} 

<y=l 

Definiert  man  dann  Größen  g  implicite  durch  die  Gleichungen: 

(131)  r,?>=2'''^^"'?  Crit::.:3 

a=:l 

oder  explicite  durch  die  Gleichungen: 


(132)  9':-r;2y^^''^gf,  (;-'i;.::;) 

in  denen  A  den  Wert  der  Determinante  ^±  cf^^^cf^)  •  - .  c(»*)  und  /f*^ 
die  Adjunkte  von  6^^^  in  dieser  Determinante  bezeichnet^  so  wird: 

(133)  -^ 
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Legt  man  daher,  damit  die  entstehende  n|>-fach  unendliche  Reihe  in 
Produkte  Yon  n  Reihen,  von  denen  jede  |>-fach  unendlich  ist,  zerfalle, 
den  Zahlen  c^^^)  die  Bedingungen: 

/to^\  1   'N?  (n\jnn\j^^      ^''\   wenn   ö'=6, 

(134)  ;r2i^^'^'''^*'^  =  0,      wenn  <.'^<,;     <-'-•«•••"> 

auf  und  setzt  zur  Abkürzung: 

(135)  f2'«^*''^"?=<^  e^l:::::::;) 

und 

(136)  ^c^''^h<^^^p;  e":t"::) 

so  wird: 


DbI  aal 

(137) 

^sl  a=sl 

Folglich  wird  aus  der  hier  vorliegenden  Funktion: 

(138)  /-«l-lO 

durch  EinfQhrung  der  Großen  n: 

(139)  ^K^i-Ifl 

«sal/t'osl  ffsal  /Uala  =  l 

und  es  geht  aus  der  Formel  (X),  wenn  man  statt  der  dortigen  Sum- 
mationsbuchstaben  f,  6  die  Buchstaben  a,  /)  schreibt,  unmittelbar  die 
folgende  Gkiehoiig  herror: 
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(140) 


0,1,.-,V-1  0,1,     ,r-l         rA    -^    -^^/i    Pfi 


0=rl/U  =  l 


Ca] 


—  00, •-,-}-<»     ^     ^     ^ 


a  =  l  n  =  l  fJL'^l 


l«] 


Die  in  der  letzten  Zeile  stehende  Reihe  ist  dahei  eine  np-CuJi 
unendliche,    bei     der     über    jeden    der    np    Summationsbuchstaben 

^fi)  r  3  i'  o'      '  **)  unabhängig  von  den  übrigen  von  —  cx>  big  +  oo 

zu  summieren  ist;  dieselbe  zerfällt  aber,  wie  man  unmittelbar  aieh^ 
in  das  Produkt  von  n  je  p-fach  unendlichen  Reihen  und  diese  p-fech 
unendlichen  Reihen  sind  Thetareihen  mit  den  Modulen: 


(141) 


deren  Konvergenz,  weil  die  g^^)  positive  Größen  sind  (die  man  tm- 
beschadet  der  Allgemeinheit  als  ganze  Zahlen  annehmen  kann)  keine 
weiteren  Voraussetzungen  verlangt,  unter  Anwendung  der  gebrauch- 
lichen Bezeichnung  wird  daher  die  Gleichung  (140)  zu  der  Formel: 

«I  c 


1,1,    -»V-l  0,1, -^-1  rA    -^     -^   ^/*    '^/U 


0  =  1  |r«=l 


d 


und  man  hat  das  Endresultat: 


[-^a)  +  s(«-i 

[-g(")4.^»)-j 

A 

SW  +  ^i) 

C«^''l...- 

•  fr 

A 

L        r       J 

L        r        J 

(ü<-%... 


xm.  Satz:  Bezeichnen  p^^\  •  •  •,  p^"),  ^^\  •  •  •,  g<">  2n  pcÄÄ« 
fl'anjere  Zahlen  von  der  Besdiaffentieit,  daß  für  die  mit  ü^nen  äk  Koef- 
fizienten gebildeten  quadratischen  Formen: 


(XXIX) 


P  -  y.p^^a^^"^,      Q  =  ^'«^'^i^'^ 


^-1 


a=-l 


Endformei. 
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Hne  lineare  SubstihUion: 

n 

[XXX)  rx^^)  =  2  c<^''¥''^ 


(^  =  1,2,..   ,11) 


bei  der  r  eine  posiUve  ga/nee  ZaM,  die  c^^^^  n*  ganee  Zahlen  mit  nicht 
verschfoindender  Determinante  bezeichnen  ^  existiert,  welche  die  Form  P 
in  die  Farm  Q  Oberfuhrt,  deren  Koeffizienten  also  den  Gleichungen: 

[XXXI)  i,5'_p(0c(?»)c(?<^)  =  f '     ^^«^     *;>*'     («.a-  =  M.-.-) 

^  aSi  0,      wenn    c^<s, 

yenügeny  so  besteht  zwischen  einem  Produkte  von  n  Thetafunhtionen  mit 

den  Modulen  a^^\,  ^p^^^a^^.  (    ^/'^  /  «'      '    ;  wnd  Produkten  von  je 
ff^  f*f*   \fi,  fi  =  1,  ^,  •  •  • ,  p/ 

PI  Thetafunhtionen  mit  den  Modulen  b^\^4''^a^^.  (    T]'l'      ''') 

die  Gleichung: 

0,1,     ,V-1  0,l,-,r-l  rA    -is5    -^  ^/*    Pfi 

o=l/i  =  l 


(XXXU)  ='2         "2     ' 


» 


r-^)_+sO). 


Iftd)  •  • 


-^ 


A 


jift'«» 


JBw  dieser  Formel  sind  die  Argutnente  v  mit  den  Argumenten  u  ver- 
kmipft  durch  die  Gleichungen: 

(XXXUI)  rt;;:>  =  ^c<^">uif;  CZ'^X'-^ 

es  ist  femer  zur  Abkürzung  gesetzt: 

(XXXIV)        S^;-^r^y^^'^g^;f,      hi^^)  =  ^  ^^^^^hf ,      i^Zlll:.:'^ 

uwibeiy^"^  die  Adjunkte  von  c^^^'Hn  der  Determinante  A=-^±  c<")c(*^)  .••  c^"") 
bezeichnet;  es  ist  ebenso: 

(XXXV)     «t^-rj'y^^^^^^  ^r-2'^''''^^  e=M;:.';3 

0,1,.  ,v-l 

und  es  deutet  das  Zeichen     ^      an^  daß  über  jede  der  np  Größen 
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Jv)  r^''')  unabhängig  von  den  übrigen  van  0  bis  V  —  l,  das 

0, 1,    -.r— 1 

Zeichen    2      ,   daß   Über  jede   der  np  Größen  ß^^  (^Z/!'"*'J 

von  0  bis  r  —  1  zu  summieren  ist;  es  bezeichnet  endliek  s  die  nach  dem 
IIL  Satz  zu  berechnende  Anzahl  der  Normallösungen  des  Kongruenzen 
sy Steffis: 


(XXXVI) 


^c^ii-)a^^)  =  0  (moAr). 


(^=i,i,.-...) 


Durch  ümkehrung  der  Formel  (XXXII)  kann  man  aach  ein 
Thetaprodukt  mit  den  Modulen  ij]'^.  und  den  Argumenten  v^*'^  durch 
Thetaprodukte  mit  den  Modulen  a^^\  und  den  Argumenten  u^^  aus- 
drücken. Diese  Ümkehrung  wird  durch  die  Formel  (85)  geliefert^ 
wenn  man  darin  die  Funktionen  f  und  g  durch  ihre  Ausdrücke  ans 
(138)  und  (139)  ersetzt.     Man  erhält  dann  zunächst: 


(ysyd- 


A 

\-  r  -> 


IVi) 


» 


A 

I-  r  - 


7(«)1 


l6'»> 


(143) 


0,1,      ,r-l  0,1,     »V-l  A     ^    ^  ^fi    ^fA 


=2     2  ' 

Ix]  m 


9'''  + 


'(i)i 


3''  (1) 


M 


äW. 


(«'">).'.', 


wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

(144)       <^>  =  2''''^"'<*'  K'''  =  ^'2y"""^':-^  e=l:t:::;) 


a  =  l 


und  hieraus,  indem  man: 


(145) 
also: 


r;=^t''  ?=<» 


A-:5e) 


r(e) 


0=1  0=1 

/^  =  1,2,...,«\ 
Vu=l,2,      .,p/ 

setzt;  sofort  die  gewünschte  Formel  in  der  Gestalt: 


Umkehrung  der  Formel  (XXXII). 
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'6<^) 


«I      p 


0,1,.   ,r-10.1..   .V-l         TA    ^    ^t^f^      > 


(147)     -2        2 


p=i/.=i 


» 


r 


^ 


fe'W+x'W- 
r 


l(")l^ 


Za  den  vorstehenden  Formeln  wird  man  noch  das  Folgende  be- 
merken. Aus  den  Gleichungen  (XXXI)  folgt^  indem  man  mit  r  eine 
der  Zahlen  1,  2,  ••/,  n  bezeichnet,  linke  und  rechte  Seite  mit  y<**^^ 
multipliziert  und  hierauf  nach  6'  von  1  bis  n  summiert: 


(148) 


-=-p(*)c(^'')=»g('')y(*o)5 


(f,a=l,2,    .   ,»i) 


es  sind  also   die   Adjunkten  y^^"^  in   der  Determinante  A   mit  deren 
Elementen  c^^^^  durch  die  Gleichungen: 


(149) 


yiao)  _  ^  T'        c^(>o) 


(V,a=l,2,     .,«) 


verknüpft.     Infolge   dieser   Beziehungen   kann   man   die   oben   mit  g 
und  V  bezeichneten  Größen  auch  in  der  Form: 


(150)     f^  =  A  y'^'^'c'^'"^**),    r«"  =  ^^'!'  5'4?  t"' 

/^,  a  =  l,  2,  •  •  -.nX 
V     /ti  =  l,2,        ,p/ 


»-«^  '  i^ 


e  =  l 


;^i  «^' 


darstellen;  das  Gleiche  gilt  natürlich  für  die  Größen  a  und  X\  End- 
lich ergibt  sich  aber  aus  (149),  indem  man  die  Determinante  der  m* 
Größen  y<P^)  bildet,  die  Gleichung: 


(151) 


Die  Formel  (XXXII)  ist  zuerst  von  Herrn  Pryra  und  mir^)  auf- 
gestellt und  als  die  Fundamentalformel  für  die  Theorie  der  Thotafuuk- 
tionen  mit  rationalen  Charakteristiken  bezeichnet  worden. 

Die   in   diesem  Paragraphen  gelöste  Aufgabe,   die   das    Thetaprodukt 

(127)    mit  den  Modulen    rt^'^'\  = /'^ a,,   .  (     ^,'"^^'       '")    darstellende 
ftp -fach     unendliche    Reihe     vermittelst     der    Substitution    (130)    umzu- 


1)  Krazer  und  Frym,  Neue  Grundlagen  etc.,  pag.  20. 
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formen,  ist  ein  spezieller  Fall  der  allgemeineren  Aufgabe,  zu  der  ein 
Produkt  von  n  Thetafunktionen  mit  beliebigen  Modulen  a"^' ,  darstellenden 
np'fdkch  unendlichen  Reihe  in  allgemeinster  Weise  eine  Substitution: 

(152)  -?'=i'2^r"i"'       e-:5---:;) 

ö  =  l    v  =  l 

mit  rationalen  Koeffizienten  so  zu  bestimmen,  daß  die  nach  Ausf&hmng 
der  Substitution  auftretende  fip -f^ch  unendliche  Reihe  ein  Aggregat  von 
Produkten  von  n  Thetafunktionen  mit  je  p  Veränderlichen  wird.  Bexflg- 
lich  dieser  allgemeinsten  Aufgabe  habe  ich^)  Folgendes  bewiesen. 

Soll  zu  einem  Thetaprodukte  mit  den  Modulen  off,  l  '=i '«'...'«) 
überhaupt  eine  Substitution  der  verlangten  Art  existieren,  welche  nidit 
in  das  Produkt  von  n  auf  die  n  einzelnen  Thetafunktionen  sich  beziehen- 
den Substitutionen  von  der  in  §  3  betrachteten  Art  zerfällt,  so  müssen  die 
Modulen  der  n  Thetafunktionen  in  gewissen  Beziehungen  zueinander 
stehen,  und  zwar  ergibt  sich  (wenn  man  nur  annimmt,  daß  die  Modulen 
der  einzelnen  Thetafunktionen  nicht  singulare  sind,  d.  h.  daß  zwischen 
ihnen  keine  linearen  Relationen  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  bestehen; 
in  welchem  Falle  außer  den  hier  betrachteten  allgemein  gültigen  Sub- 
stitutionen noch  gewisse  singulare  Substitutionen  existieren  können),  daß 
zu  den  n  gegebenen  Thetafunktionen  mit  den  Modulen  aj^  .  und  den  n 
nach  geschehener  Substitution  auftretenden  Thetafunktionen  mit  den  Mo- 
dulen h  ,  2n  Substitutionen  von  der  in  §  3  betrachteten  Art  so  be- 
stimmt  werden  können,  daß  diese  Funktionen  sämtlich  in  Aggregate 
von  Thetafunktionen  übergehen,  deren  Modulen  ganzzahlige  Vielfache  der 
Modulen  einer  einzigen  Thetafunktion  sind.  Daraus  schließt  man  aber, 
daß  sich  die  allgemeinste  Substitution  (152)  immer  aus  Substitutionen  von 
der  in  §  3  betrachteten  Art,  welche  sich  auf  die  einzelnen  Thetafunk- 
tionen beziehen  (Substitutionen  E)y  und  einer  Substitution  von  der  in 
diesem  Paragraphen  betrachteten  Art  (Substitution  D)  zusammensetzen  laßt 
in  der  Form  E^DE^. 


§  7. 
Brate  BpesialiBiening  der  Formel  (XZXZI). 

Zwei  spezielle  Fälle  der  gewonnenen  Endformel  (XXXII)  ver 
dienen  besonders  hervorgehoben  zu  werden;  der  erste  ist  der,  daß 
die  positive  ganze  Zahl  r,  der  zweite  der,  daß  die  samtlichen  Zahleo 
Py  q  den  Wert  Eins  besitzen. 

Ist  r=--  1,  so  ergibt  sich  aus  dem  XIII.  Satze  sofort  der 


1)  Erazer,  Über  allg.  TheUfo.    Math.  Ann.  Bd.  62.    1899,  pag.  869. 


Die  Zahl  r  hat  den  Wert  1.    Hauptfonnel. 
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XIV.  Satz:  Bezeichnen  p^^\  •  •  •,  jp^"),  g<*),  •  •  •,  q^"*^  2n  positive 
ganee  Zahlen  von  der  BescJiaffenheit,  daß  für  die  mit  ihnen  als  Koef- 
fijsienten  gebildeten  quadroHschen  Formen: 

n  V     n 

(XXXVn)  P  =  ^p^(f)  a^e)* ,     ^^2  ^'^  ^'^ 

eine  lineare  Substitution: 


(xxxvni) 


a;(g)=  ^c^g^)y<"), 


(^=1.2,  •.•,!•) 


a=l 


hei  der  die  c^^^^  n*  gan:ze  Zahlen  mit  nicht  verschwindender  Determinante 
bezeichnen,  existiert,  welche  die  Fo)in  P  in  die  Form  Q  überführt,  deren 
Koeffizienten  also  den  Gleichungen: 


n 
(XXXIX)  ^pi9)(f^9-)d^-')  =  ^^ 

0  =  1  ^i 


q^''\  wenn   <y'  =  a, 

A  ^'>J  Ka'=l,2,.    -,«) 

j  0,      wenn    6-^6, 

genügen,  so  besteht  zwischen  einem  Prodtdcte  von  n  T/ietafunktionen  mit 

den  Modulen  a^f.  ^^P^^^^uw  (    ^'"" !'  o'      '  *^)  wnrf  Produkten  von  je 

n  Thetafunktionen  mit  den  Modulen  6^;^,  =  q^''^  a^,^,  (     ^  ^  J'  2'  * .  /  "*) 
die  Gleichung: 


(XL) 


o,i,-'.y-irg<^)-f  5^^^ 


-^ 


(«1 


A 


5(«)  +  ä(«)- 


Ift(i)  •  • 


d^ 


:«) 


;;6<'«>; 


während  umgekehrt: 


^"'^K]((»'"i-"---*KI]««'"'i'" 


(XLI)     = 


-.-"-^2  2^'^'"';''' 


» 


r    *-<»>    ■ 


:(«<"))a 


•  ^ 


r     *•("> 


:>]k'] 


isi.    iSei  diesen  Formeln  sind  die  Argumente  v  mit  den  ArgumefUen  u 
verknüpft  durch  die  Gleichungen: 
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es  ist  ferner  für  die  Formel  (XL)  zn^r  Äbkürjmng  gesetsft: 

(XLni)       ^==2^''^'  h^H^^^.c^'-'hf,    Cit5::;;;) 

wobei  y<^  ''^  die  Adjunkte  von  c^^  ""^  in,  der  Determinante  A  =«^±  c^^^^c^^^  •  •  •  c<*"^ 
bezeichnet;  es  ist  ebetiso: 

(XLiv)  --':'= 2  y'"'-T  C^il-.;;) 

0,1,    -.v-l 

uml  es  deutet  das  Zeidien     ^      an,   daß  über  jede  der  np  Größen 

^(e)  r  ~  '   *     ' '  ^j  unabhängig  von  den  amleren  von  0  bis  V  —  l  su 
summieren  ist.    Für  die  Formel  (XLI)  ist  zur  ÄbJcürjsung  gesetzt: 

(XLV)  «=»  »=>  /e-..v..\ 


a  =  l 


0,1, -.v  —  l 

Mwrf  es  deutet  das  Zeielien     ^       an,  daß  über  jede  der  np  Große» 

^^r  \  Zi'  *>'  •..'*>)  "^*<*W/^'*^*/7  ^'^'  rf^*  amleren  von  0  6is  V  —  1  jw 
summieren  ist     Infolge  der  liezichmigen: 

(XLVI)  y(c-)  =  A?J!c(c-)  (c.«=i,«.-  .-) 

A-rtnw  man  den  Größen  g  uml  T  auch  die  Gestalt: 

(XLvii)  .c^42'^'''''*^^  C-^^'''2~i^^: 

/(>,0  =  1,3,  ,«\ 

V    /M  =  1,2,      ,/;; 

r/e6e>/.     Da5  Gleiche  gilt  von  den  Größen  7(  und  X\    Endlich  hestdä 
zwischai  den  Zahlen  p,  q  ufid  der  Determifuinte  A  die  Bessiekung: 


(^^"i)  i)-i(^i3-)  =  ^- 


pW|,W...|,(« 


Schrötersche  Formeln.  87 

Die  Formel  (XL)  ist  zuerst  von  Herrn  Krause  ^)  mitgeteilt  und  von 
ihm  „Additionstheorem  zwischen  Thetafunktionen  mit  verschiedenen  Mo- 
dulen'^ genannt  worden.  Viel  früher  ist  die  umgekehrte  Formel  (XLI) 
durch  Herrn  Gordan^  bekannt  geworden. 

Aus  den  Formeln  (XL)  und  (XLI)  sollen  noch  jene  auf  Pro- 
dukte von  nur  zwei  Thetafunktionen  bezüglichen  Formeln  abgeleitet 
werden^  welche  zuerst  Schröter  angegeben  hat.  Zu  dem  Ende 
setze  man: 

(153)  iP)  =  m,      i)(^  =  w 

und  weiter^  indem  man  unter  s  und  t  positive  ganze  Zahlen  versteht^ 
welche  untereinander  relativ  prim  sind  und  von  denen  die  erstere 
auch  mit  n^  die  letztere  mit  m  keinen  Teiler  gemein  hat: 

(154)  (^^^)  =  nt,    6^^)  =  s,    c<")  =  -W5,    c<«)  =  ^. 
Es  wird  dann: 

(155)  ^^^  ^  ^^  (^^  +  ** ^0,      ^^^  =  WS*  +  nt^y 

Es  ist  weiter: 

«<>'=      «a»'-    .«<»', 

bei  der  Summation  über  die  a  hat  jeder  der  2p  Summationsbuch- 
staben  a^^\  a^*^  (fi  =  1,  2,  •  •  •,  j))  unabhängig  von  den  anderen  die 
Reihe  der  ganzen  Zahlen  von  0  bis  A  —  1  ^  oder  eine  Reihe  von  A 
zu  diesen  nach  dem  Modul  A  kongruenten  Zahlen  zu  durchlaufen. 
Man  darf  daher^  da  der  Voraussetzung  nach  t  relativ  prim  zu  A  ist: 

(157)  «?  =  ^i3^*  (^=1,2,. ..,p) 

setzen  und  über  die  ß  von  0  bis  A  —  1  summieren.  Durch  die  Sub- 
stitution (157)  wird  aber^  wenn  man  zur  Abkürzung: 

(158)  aj;>  ^  5/3^^  =  f^  (,.  =  i,2,....p) 


1)  Krause,  Über  Fouriersche  Entwicklungen  im  Gebiete  der  Thetafunc- 
iionen  zweier  Vei^derlichen.  Math.  Ann.  Bd.  27.  1886,  pag.  424.  Etwas 
frOher  wurde  die  Formel  (XL)  für  den  Fall  einfach  unendlicher  Thetareihen  und 
unter  der  speziellen  Annahme  p^^^  =^  . . .  =z  p^")  ==.  i  von  Herrn  Krause  in 
seiner  Abhandlung:  Zur  Transformation  der  elliptischen  Functionen.  Lpz.  Ber. 
Bd.  38.  1886,  pag.  89  nütgeteilt.  Das  „zweite  Additionstheorem*'  des  Herrn 
Krause  (a.  a.  0.  Math.  Ann.  Bd.  27.  1886,  pag.  425)  entsteht  aus  der  Formel 
(XXXII)  für  r  =  2. 

2)  Gordan,  Bez.  zw.  Theta-Prod.  J.  für  Math.  Bd.  66.  1866,  pag.  189. 
8|A(er  als  die  Herren  Krause  und  Gordan  hat  die  Formeln  (XL)  und  (XLI) 
Herr  Mertens,  Über  eine  Verallgemeinerung  der  Schröterschen  Multiplications- 
formeln  fttr  Thetareihen.    Progr.  Köln  1889,  angegeben. 
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II.  7.   Erste  Spezialisierung  der  Formel  (XXXII). 


^W. 


0*-!.«, 


P) 


setzt: 

(159)  5^  =  '*^'      £;'  =  ms«^  +  A/J^ 

und   es  geht  das  auf  der  rechten   Seite  Yon   (XL)   als  allgemeines 
Glied  der  Summe  auftretende  Thetaprodukt  in 


(160) 


d^ 


A 

L    ä(^)    J 


A 


l6'»> 


Über.  Beachtet  man  dann  noch,  daß  nunmehr  a^'  und  ß^  nur  noch 
iu  der  Verbindung  s^^  auftreten,  a^  aber  jeder  der  Zahlen  0, 1,  •  •  •,  A— 1 
und  zwar  jeder  A-mal  kongruent  wird  nach  dem  Modul  A,  wenn 
a^]^  und  ß^  unabhängig  von  einander  die  Reihe  dieser  Zahlen  durch- 
laufen, so  erkennt  man,  daß  man  in  der  aus  (XL)  hervorgehenden 
Formel  die  Summation  auf  der  rechten  Seite  so  ausführen  kann,  daB 
man  über  jede  der  p  Größen  s  von  0  bis  A  —  1  summiert,  wenn 
man  nur  gleichzeitig  die  linke  Seite  durch  A''  dividiert. 

In  derselben  Weise  wird,  wenn  man  A^*^  durch  tl^^^  ersetzt: 


C-^%, 


i'r--^v:  +  ^^ 


(») 


Ou  —  1,  »,-•.,,) 


(161) 

wo  zur  Abkürzung: 
(162) 

gesetzt  ist,  und  es  geht  das  allgemeine   Glied  der  auf  der  rechten 
Seite  von  (XLI)  stehenden  Summe  in 


% = ^i'' + »'«C 


C"  =  i,«,    -.i» 


r  *■"■*'  1 

L      A      - 

««'•'L.i. » 

L      A      J 

itot  man 

dann  wiedc 

;rum,    daß 

A<''  und  A'"  nur   noch  in 

(163)        ^ 


über.     I 

der  Verbindung  rj^'  auftreten,  iy^/  aber  jeder  der  Zahlen  0,  1,  •  •  -,  A— 1 
und  zwar  A-mal  kongruent  wird  nach  dem  Modul  A,  wenn  A^^^  und  k^ 
unabhängig  von  einander  die  Reihe  dieser  Zahlen  durchlaufen^  so  er- 
kennt man,  daß  man  in  der  aus  (XLI)  hervorgehenden  Formel  die 
Summation  auf  der  rechten  Seite  so  ausführen  kann,  daß  man  über 
jede  der  p  Größen  i^^/  von  0  bis  A  —  1  summiert,  wenn  man  nnr 
gleichzeitig  die  linke  Seite  durch  A^  dividiert. 
Man  erhält  so  schließlich  das  Resultat:     • 

XV.  Satz:   Der  Substitution: 


aL) 


<= 


«<«<:>  + sni*\ 


<  =  -  fnsnl 


C«=i,i,-  .,?^ 


+^ni:>, 


] 


Schrötersche  Formeln. 
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hd  der  m  und  n  zwei  beliebige  positive  ganze  Zahlen,  s  und  t  aber 
zwei  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen,  welche  zueinander  relativ  prim 
sind,  und  von  denen  die  erstere  mit  n,  die  letztere  mit  m  keinen  Teuer 
gemeinsam  hat,  entspricht  die  Thetaformd: 


(L) 


» 


KOm-^^ÜI']««"^^' 


,(«) 


o.i,-.A-irr'+tt 


U)  -ö" 


A 


¥'\^^>. 


während  umgekehrt: 


(U) 


^*RIl]««^"»»'»'*ß3c'''*')v«' 


*'<*)  1 


0 1  ••  A— iF    *      "I  r    ^       "I 

=■  V  #   r<')+t„'   iu^i'v»  r">-.v 

»'       »'     L        A       J  L        A       J 


-^'"•^*$!'"; 


.(8)6 


/*=1 


i«^.     üw  diesen  Formeln  sind  die  Argumente  u  und  v  verknüpft  durch 
die  Gleichungen: 


(LH) 


.,(1) 


.,w . 


ntu],  —  msu 


-W 


H+     ^V' 


,(1) 


A„-  = 


Au-  = 


es  ist  femer: 
(Lffl) 


»?i-  =  »»«,./.•» 


6j;..  =  m»Aa^^., 


,(») 


»«„ 


b^'\ 


(//,/M'r^l,8,     .     ,p) 


Aa., 


tret^  se^eim  sich  die  Größefi  g,  h.  Je,  V    aus  den  Größen  g,  h,  k,  l 
zusammen  vermittelst  der  Gleichungen: 


(LIV) 


(/.=i,j,  •  ,j.) 


V 


endlich  ist  überall  zur  Abkürzung: 

(LV)  ws«  +  n<*  =  A 

peseML 
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Die  Formel  (L)  wurde  von  Schröter  zuerst^)  für  den  speuellen 
Fall  s  =  i  =  1  und  später*)  in  der  vorliegenden  allgemeineren  Form  mit- 
geteilt; noch  etwas  allgemeiner  ist  die  gleichfalls  aus  (XL)  ohne  Mfihe 
ableitbare,  von  Hoppe*)  mitgeteilte  Formel,  welche  der  Substitation: 

(164)  ^        I        ,.        J       ^  o.  =  i.i,.-,,) 

/<  «^  fl        '       '  ^ 

entspricht,  in  der  a,  &,  •  •  •,  h  ganze  Zahlen  bezeichnen. 

§  8. 

Zweite  SpeslallBiening  der  Formel  (XXZII). 

Als  zweiter  spezieller  Fall  der  Formel  (XXXII)  soll  jener  aus- 
geführt werden,  in  welchem  alle  Zahlen  p,  q  den  Wert  Eins  be- 
sitzen, die  Koeffizienten  der  zugrunde  liegenden  Substitution  also  den 
Relationen: 

(165)  y;ö9<^^d^o,^r^   wenn   6'=  6  (..„-»x.v   ..) 
JS                     0,    wenn   6  ^6, 

genügen.     Aus  (149)  folgt  dann: 

(166)  y(e")  =  A^cv"),  (e,o=iA-.-) 
und  es  wird  daher: 

/fT  =  l,2,       .»iiX 

Auf  Grund  von  (151)   besitzt  weiter  die  Determinante  A  den  Wert: 
(168)  A  =  ±  r", 

und  es  ist  daher  über  jeden  der  np  Summationsbuchstaben  a  von  0 
bis  r"  —  1   zu  summieren.    Beachtet  man  aber,  daß  das  allgemeine 


1)  Schröter,  De  aequat.  mod.     Inaiig.-Diss     Königsberg  1864. 

2)  Schröter,  Über  die  Entwicklung  der  Potenzen  der  elliptischen  Trans- 
cendenten  d"  :md  die  Theihmg  dieser  Functionen.  Hab.-SchrifL  Breslau  1855. 
Für  |)  >  1  finden  sich  solche  Formeln  zuerst  bei  Königsberger,  Über  die 
Transformation  etc.     J.  f.  Math.  Bd.  64.     1865,  pag.  24. 

3)  Hoppe,  Verallgemeinerung  eiuer  Relation  der  Jacobischen  Functionen. 
Arch.  für  Math.  Bd.  70.  1884,  pag.  403.  Die  von  Herrn  Huebner,  Über  die 
Umformung  etc.,  Progr.  Königsberg  1891,  angegebenen  Formeln  ©—(VI) 
pag.  37  u.  f.  entstehen  aus  solchen  Formeln  in  Verbindung  mit  Formeln  (XIX). 


Die  Zahlen  p  und  9  haben  den  Wert  Eins. 
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tlied  der  auf  der  rechten  Seite  von  (XXXII)  stehenden  Summe 
Ir  swei  Werte  von  a^^\  welche  einander  nach  dem  Modul  r  kon- 
raent  sind^  den  gleichen  Wert  besitzt,  so  erkennt  man,  daß  die  eben 
lenannte  Summe  das  r^""^)"'- fache  jener  Summe  ist,  welche  man  aus 
Itrem  allgemeinen  Gliede  erhält,  wenn  man  über  die  np  Summations- 

»aöhstaben  a^^^  f^™  /  «       '    I  nur  von  0  bis  r  —  1  summiert.    Man 
^    Vf*— 1,  2,  ..•,^/ 

trhilt  80  den 

XVL   Säte:     Sind   die    Variablen    ^^"H^^\l' "  '"^S    mit    dm 
Vcuiatien  u^^  r  ""  1'  o'      '    J  verknüpft  durch  die  Gleichungen: 


(LVI) 


m  denen  r  eine  positive  ganze  Zahl,  die  c  ganze  Zalilen  hezeichfienj 
wdche  den  Rdationen: 


(Lvn) 


r*,  wenn  <y'=  <y, 
0,    wenn   tf'^^J, 


(a,o'  =  l,2,  ••  •,!•) 


gefiiigen,  so  besteJU  ztmchcn  einem  Produkte  vofi  n  Thetafunktioncn  mit 
den  Argumenten  u^^^  und  Produkten  van  je  n  Tlietafunktionen  mit  den 
Argumenten  v^^  und  den  nämlichen  Modulen  die  GUichung: 


(LVni) 


(♦"«)'*Bl!]K^^••*ß-!]c«'"')) 


rs(')+s<>h 

ri,<-) +  «<-)■ 

r 

¥n- 

•  * 

r 

L        r        J 

L        r 

«t'WJ« 


<J=1/I=1 


Ddiei  is^  zur  Abkürzung  gesetzt: 


(LIX) 


('  =  1 


<IJ0  Swmmation  ist  über  jede  der  2np  Größen  a|;',  ß^f  r  ^  ^  ,7  ...'  ') 
•«M»  A  Us  r  ^  1   jETu  erstrecken,   mid  es   bezeichnet  s  die  nach  dem 
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III.  Satz  zu  hereclinende  AnzaM  der  NormdUosungen  des  Kongruengei^ 


(LX)  ^(^^<^)3^")  =  0  (mod.  r).  {q^u% 


a=l 


Die  Formel  (LVIII)  wurde  von  Herrn  Prym  ^)  auf  dem  hier  an- 
gegebenen direkten  Wege  der  Umformung  des  links  stehenden  Theta- 
produktes  durch  Einführung  neuer  Summationsbnchstaben  abgeleitet,  nach- 
dem sie  von  ihm  schon  früher*)  unter  der  Beschränkung  cf^^^^  =  c^*'?' 
(^,  tf  =  1,  2,  •  •  •,  w;  ^  <  <y)  durch  fxmktionentheoretische  Betrachtungen  war 
gewonnen  worden. 


1)  Prym,  Ableitung  e.  allg.  Thetaf.    Acta  math.  Bd.  3.    1888,  pag.  S16. 

2)  Prym,  Unters,  ü.  d.  Riemann'sche  Thetaf.  etc.    II.  Verallgemeinenuig 
der  Riemann'schen  Thetaformel. 


Drittes  Kapitel. 

Ein  zweites  allgemeines  Prinzip  der  Umformimg 
imendlieher  Reihen  und  dessen  Anwendung  auf 

Thetareihen. 

§  1. 

jJmXofrmung  eiii#r  einfiMh  nnendllohen  Beihe  vermittelst  der 
Fonrlersohen  Formel. 

Die  Funktion  F{0)  der  komplexen  Veränderlichen  e  sei  ein- 
wertig nnd  stetig  in  dem  ringförmigen  Gebiete  T,  welches  zwischen 
den  mit  den  Radien  e^'*  und  e~P  um  den  Nullpunkt  beschriebenen 
Kreisen  gelegen  ist;  wo  />  eine  gegebene  positive  Größe  bezeichne;  dann 
gilt  für  jeden  Punkt  z  in  diesem  Ringgebiete  T  die  Laurentsche 
Entwicklung: 

WO  die  Integration  in  positivem  Sinne  zu  erstrecken  ist  über  eine 
beliebige  den  Nullpunkt  umkreisende,  ganz  im  Ringgebiete  T  gelegene 
geschlossene  Kurve  C,  etwa  den  Einheitskreis.  In  der  Formel  (1)  führe 
man  jetzt  an  Stelle  der  Variable  e  eine  neue  Variable  x  ein  mit  Hilfe 
der  Gleichung: 

(2)  z  =  e^"". 
Setzt  man  dann: 

(3)  F{,)^0(x), 
80  wird  aus  (1): 


..    -^ 


(4) 


94     m.  1.  Umf.  einer  einfach  unendl.  Reihe  vermitt.  der  Fourierschen  Formel. 

wo  die  Integration  auf  der  reellen  Zahlenachse  von  —  ^  bis  +\  er- 
streckt wird. 

Dem  Ringgebiete  T  in   der  ^er-Ebene  entspricht  in  der  o^-Ebene 
ein  Streifen  S,   längs,  der  reellen  Zahlenachse    sich  erstreckend  und 

von  den  zu  dieser  parallelen  Geraden  durch  die  Punkte  a:  =»  ±  ^-.  be- 
grenzt. Damit  die  Funktion  F(2)  im  Binggebiete  T  einwertig  sei, 
muß  die  Funktion  0(x)  im  Streifen  8  periodisch  sein  mit  der 
Periode  1.  Besitzt  die  Funktion  0(x)  diese  Eigenschaft  nicht;  so 
kann  die  Formel  (4)  gleichwohl  zu  ihrer  Darstellung  dienen ^  aber 
nur  innerhalb  jenes  Rechteckes  R,  das  durch  die  zur  lateralen  Zahlen- 
achse  parallelen  Geraden  durch  die  Punkte  x  ^  ±\  aus  dem  Streifen  S 
ausgeschnitten  wird.  Damit  femer  die  Funktion  F(0)  im  Ringgebiete 
T  stetig  sei;  muß  0{x)  stetig  sein  im  Streifen  8  beziehlich  im  Recht- 
ecke R,  Handelt  es  sich,  wie  im  Folgenden,  nur  um  die  Dantelinng 
von  0(x)  für  reelle  Werte  von  Xy  so  kann,  indem  man  die  Zahl  p 
hinreichend  klein  wählt,  der  Streifen  8  beliebig  schmal  gemacht 
werden.  Da  aber  jene  Funktionen,  auf  welche  in  den  nachstehenden 
Untersuchungen  die  Formel  (4)  angewendet  wird,  den  Bedingangen 
der  EinWertigkeit  und  Stetigkeit  in  der  ganzen  a;-Ebene  genügen,  so 
braucht  darauf  nicht  eingegangen  zu  werden;  es  wird  vielmehr  der 
bequemen  Ausdrucksweise  wegen  vorausgesetzt,  daß  die  aoftretendeD 
Funktionen  allenthalben  einwertig  und  stetig  seien. 

Eine  andere  Ableitung  der  Formel  (4)  aus  der  gewöhnlichen  Fourier 
sehen  Formel  habe  ich*)   früher  gegeben. 

Nun  sei  gegeben  eine  unendliche  Reihe: 

(5)  F^^fim), 

deren  allgemeines  Glied  f(m)  die  Eigenschaft  besitze,  daß  f(fn  +  i) 
eine  einwertige  und  stetige  Funktion  von  x  ist.  Es  gilt  dann  nieh 
(4)  für  jedes  reelle  x,  das  der  Ungleichung  —  ^  <  a?  <  +  ^ 
die  Gleichung: 

(G)  f(m  +  .r)  =  V       /  f{m  +  g)f.*-('-«)'''rf| , 

woraus  speziell  für  x  =  0: 


1)  Krazer,  Die  Transformation  der  Thetafunctionen  einer  YeriUideriichei. 
(Erste  Abhaodiang).    Math.  Aoo.  Bd.  48.     1898,  pag.  429. 
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('">-l  / 


+i 


(7)  /•(»») -2,        //•(»»  + |)c-»-f»'rf| 


llsss  —  CO         -   j 
T 


folgt.     Führt  man  diesen  Ausdruck  an  Stelle  von  f\m)  in  die  Glei- 
chung (5)  ein^  so  erhält  man: 


4-00  4- OD  ^ 


(8) 


m= — ao  USA— oo     •^j 


Die  gewünschte  Umformung  der  unendlichen  Reihe  (5)  wird  jetzt 
dadurch  erhalten  ^  daB  man  auf  der  rechten  Seite  von  (8)  die  beiden 
Summationen  miteinander  vertauscht  und  hierauf  die  Summation  nach 
m  ausf&hrt     Man  erhält  so  zunächst: 

+  Y 

(9)  F=2!  2  //■(»»+ 1)''-*"«"'^! 

Hs=  — PC   IHS=a — oo      ^i 

und  hieraus,  da: 


"^     J /•(»«  +  !)  e-»"«'"^! 


»11= — oo  j 


(10) 

m4- 


«=-•     1  -» 


Lsty  die  Oleichung: 

(11)  F  =  2'    fme-"'^'"d^, 


«  = 00     _  < 


welches  die  gewünschte  Umformung  der  gegebenen  unendlichen  Reihe 
darstellt. 

Was  die  soeben  vorgenommene  Umstellung  der  Summationen 
betrifft,  so  darf  dieselbe,  da  es  sich  um  unendliche  Reihen  handelt, 
nicht  ohne  weiteres  vorgenommen  werden;  es  muß  vielmehr  nach- 
gewiesen werden,  daß  die  rechte  Seite  von  (8)  durch  die  Ausführung 
dieser  Operation  keine  Wertänderung  erleidet.    Es  läßt  sich  nun  ein 
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sehr  allgemeiner  Fall  angeben^  in  welchem  eine  solche  Wertändeniiig 
jedenfalls  nicht  eintritt.     Definiert  nämlich  die  Reihe: 


(12)  F(x)-^7(»»  +  a^) 

m= — CO 

gleichfalls  eine  einwertige  und  stetige  Funktion  yon  x,  so  kann  auch 
auf  diese  Funktion  die  Formel  (4)  angewendet  werden  and  man  er 
hält  zunächst* 

(13)  Fix)  ^2!  J  Fa)(*''i'-i^"du 

«  =  —00       *^i 

hieraus  aber,  wenn  man  x  =  0  setzt  und  gleichzeitig  bei  der  Reihe 
F(^)  die  Integration  gliedweise  ausführt^  die  Oleichung  (9). 

Man  hätte  diesen  Weg  zur  Gewinnung  der  Endformel  (11)  Ton 
vornherein  einschlagen  können ;  daß  es  oben  nicht  geschehen  ist^  hat 
seinen  Grund  darin,  daß  dabei  das  eigentliche  Wesen  der  Um- 
gestaltimg der  unendlichen  Reihe,  nämlich  die  Umformung  des  all- 
gemeinen Gliedes  der  Reihe  verwischt  wird, 

I.  Sats:   Besitzt  das  allgemeine  Glied  f(m)  einer  unendlichen  Beihe 

4- CO 

die  Eigenschaß,  daß  f(m  +  x)  und  2f{m  +  x)  einwertige  und  stetige 

m= — oo 

Funitiofien  von  x  darstellen,  so  gilt  die  Formel: 

(I)  ^/•(»0=^    lfix)e-"'""dx. 

m=— 30  «  =  —00   r.00 

Der  Gedanke,  eine  beliebige  unendliche  Reihe  vermittelst  der  Fouriö^ 
sehen  Formel  umzugestalten,  findet  sich  zuerst  bei  Poisson.  *) 


§2. 

Anwendung  der  Formel  (I)  auf  die  einfiMh  onendllolie 

Thetareihe. 

Setzt  man  in  der  Formel  (I): 

(14)  f(x)  =  e«('  +  y)'  +  2(*  +  <^)(M  +  Ä/r.)^ 

so    geht    die    auf  der    linken    Seite    stehende    unendliche    Beihe  in 
^mWa  ^^^h  "°^  ^^^  erhält  so  hierfür  den  Ausdruck: 


1)  Poisson,  Memoire  sur  le  calcul  num^rique  des  integrales  d^fioiei 
Nouv.  Bull.  Sog.  Philom.  de  Paris  1826,  pag.  161  und  Mdm.  de  Tacad.  d  k. 
de  rinst.  de  France.    Annde  1828.  Bd.  6.    1827,  pag.  671. 
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+  "      /» 

(15)  *[J|(«)«=2     /  ga(«+»)»+«(«+rt(«+*«.)-««»»'da;, 

bei  dem  jetzt  noch  die  iDtegration  nach  x  auszuführen  ist. 

Um  dies  Ziel  zu  erreichen,  definiere  man  Größen  h  und  v  durch 
die  Gleichungen: 

(16)  h  =  ^,     .  =  .«•« 

und  bringe  den  Exponenten  auf  der  rechten  Seite  von  (15)  in  die 
Form: 

(17)  a{x  +  gy  +  2{x  +  9){u  +  h%i)  ~  2nxni 

=  a(a:  +  (y+-+^\"''^^y-^  +  2^A^^+fe(n-A)^+2(n-A)(t;+^;gO. 

Die  AnsfQhrung  der  auf  der  rechten  Seite  von  (15)  stehenden  Inte- 
gration reduziert  sich  dann  auf  die  Auswertung  des  Integrals: 

(18)  '^"J    ^  '  '^*! 

— -flO 

beachtet  man  aber,  daß  die  Formel: 

(19)  J  c*('+')*rfa:  =  ]/=^ 

besteht,  bei  der  k  und  l  von  der  Integrationsvariable  x  unabhängige 
Größen  bezeichnen,  deren  erste  der  Bedingung  zu  genügen  hat,  daß 
ihr  reeller  Teil  negativ  ist,  während  der  Wert  der  zweiten  beliebig 
gewählt  werden  darf,  und  bei  der  die  auf  der  rechten  Seite  stehende 
Wurzel  so  auszuziehen  ist,  daß  ihr  reeller  Teil  positiv  wird,  so  kann 
man  auf  Grund  derselben  das  Integral  (18)  auswerten  und  erhält: 

(20)  J-V^' 

Führt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung  (15)  ein,  nachdem  man  in 
derselben  den  Exponenten  durch  den  unter  (17)  aufgesteUten  Aus- 
druck ersetzt  hat,  so  geht  aus  der  Gleichung  (15)  die  Gleichung: 

M'  .1-00 

(21)  *[J](»)«=l/^«'  "'*'*'*'" 2'e*^""*^''''^""*^*""'"'^ 

I  11  = 00 

hervor  and  man  hat,  wenn  man  die  auf  der  rechten  Seite  stehende 
nnendliehe    Reihe    durch    die    ihr    entsprechende    Thetafunktion    er- 

Kraacr»  ThUsftukttoMik  7 
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n.  SatB*.  Hängen  von  dem  Modul  a  und  dem  Argumente  u  einer 
gegebenen  Thetafunktion  der  Modul  h  und  das  Argument  v  eitler  neuen 
ab  gemäß  den  Gleichungen: 

/TT\  1.         ^*  ^* 

(II)  &  =  V'      ^-^T**' 

so  sind  diese  Thetafunktionen  miteinander  verknüpfl  durdk  die  öfci- 
cJiung: 

("D     »Kl«. -y?^' •*'""»["/]("''' 

bei  der  die  auf  der  rechten  Seite  stehende  Wured  so  ausjswfiehen  ist, 
daß  ihr  reeller  Teil  positiv  wird. 

Die  Formel  (III)  war  schon  Gauß*)  bekannt;  die  ersten  Veröffent- 
lichungen finden  sich  bei  Cauchy*),  Poisson*),  Jacobi*)  und  Abel'). 
Daß  man  zur  Gewinnung  der  Formel  (UI)  statt  der  Fourierschen  Formel 
den  Cauchyschen  Residuensatz  benutzen  kann,  ist  natürlich  und  findet  sieh 
von  Herrn  Landsberg®)  ausgeführt.  Andere  Methoden  der  Ableitung  der 
Formel  (HI)  haben  die  Herren  Gordan  ^)  und  Bausenberger®)  angegeben. 

Man  pflegt  die  Formel  (HI),  indem  man  sich  den  Modul  a  und  du 
Argument  u  der  gegebenen  Thetafunktion  als  reelle  Größen  denkt,  den 
Übergang  von  einer  Thetafunktion  mit  reellem  Argument  zu  einer  solchen 
mit  imaginärem  zu  heißen. 


1)  Gauß,  Nachlaß:  Zur  Theorie  der  transcendenten  Functionen  gehözig. 
Werke  Bd.  8.  Göttingen  1876,  pag.  4S6.  Der  Herausgeber  will  diese  Blätter 
von  1808  datieren,  doch  glaubt  Enneper  (Elliptische  Functionen.  Theorie  md 
Geschichte.  2.  Aufl.  von  F.  Müller.  Halle  1890,  pag.  185)  sie  schon  an  das  Ende 
des  18.  Jahrhunderts  setzen  zu  sollen. 

2)  Cauchy,  Sur  une  loi  de  räciprocitä  qui  eziste  entre  certaines  fonctüsu. 
NouY.  Bull.  Soc.  Philom.  de  Paris  1817,  pag.  121;  und:  Sur  lee  fonctions  i^ 
ciproques.  Exerc.  de  Math.  Seconde  ann^e.  Paris  1827,  pag.  141;  vergl.  andi 
Lebesgue,  Note  sur  une  formule  de  M.  Cauchy.  J.  de  Math.  Bd.  6.  1840, 
pag.  186. 

8)  Poisson,  Suite  du  memoire  sur  les  integrales  däfinies  et  sur  la  sonmift- 
tion  des  sdries :  Sommation  des  sdries  de  quantitds  pdriodiques.  J.  de  Pfic  poL 
Bd.  12.     1828,  pag.  404. 

4)  Jacob i,  Notices  sur  les  fonctions  elliptiques.  1828.  (^ea.  Werke  Bd. L 
Berlin  1881,  pag.  249;  vergl.  auch  Rosenhain,  Memoire  sur  les  fonctions  ete. 
pag.  896. 

5)  Abel,  Note  sur  quelques  formules  elliptiques.  1829.  Oeuvres  compL 
Bd.  1.     2.  Aufl.     Christiania  1881,  pag.  477. 

6)  Landsberg,  Zur  Theorie  der  Gaußschen  Summen  und  der  linetm 
Transformation  der  Thetafunctionen.    J.  für  Math.  Bd.  111.     1898,  pag.  2S4. 

7)  Gordan,  Über  die  Transformation  der  6  Funktionen.  Hab.-Schnü 
Gießen  1868. 

8)  Rausenberger,  Beitrag  zor  linearen  Transformation  der  eUiptüda 
Functionen.    J.  für  Math.  Bd.  91.     1881,  pag.  885. 
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§3. 

Ausdehnniig  der  In  §  1  angegebenen  Umformnng  auf 
mehrflMh  nnendliche  Reihen. 

Die  Fonnel  (4)  ist  ein  spezieller  Fall  einer  allgemeinen,  auf 
^ine  Funktion  von  mehreren  Veränderlichen  bezüglichen  Formel^  die 
jetzt  mit  ihrer  Hilfe  abgeleitet  werden  soll. 

Man  bezeichne  mit  ^  (iCi  |  •  •  •  |  ^J  eine  einwertige  und  stetige 
Funktion  der  q  komplexen  Veränderlichen  x^^  •  •  •,  x  und  setze  für 
c-1,  2,  ...,  g~l: 

;22)  <]PxK---**x](^x+i) 


'Jdx,^^^Jdx,O{x,\^-'\x,\x,^,\0\^^^\0)i 


t=i 


2  8 


jidem  man  unter  n^^  -  -  -,  n^  irgend  welche  ganze  Zahlen  versteht. 
Die  Formel  (4)  für  den  speziellen  Wert  x  =  0  auf  die  Funktion  9^ 
angewendet  liefert  die  Gleichung: 


..        +T 


;23)     9»x[»«i-'«J(0)  =  2'     J<'*»+i9'x[»i"»»x](a:,+i)c  * 


—  x«v  I  1 X- 1  i/ri 


'x  +  l'x+1' 


2 


Beachtet  man  aber^  daß  das  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
stehende  Integral,  wenn  man  darin  9^  durch  den  Ausdruck  (22)  er- 
letzt,  mit  9>x+i[**i  *••  **x+i](^)  identisch  wird,  so  kann  man  der 
Gleichung  (23)  auch  die  Gestalt: 

H-oo 

[24)  9>x[«i--^x](0)  =  29>x+iK--nx+i](0) 

B^ben,  und  es  gilt  diese  Formel  zunächst  für  x  =  1,  2,  ••*,  g  —  2; 
iber  such  für  x  =  g  —  1 ,  wenn  man  9,  [n^  •  •  •  w^]  (0)  durch  die  Glei- 
shang: 

+  -  +-  « 

2  2  ^f 

:25)     9>,[n, .  ■ .  n,] (0)  =fdx,  ■  ■  Jdx^^ix, \--\x^)e    •=»  "' 

2  2 

ikfiniert^  während  für  x  »  0  der  auf  der  rechten  Seite  stehende  Aus- 
Inick  gemSB  der  Formel  (4)  die  Große  9(0|--10)  darstellt.    Mm 
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erhält    daher   durch   wiederholte   Anwendung   der   Formel   (24)  das 
System  von  Gleichungen: 


«(0|...|0)=29>iWC0) 

»1  =  —  oo 

(26)  =2      2'9'«t~i*^K0) 


«,8= CP     «,  = CO 


=  2  •••29'«['^- ««KO) 

»I  =?«  —  <»  «y=  — • 

und  gelangt  auf  diese  Weise  zu  der  Formel: 
(27)  ®(0|...|0) 

+  -  +-  « 

-2"-Zf     jda;....jrfa;,*(a;J-..|a;,)e    -> 


«1  =  — CP    «0  =  — 00    -      j  -      J 


welche  die  gewünschte  Verallgemeinerung  der  Formel  (4)  isi 

Die   Formel   (27)    soll   jetzt   zur   Umformung   einer   gegebenen 
mehrfach  unendlichen  Reihe: 

(28)  F='^f(m,\.-.\m;) 

benutzt  werden.    Zu  dem  Ende  verstehe  man  unter  q  eine  der  Zahlen 
1,  2,  •  •  •,  p  und  setze  in  (27) 

(29)  a>(a:,|...|a:,)  =  /-(m,  +  a:J...|m,  +  a:Jm^^J...|m,); 
man  erhält  dann  daraus: 

(30)  /•(%|---|'»p) 


=  2    J  <^^i"-j<^V('»i+^il'"l'"v+'^J'"«+il-"!%)*    *"* 

^l»"t^q  1  1 

und  weiter,  indem  pum  diesen  Ausdruck  in  (28)  einfülui; 
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4-1 

—  «,..,  +  00      —CO,  ..,4-00  8 


(31) 


'J  dx/(m^  +  x^\'''\m^  +  x^\m^^^\'"\m^) 


e 


•  =  1 


Die  gewünschte  Umformung  der  Reihe  (28)  wird  jetzt  dadurch 
erhalten,  daß  man  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (31)  die  an 
letzter  Stelle  stehende,  auf  die  Größen  n^y  '  -  ,  n^  bezügliche  Sum- 
mation  mit  der  auf  die  Größen  ni^,  -  -  -,  m^  bezüglichen  den  Platz 
wechseln   laßt   und   hierauf  diese  letztere  ausführt.     Man   erhält   so 

zunächst: 

1 


(32) 


»i»-f*9    '»94-1»  •t»»»p    »»if-fW»^        1 
4--  « 

dxj(m^  +  x^\"-\ni^  +  x^\  m^^^  1  •  •  •  |  w^)  e     '^^ 


und  hieraus  durch  wiederholte  Anwendung  von  (10)  die  Gleichung: 

—  00, .-,4-00    — flo,-,4-<»         +* 

(33)     F^2!       2    j^"^^- 


■/ 


9 


dxj{x^\'"\x^\m,^^^\'''\m^)e 


welche  die  gewünschte  Umformung  der  gegebenen  unendlichen  Reihe 
darsteUt. 

Was  die  oben  voi^enommene  Umstellung  der  Summationen  be- 
trifft, so  wird  man  in  Übereinstimmung  mit  dem  in  §  1  Bemerkten 
das  Folgende  angeben.     Definiert  die  Reihe: 

(34)     i^(a;J...|a:,)=^/-(m,  +  a:J...|m^  +  xJm,^,|...|m^) 
l^ichfiEdk  eine  einwertige  und  stetige  Funktion  der  VeriLnderlichen 
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^1}  ' ' '}  ^q}  ^^f  welche  die  Formel  (27)  angewendet  werden  darf,  so 


erhält  man: 

(35)   F(0|.. 

•|0) 

-2'  j^^- 

■f: 

8 

-*^',', 


Mi 


fl«l 


Diese  Formel  geht  aber^  sobald  man  bei  der  Reihe  2^(a:|  |  •  •  - 1  a;^)  die 
Integration  gliedweise  ausführt,  in  die  Formel  (32)  über.  Man  hat 
daher  den 

m.  SatE-.    Besitzt  das  allgemeine  Glied  fim^l  •••  \m^  einer  ge- 
gebenen p- facti,  unendlichen  Beihe  die  Eigenschaft,  daß  f{fn^  +  ^1  •  • 

WO  q  eine  der  Zahlen  1,  2,  •  •  *,  |>  bezeichnet,  einwertige  und  stetige 
FufMionen  von  ^i,  •  •  •,  a;^  darstellen,  so  gut  die  Formel: 

—  00,      -,  +  00 

2f{m^\'-\m^) 


"»ii'i'"« 


(IV) 


—  «f  -tH-«  —00,. .,4-00      i-« 


■/ 


-*^"«»««* 


d^J{^i\'"\^g\^9^l\"'\^p)^ 


«al 


§4. 
Über  eine  Bigensohaft  der  Thetamodnlen  a 


Im  folgenden  Paragraphen  wird  Ton  einer  Eigenschaft  der  Theta- 
modnlen a^^.  Gebrauch  gemacht,  welche  unmittelbar  aus  der  Kon- 
vergenzbedingung für  die  Thetareihe  abgeleitet  werden  kann. 

Zu  dem  Ende  bezeichne  man  in  gleicher  Weise,  wie  es  pag.  11 
in  Bezug  auf  die  Größen  r  geschehen  ist,  mit  a^"^  die  Detenni- 
nante: 


(36) 


"21 


^2 


«l,r-l 
«2.V-1 


a, 


ia 


<hc 


^^1 


-1,1    ^v-1,2 
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wobei  Vy  Q,  6  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2,  -  -  -,  p  bezeichneD,  die  auch 
teilweise  oder  alle  einander  gleich  sein  können,  und  der  Fall  r  =  1 
in  der  Weise  aufzufassen  ist,  daß  alsdann  die  Determinante  a^""^  sich 
auf  das  einzige  Element  a  „  reduziert,  sodaß  also  a^^l  mit  a^  iden- 
tisch ist.  Zwischen  den  Determinanten  a^^i  besteht  dann  wie  zwischen 
den  Determinanten  /^l  die  im  folgenden  zur  Anwendung  kommende 
Relation: 

die  für  jedes  v  von  1  bis  j?  —  1  gilt,  wenn  man  noch  im  Falle  r  =  1 
unter  a^^^  die  Einheit  versteht.  Diese  Relation  ist  für  die  folgende 
Untersuchung  stets  im  Auge  zu  behalten.  Man  bezeichne  endlich 
noch  den  reellen  Teil  irgend  einer  Größe  ß  mit  9fiM,  den  lateralen 
mit  S[4 

Der  Konvergenzbedingung  für  die  Thetareihe  zufolge  muß  für 
reelle  Werte  der  x,  die  nicht  sämtlich  Null  sind,  der  reelle  Teil  der 
Form: 

(38)  ^(ph\'"\^p)-2  2%f^'^f^^f^' 

fi=i  fi'=i 

stets  einen  negativen  Wert  besitzen.  Setzt  man  jetzt  zunächst  x^  »=  1, 
Xj  =  0,  •  •  •,  a:^  =  0,  so  nimmt  A{x^\-'\x^  den  Wert  a^^  an,  und 
es  muß  daher  9i  [^n]  <^  ^  s®^^-  ^^  infolgedessen  a^^^  +  0  ist,  so 
kann  man  A  zunächst  in  die  Form: 

(39)  "  " 

bringen.    Bezeichnet  man  jetzt  zur  Abkürzung  die  Größe  SR   -^J  mit 

tti,  die  Größe  2  -^  mit  ^^i  und  setzt  x^=  —  m^,  x^-=-  1,  a;8==0,  •••, 
a:^  =  0,  so  nimmt  A  den  Wert: 


(40)  -  <>!  +  ^ 


a,  und  es  muß  daher  SR   -^^;^    <  0  sein,  da  nur  dann  der  reelle  Teil 


an.       '  "    "       "" , 

der   Größe  (40)    einen  negativen  Wert  haben   kann.     Da  aber   in- 


■>/ü' 
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«! 


folgedessen  -^x  +  0  ist;  so  kann  man  Ä  weiter  in  die  Form: 


*ii 


(41)  +4vi*''^«g?'^  +  '""^#') 

^»   ^=:8    ^'=8 

Bezeichnet  man  jetzt  zur  Abkürzung  die  Größe  9t   -^     mit  u^,  die 

Größe  2  M|     mit  v^i,  weiter  die  Größe  Si   -  -^^Uj  +  -|fJ  mit  < 

r      a<^>  a^^^l 

und  die  Größe  S :^*  **«  ■^"  "TT)    ™^*  *'«'*  '^^  ^®*^*  alsdann  ^1=— V» 

Xj  =  —  Mj,  iCj  =  1,  ic^  =  0,  •  •  •,  a?p  =  0,  so  ninmit  Ä  den  Wert: 

an  und  es  muß  daher  9i   -^    <  0  sein^  da  nur  dann  der  reelle  Teil 

der  Größe   (42)  einen  negativen   Wert  haben  kann.     Fahrt  man  so 
fort,  so  ergibt  sich  schließlich  für  -4  (iPi  |  •  •  •  [  x^  die  Zerlegung: 

417             4%-i         4*i   V 
(43)  + 


und  man  hat  zugleich   erkannt,  daß  die  reellen  Teile  der  p  auf  der 
rechten  Seite  von  (43)  vor  den  Klammem  stehenden  KoeffiEienteD: 
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[44)  a\ 


a>  a^-}l    .  a^l 


,(1)         ^  «p-VP-i 


pp 


" '     «w 


11  a,,_2,p_2        aj,-i,p_i 


ribnUieh  n^^tive  Werte  haben.    Man  hat  so  den 

IV.  Säte:  Begeichnet  man  für  v  =  1,  2,  •  •  •, |)  mit  a^^l  die  De- 
krmmanU: 

so  hesiissen  die  redien  Teile  der  p  Größen: 


11^     fl(l)'       '    «(p-l) 


«offiftfeA  negoHve  Werte  und  es  folgt  insbesondere  daraus,  daß  die  p  De- 
terminanten a^^l  selbst  sämtlich  von  NuU  verschieden  sind. 


§5. 

Anwendmig  der  Fonnel  (!▼)  anf  eine  p-täch  unendliche 

Thetareihe. 

Setzt  man  in  der  Formel  (IV): 

p      p  p 

(45)  r(:r,|-|a;,)-e^=>'''=' 

SO  geht  die  auf  der  linken  Seite  stehende  j9-fach  unendliche  Reihe  in 
die  Thetafimktion  '^iflC^L  ^^^j  ^^^  ^^^  erhält  für  diese  den 
Ausdruck: 

(46)  ^ß>L-=2  Zl      Jdx,^^Jdx^e^, 
bei  dem  zur  Abkürzung: 

P  P  q 

+  2 2* (m,+  «7,) («,  +  /»,«»■)  -  2  2*«.^.«» 
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gesetzt   ist,  and  bei  dem  jetzt  noch  die  auf  die  Größen  x^,  •  •  •,  ^ 
bezüglichen  Integrationen  auszuführen  sind. 

Um  dies  Ziel  zu  erreichen,  definiere  man  Größen  b,  Vj  c  dnrc 
die  Gleichungen: 

(*,  «'=1,  2,  .  .  .,  9)       (•  =  !,  a,  •  ■    ,9;  ,  =  9  +  1,  9  + J,  .  .  .,  j,) 
9  9 


171;' 


(48) 


n% 


J9). 


(.  =  1,2,  •■,9) 


»99  J=i  J^i 


(»?  =  9+l,9+«,-     -.i») 


"f. 


-J      9« 


(•  =  1,2,    ■.,9) 

in  denen  a^^  die  stets  von  Null  verschiedene  Determinante: 

99 

(49)  a<^l  =  2±<h.'h>-%„ 

%,'  (^9  ^'=*  1?  ^;  *  *  *?  9')  *^ör  ^^®  Adjunkte  von  a,,,  in  dieser  Deter 
minante  bezeichnet,  und  bringe   W  in  die  Form: 


•  =1   •'=! 
9 


9  9 


(50)        +22i/.*.«»  +  55''..(".-*.)('».--''^) 

•  =  1  «  =  1    «'=1 

g  P  P  P 

«  =  1   1^=94-1  »;  =  9  +  i  »?'=9+l 


17=9+1 


Die  Ausführung  der  auf  der  rechten  Seite  von  (46)  stehenden  Inte 
grationen  reduziert  sich  dann  auf  die  Auswertung  des  Integrals: 


(51) 


9         9 
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Den  hier  auf  der  rechten  Seite  im  Exponenten  stehenden  Ausdruck  kann 
man  aher  auf  Grund  von  (43)^  wenn  man  mit  k^j  k^,  "  'y  \  ^^^  i^ 
ihren  reellen  Teilen  negativen  Größen: 

(52)  *i  =  »u'     *«"'3)'    "*'    ^^^'Js^       ' 

«11  «8-1,8-1 

^^  hi  \j  ' '  *i  \  ^®  Ausdrücke: 

ß(l)  «(1)  o^i) 

**ii  «11  «11 

«M  «22 

(53) 


a 


Xj-0 


bezeichnet,  in  der  Form: 

(54)  ^  ^  a.,  (.:.+  c.)  (o;,  +  c,)  =  ^  Ä.  (o;.  +  0* 

c»i  7^1  ff         .==,1 

als  Summe  von  Quadraten  linearer  Funktionen  der  x  darstellen  und 
erhalt  dann  mit  Hilfe  der  Formel  (19)  für  das  Integral  (51)  den  Wert: 

(56)        j_y=.y^.,.y^_l/Q. 

+  +  + 

Führt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung  (46)  ein,  nachdem  man 
dort  den  Exponenten  W  durch  den  unter  (50)  dafür  aufgestellten 
Ausdruck  ersetzt  hat,  bezeichnet  die  Summationsbuchstaben  w^+i;  * ";  ^^ 
nunmehr  durch  w^+i,  •  •  •,  w^  und  definiert  Größen  g\  h'  durch  die 
Gleichungen: 

(56)  9:--K^    K-9.>  9,'-9,y    K-K 

(«  =  1,2,  •.,9)  (>?  =  «+l,«+2,  •    -.p) 

so  geht  aus  der  Gleichung  (46)  die  neue: 


uh-V- 


{-^^   «„.=1.^1  .=1 


(57)  -"  '     ^«? 

p     p  p 

hervor  und  man  hat  den 
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V.  SatE:  Hängen  von  den  Modulm  a  ,  und  dm  Argummkn  u^ 
einer  gegebenm  Thetafufiktion  die  Modulm  h^^.  und  die  Argumenk  v^ 
einer  neum  ab  gemäß  den  Gleichungm: 

99  99  0^1 

(•,«'  =  1,2,        ,2)    («  =  1,2,  .    •,?;  i7  =  «+li  «+«.••. P) 


(VH)  ^.^^.-i^/X 


J9) 


n  V      ^(«)  ^  ^^  ^Sd'  ^s  n  ^^'  ^' » 


(«  =  1,  2,  .  .  .,  q)  (•/  =  9+l,9  +  a.    •  -.P) 


in  denen  a^^^^  die  Determinante  ^ ±  a^^  a^  '"^99^  "?i'  (^y^'^l^^,--,}) 
afeer  die  Adjunkte  von  a^^  in  dieser  Determinanie  bezeichnet,  so  sind 
diese  Thetafunktionen  miteinander  verknüpft  durch  die  Gleichung: 

9 

(VIII)       *[(|((«L=l/^?l^       •=»"    »[J>K, 

in  welcher: 

(«  =  1,2,      .,y)  (»/  =  9+l,9+8,    ••,P) 

/s^,  in  welcher  femer  zur  Abkürzung: 

99  «  =  1   «=1 

gesetzt  ist,  und  in  welcher  endlich  zur  Bestimmung  des  Vorzeichens  der 
auf  der  rechten  Seite  stehenden  Wurzel  die  Gleichung: 

99  ^         1      ^         «  +      "^ 

ZU  dienen  hol,  bei  der: 

(XU)  Ä-,  =  al^,     fc,  =  -g,    ...,    Ä,=       -^- 


nW  '        «         «(«->) 


ist  und  jede  der  q  auf  der  rechten  Seite  stehenden    Wurzdn  $0  aus- 
gezogen werden  muß,  daß  ihr  reeller  Teil  positiv  wird. 

Die  Formel  (IV)  ist  insofern  einer  Verallgemeinerung  ßliig,  als 
die  q  Größen  x^,  •  •  *,  x^,  nach  denen  auf  der  rechten  Seite  integriert 
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wird,  durch  irgend  q  andere  unter  den  p  Größen  x^,  •  •  •,  x^  ersetzt 

werden   können,   sodaß   die   Formel  (IV)    r)   verschiedene   Formeln 

reprasentiert;   und   da  weiter  für  q  jede  der  Zahlen  1,  2,  -  -  -y  p  ge- 
nommen werden  kann,  so  schließt  die  Formel  (IV)  im  ganzen 


Terschiedene  Formeln  in  sich.  Das  gleiche  gilt  von  der  Thetaformel 
(VIII),  in  welcher  einmal  an  Stelle  von  q  jede  der  Zahlen  1,  2,"-,j? 
gesetzt  werden  kann,  und  dann  bei  gegebenem  q  dj^  Indices  e  und  e' 
statt  der  Zahlen  1,  2,  •  •  •,  g  irgend  q  der  Zahlen  1,  2,  •  •  •,  p;  iy,  i^' 
jedesmal  die  p  —  g  übrigen  durchlaufen  können.  Die  eine  dem  Werte 
9»|}  entsprechende  Formel  ist  von  besonderer  Wichtigkeit  und  soll 
daher  hier  zum  Schlüsse  aufgestellt  werden. 

VI.  Sats:  Hängen  von  den  Modulen  a^^,  und  den  Argumenten  u^ 
einer  gegebenen  Thetafunktion  die  Modulen  h^^.  und  die  Argumente  v^ 
einer  neuen  ah  gemäß  den  Gleichungen: 


a  a  y_.| 


(Xm)  6^^'="^«^^',     %-^~^^%.%^       (/..^'=i.a,....p) 

a  a  y_.| 

in  denen  \  die  Determinante  ^±(in^"'  %p  **^  %fi'  ^^  ^^' 
junkte  von  a^^,  in  dieser  Determinante  bezeichnet y  so  sind  diese  Thetor 
funktionen  müeinander  verknüpft  durch  die  Gleichung: 

p 


(XIV)  *ß]w.="i/^«   "=•    ^r/jw». 

in  welcher  zur  Abkürzung: 

(XV)  U^{-^ya^^.u^u^. 

gesetzt  ist,  und  in  welcher  bezüglich  der  Bestimmung  des  Vorzeichens 
der  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Wurzel  das  vorher  bei  dem  V.  Satz 
Bemerkte  gilt 

Die  Formel  (VIII)  wurde  für  ^  =  2  von  Rosenhain  ^),  für  be- 
liebiges p  von  Meißel  *)  zuerst  angegeben. 

1)  Bosenbain,  M^oire  aar  les  fonctions  etc.,  pag.  394. 

2)  Meißel,  Beitrag  zur  Theorie  der  n-fach  unendlichen  0-Beihen.  J.  für 
fifaih.  Bd.  48.  1864,  pag.  324;  vergl.  auch  Enneper,  Über  einige  Sätze  aus 
der  Theorie  der  ^-Functionen.    Z.  für  Math.  Bd.  12.     1867,  pag.  79. 


Viertes  Kapitel. 

Darstellnng  allgemeiner  2jo-fach  periodischer 
Funktionen  dnrch  Thetaflinktlonen. 

§  1. 

Bildmig  2i>-fltoh  periodischer  Fnnktioiien  mit  Hilft  von 
Thetaftinktioiieii. 

Ist  eine  Funktion  f(v^\  •  •  •  |  v^)  der  komplexen  Yeränderlichen 
^1}  ' ' '}  ^p  ^^  beschaffen,  daß  für  bestimmte  Systeme  konstanter 
Größen  (o^,  •  •  «^  o^  bei  allen  Werten  der  Variablen  v  die  Gleichung: 

(1)  /•(fx  +  a,J---|t;,  +  a,,)  =  /-(„J...|r,) 

besteht,  so  nennt  man  sie  eine  periodische ,  die  Größen  ©i,  •  •  -i  », 
aber  ein  System  zusamniengeliöriger  oder  simultaner  Perioden  von  ihr. 

Sind  dann  Oi „,-••,  oJ««  (^  =*  1;  2,  •  •  •,  Ä)  irgend  A;  solcher  Perioden- 

k  k 

Systeme,  m^  ganze  Zahlen,  so  ist  auch  ^m^a^^y  •  •  •,    ^m^,ci     dn 

Periodensystem.  Zu  (> + 1  Periodensystemen  Oj  ^,  •  •  •,  o^^  (a = 1, 2, •  •  •,  p+1) 
kann  man,  wenn  Q>2p  ist,  immer  reelle  Zahlen  (i^  finden,  welche 
gleichzeitig  die  p  Gleichungen: 

(2)  ^f^aCD,,  =  0,    ...,    2^„CD^„==0 

a=l  o  =  l 

befriedigen.  Ist  dies  nicht  bei  jeder  Wahl  der  q+  1  Periodenaysieme 
^la)  ' ' '}  ^pa  («  ="  1;  2,  •  •  •,  (>  +  1)  schon  für  Q<2p  möglich,  so 
heißt  die  Funktion  eine  2p-fach  periodische^  2p  Periodensysteme 
^la)  ' ' '}  ^pa  («  =  1;  2,  •  •  •,  2|>),  für  wclche  die  Gleichungen  (2)^ 
wenn  man  darin  q  ^  2p  —  1  setzt,  nur  durch  die  Waie 
^  =  . . .  =  ^^  =s  0  befriedigt  werden  können,  heißen  daim  von  dii- 
ander  unabMngig,  und  aus  ihnen  läßt  sich  jedes  PeriodenBystem 
®i;  •  •  •;  ®p  ^^^  Funktion  fl[v]j  in  der  Form: 


^ihet  2p- fach  poriod.  Funkt,  von  p  Veränderl.  iiu  allgetn. 
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») 


m, 


^setzen.     Ist  die  Funktion  /*((ij))  eine  einwertige  oder  endlich 

tige  analytische  Funktion,  welche  sich  nicht  ak  Funktion  von 

reuiger  denn  p  linearen  Verbindungen  der  i;  darstellen  läßt,  und  kann 

lieselbe  infolgedessen  kein  System  unendlich  kleiner  Perioden  haben,  so 

iitd  die  ft„  nUionale  Zahlen,  luid  es  können  die  2p  Periodensysteme 

i«f  "•  "i  ®|iii  («^  ="  1,  2,  —  ',  2p)  so  ausgewählt  werden,   daß   die  (i^ 

jnee  Zahlen  sind;  solche  2p  Periodensysteme  heißen  dann  primitive. 


ip  Periodensysteme  m^^ 


co„ 


(a  ==  1,  2,  —  ',  2p}  und  2^)  andere 


®iiff  " '  'f  ^'pa  i'^  ^^  ^f  ^^f      '}  ^^p)f  welche   aus  ihnen  vermittelst  einer 
antmodiilaren  linearen  Substitution  in  der  Form: 


V) 


©, 


■2 


^^»ö/*^l,V> 


3/» 


»*a^O>p,fl    (*'=-lp«. 


■,»J^) 


robei  die  m^^  4p^  ganze  Zahlen  von  der  Determinante  ±^  1  he- 
cichnen^  abgeleitet  sind,  heißen  äquivalent  Sind  dann  oji^,  •  •  *,  m 
If  2,  '  j  2p)  2p  primitive  Periodensysteme  der  Funktion  fiiv% 
bind  es  auch  die  2p  Periodensysteme  m^^f  •  •  •,  o^^  (a  =  1, 2,  •  -,  2p). 
Interpretiert  man  die  reellen  und  imaginüren  Teile  der  Variablen 
vif  '  '  *,  ^p  als  rechtwinklige  Punktkoordinaten  in  einem  Räume  von 
ip  Dimensionen,  so  entspricht  einem  Größengebiete: 
itp  )tp 

i»ei  dem  die  6  stetig  die  Werte  g^  ^  |^  <^tt  +  1  («  =  1^  2,  •  -  -,  2p) 
iurchlaufen,  wo  die  g^  gegebene  Konstanten  sind,  ein  Paralkhtop  U 
Raumes,     Laßt  man  an   Stelle   des  Systems  der  2p  Größen  g^ 
le  möglichen  Systeme  von  ganzen  Zahlen  treten,  so  erhält  man  den 
Ftganzen  Raum  in   solche   untereinander  kongruente  Parallelotope   ein- 
eteilt,   die    alle   als   Wiederholung   eines  von   ihnen   z,  B.    des   den 
('crtoü  *?j  =.<?«  =  •••=  ffip  =*  *^  entsprechenden  Parallelotops  11^  an- 
len   werden   können.     Solche  Punkte  des  Raumes,   welche  dabei 
nämlichen  Punkte  in  IJq  entsprechen,  heißen  hrmgmefd  nach  den 
{ebenen  Periodensystemen,  ihre  Gesamtheit  ein  Si/stem  wn  Critter- 
*«  oder  ein  Gitter;  insbesondere  bilden  also  die  Eckpunkte  aller 
aparallelotope  ein  Gitter.     Kennt  man  den  Verlauf  der  Funk- 
pj   im   Parallelotope   77^,   so    ist   er   im   ganzen   imendlichen 
unrae  T)ekannt,  da  die  Funktionswerte  in  kongruenten  Punkten  ein- 
gleich  sind     Es   ist  eine  unmittelbare  Folge  der  Xlnabhängig- 
lErti  der  Periodensysteme  %öf  * '  *j  '^pa  («^  =  1^  2,  •    -,  2j9),   daß   die 
difeti  reellen  und  imaginären  Teilen  der  m  gebildete  Determinante 
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2p^  Grades  nicht  verschwindet;  ihr  absoluter  Wert  ist  gleich  dum 
Inhalte  eines  Periodenparallelotops. 


Zum  Vorstehendeu  vergl.  Weierstrafl  ^).  Daß  eine  einwertige 
lytische  Funktion  von  p  Veränderlichen  nicht  mehr  als  2p  unabhftngig« 
Periodensysteme  haben  kann,  ohne  unendlich  kleine  zu  haben,  haben  sdion 
früher  zuerst  Jacobi^)  für  i>  »  1,  dann  allgemein  Hermite')  und 
Biemann^)  bewiesen;  daß  bei  einer  unendlich  vielwertigen  analytisohen 
Funktion  einer  Variable  dagegen  mehr  als  zwei  unabhängige  Perioden 
auftreten  können,  hat  Casorati^)  angegeben. 

Aus  den  Gleichungen  (XLIII)  und  (XLIV)  pag.  39  folgt  nim 
sofort  der 

I.  Sats:  Bezeichnen  &i^\^iu}  und  ®if>[^W  irgend  Bu>ei  eu  der 

nämlicften  CliaraJcteristik  k  |  gehörige  Thetafunktionen  n*"  Ordnung,  so 
genügt  der  Quotiefit: 

(I)  ^w  =  i(^- 

den  Gleichungen: 

(H)  QW...\u,  +  ni\...\u;)^Q^u,\...\u^•■•\u,), 

(HI)       ö(«x  +  «iJ---!«p  +  o,,)  =^KI  •••!«,);         <'=••*•:•" 

ist  also  eine  2p -fach  periodische  Funktion  der  p  Veränderlichen  Wi ,  •  •  • ,  ti^, 

1)  Weierstraß,  Neuer  Beweis  eines  Hauptsatzes  der  Theorie  der  perio- 
dischen Functionen  von  mehreren  Veränderlichen.  1876.  Math.  Werke  Bd.  l. 
Berlin  1896,  pag.  65. 

2)  Jacobi,  De  functionibus  duarum  variabilium  quadrupliciter  periodicis, 
quibus  theoria  transcendentium  Abelianarum  innititur.  1885.  Ges.  Werke  Bd.  8. 
Berlin  1882,  pag.  23;  auch  deutsch  in  Ostwalds  Klassikern  der  exakten  Winen- 
schafben  Nr.  64. 

8)  Extraits  de  lettres  de  M.  Ch.  Her  mite  ä  M.  Jacobi  sur  diffidrents  ob- 
jets  de  la  tht^orie  des  nombres.  Quatri^me  lettre.  J.  für  Math.  Bd.  40.  1860, 
pag.  261. 

4)  Riemann,  Beweis  des  Satzes,  daß  eine  einwertige  mehr  als  8n-fadi 
periodische  Function  von  n  Veränderlichen  unmöglich  ist.  1859.  Oes.  math. 
Werke.     Leipzig  1876,  pag.  276. 

5)  Casorati,  Sur  les  fonctions  ä.  p^riodes  multiples.  C.  B.  Bd.  57.  186S, 
pag.  1018  und  Bd.  58.  1864,  pag.  127  und  204;  La  periodicitä  multipla  nelle 
funzioni  di  una  sola  variabile.  R.  Ist.  Lomb.  Rend.  (2)  Bd.  16.  1888,  pag.  816; 
dazu:  Sopra  il  teorema  di  Jacobi  risguardante  la  periodicitä  e  sopra  V  illegitti- 
mitä.  di  una  parte  delle  conseguenze  che  ne  furono  dedotte.  B.  Ist.  Lomb.  Bend.(S) 
Bd.  16.  1882,  pag.  623  und:  Funzioni  analitiche  di  una  sola  variabile  oon  bu- 
mero  qualsivoglia  di  periodi.  R.  Ist.  Lomb.  Rend.  (2)  Bd.  18.  1885,  pag.  879; 
ferner:  Les  fonctions  d^une  seule  variable  ä.  un  nombre  quelconque  de  pModM. 
Milano  1885  auch  Acta  math.  Bd.  8.  1886,  pag.  845.  Vergl.  dasu  ancb  Weben 
Anmerkungen  zu  Jacobi  in  Ostwalds  Klass.  der  ex.  Wiss.  Nr.  64,  pag.  97. 
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wekke  die  2p  Systeme  suscmmengehöriger  Periodicitätsmodulen  der 
Thetafimktian: 

0|  0  \'"\m,      (hp\(hp\''\(^p„ 
als  Periodensysteme  hat. 

Diese  Perioden  and  damit  die  in  der  angegebenen  Weise  ge- 
bildeten 2|>-fach  periodischen  Funktionen  tragen  einen  speziellen 
Charakter  zur  Schau;  denn  soll  eine  2j9-fach  periodische  Funktion 
f{v}  mit  2p  Periodensystemen: 

®n  '\^2i\'"  \^pi7  ^i,p  +  i\^i,p  +  i-  '••  \^p,p  +  iy 

^ip\^2p\"'\^ppy  ®i,8p    l^hip    \'"\^p,ipy 

durch  Einffthrung  passend  gewählter  neuen  Variablen  u^,  >  •  -^  u  in 
eine  mit  den  2p  Periodensystemen  (IV)  periodische  Funktion 
fibergef&hrt  werden  können,  so  muß  zunächst  die  Determinante 
^ ±  ^ii^n'"  ^pp  ^i^^^  von  Null  verschiedenen  Wert  cd  haben. 
Setzt  man  dann: 

(7)  ^i^'-'^^fiff^^  C"  =  i.2.     .i*) 

oder,  was  dasselbe: 

p 
•     (8)  ^^^2*^?^^  (^=1.2,. ..,p) 

wo  0^^  die  Adjunkte  von  ca^  in  der  Determinante  (o  bezeichnet, 
so  entspricht  für  v  =  1,  2,  •  •  •,  jp  der  Änderung  der  Variablen 
«j  !  v,  I  •  •  •  1 1;  um  das  Periodensystem  ©i y  |  Ogy  |  •  •  •  |  o>„^  die  Änderung 
der  Variablen  Wi|  ••  •  |Wy |  •••  |W|,  um  das  System  0|  •••  |3ri|  •••  jO. 
Jetzt  entspricht  aber  weiter  fiir  i;  —  1,  2,  •  •  •,  |)  der  Änderung  der 
Variablen  «'i  [ t;,  |  •  •  •  1 1;^  um  das  Periodensystem  c)i,  p + y  |  ö^j,  p + y  |  •  •  • 
\o^p^P  diö  Änderung  der  Variablen  Wi|w,|---|m^  um  das  System 
p  .     p  .     p 

*»      V  I  **     V*  I  I  **     V  j 

—  -2, 0/»»  «„,,+,  -ar  -^,  ^»  "'/'.i'+*  ■  •  ■  hr  -^//"j»  •"/<.?+"  '^^  ^^ 

mflasen  daher,  wenn  diese  Großen  Modulen  (hvl^vl  "'\%p  einer 
Thetafimktion  sein  sollen,  einmal  den  Gleidiungen  a^  =  a  „ 
{fi,.  ^'^h^f  "'fP]  P  <  ^)  entsprechend  die  ^(p  ~  l)p  Beziehungen: 
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oder  die  damit  äquivalenten: 

p 
(10)  ^K^®;i,'P+^  -  ^av«'x.|i+^)  =  0    («.^-1.«.  ••.Pi«<i) 

bestehen  y  und  dann  muß  weiter  noch  entsprechend  der  Eonyergenz- 
bedingung  der  Thetareihe  die  Bedingung  erfftllt  sein^  daß  die  mit  den 
reellen  Teilen  r^  der  Großen: 


P       P 

als  Koeffizienten  gebildete  quadratische  Form  ^  2^oa^o^a  ®"^®  ^^ 
gative  ist.  ^ 

Soll  also  eine  mit  den  2p  Periodensystemen  (6)  periodische 
Funktion  durch  Thetafunktionen  darstellbar  sein,  so  müssen  diese 
Perioden  die  im  Vorigen  genannten  Bedingungen  erfüllen  ^  und  man 
wird  daher  zunächst  vermuten ^  daß  es  allgemeinere  2p -fach  perio- 
dische Funktionen  als  diejenigen  gibt^  welche  durch  Thetafunktionen 
ausgedrückt  werden  können.  Es  wird  sich  zeigen^  daß  dieses  trotzdem 
nicht  der  Fall  ist. 


§2. 
Allgemeine  EUtie  über  2i>-f)Mli  periedlsohe  FunktieiiaiL 

Für  einwertige  2|?-fach  periodische  Funktionen  f(v^\'"\^^ 
welche  sich  nicht  als  Funktionen  von  weniger  denn  p  linearen  Ve^ 
bindungen  ihrer  Variablen  darstellen  lassen,  und  welche  im  Endlich® 
keine  wesentliche  singulare  Stelle  besitzen,  gilt  eine  Reihe  von  Satten, 
die  im  Nachstehenden  abgeleitet  werden  sollen. 

Wenn  die  Funktion  fi^v)j  sich  nicht  als  Funktion  von  weniger 
denn  p  linearen  Verbindungen  ihrer  Variablen  darstellen  laßt,  so  be- 
steht zwischen  ihren  Derivierten: 

(12)  fM-'-^  «^-».V  .- 
keine  identische  Relation  von  der  Form: 

(13)  ^c^fM-O, 

bei  der  die  c  von  den  Variablen  v  unabhängige  Größen  beieiehiieii^ 
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die  nicht  alle  den  Wert  Null  besitzen;  und  es  gibt  daher  jedenfalls 
p  Wertesysteme  (t/*)),  (v^*)),  •  •  •,  {^^\  ftr  welche  die  Determinante: 

(14) 

von  Null  verschieden  ist.    Setzt  man  dann  für  (i^  1,  2,  -  -  -,  p,  indem 
man  v^  beliebig  annimmt: 


.M) . 


^u  —  e] 


.(1) 


>  ' 


t;^.*^-t;.-6: 


»(«) 


t;^)  =  t;   -e^> 


(15) 

und 

(16)   fiv-^^)}=^f(%vl   fiv-e^'i}=fi^vl  ...,  nv-ef')}^f<^^vl 

so  erhält  man  das  Resultat,  daß  die  Determmante: 


(17) 


dvp 
dvp 

11        ITT         J             1              TT 

dvp 
•  11 

•,  t?^  verschwindet, 


.(P) 


(/i  =  l,8,.    .,p) 


jedenfalls  nicht  für  alle  Werte  der  Variablen  v^, 
da  sie  der  Voraussetzung  nach  für 

(18)  ^-t;J>  +  eJ'-«J>  +  e«*> •«'> 

nicht  Null  ist;  und  man  hat  so  den 

n.  Sats:  Man  kann  einer  jeden  einwertigen  2p -fach  periodischen 
Funktion  fif{v)j  von  p  hymplexen  Veränderlichen  Vj,  •••,  v^,  welche  sich 
nicht  als  Funktion  von  weniger  denn  p  linearen  Verbindungen  der  v 
darstellen  läßt,  und  von  welcher  man  weiter  schon  jetzt  voraussetze^ 
daß  sie  im  Endlichen  keine  wesentliche  singulare  Stelle  besitze,  auf 
mannigfache  Weisen  p—  1  andere  ebensolche  und  mit  den  nämlichen 
Periodensystemen  periodische  Fimktionen  f^iv\  •  •  •,  f Iv}  so  adjungieren, 

daß  die  Funktionaldeterminante    ^  ±  ö^  ö^  •  •  •  ö^  wicW  für  alle 

Werte  der  v  verschwindet. 

Setzt  man  nun  weiter,  indem  man  mit  /iW,  AW? '••> /i»W 
2p'£ach  periodische  Funktionen  von  der  im  II.  Satz  angegebenen 
Art,  mit  ^,  ^y***;  s^  aber  gegebene  Größen  bezeichnet,  zwischen  den 
p  unbekannten  ^u'-'^^p  die  p  Gleichungen: 

(1»)  /iH-«i,  /iH-«ii,  •••,  W-V 
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80  wird  die  Anzahl  der  innerhalb  des  Parallelotops  11^ 
Wnrzeln  dieses  Gleichungensystems  durch  ein  über  die  Begrenzung 
von  TZq  erstrecktes  Integral  geliefert.^)  Läßt  man  dann  die  Ghr5Ben 
hy  hy  '"y  ^p  ^^^  stetig  ändern^  so  kann  sich  der  Wert  des  genannten 
Intep-als,  wenn  man  von  gewissen  singularen  Wertesystemen  der  s  ab- 
sieht, nur  stetig  ändern;  bleibt  also^  da  er  seiner  Natur  nach  immer 
ganzzahlig  sein  muß,  im  allgemeinen  ungeändert  Man  erhalt  auf 
diese  Weise  den 

m.  Sata:  Setzt  man  zunschen  den  p  VaricMen  v^y  •-->«',  «tftil 
p  Parametern  5^,  •••,  5^  die  p  Gleichungen: 

in  denen  /ifv]),  /i  W;  *  *  'i  /pW  ^*^  ^^  nämlichen  2p  Periodensystemen 
2p 'fach  periodische  Funktionen  von  der  im  IL  Satz  angegebenen  Art 
bezeichnen,  so  entsprechen  jedem  Wertesysteme  der  Größen  5^,  8^,  •••,  s^ 
im  allgemeinen,  d.  h.  wenn  man  von  gewissen  singularen  Wertesystemen 
absieht,  nur  eine  endliche  Anzalü  m  nach  den  Periodensystemen  inktm- 
gruenter  Losungen  v^,  •  •  •,  v^,  und  es  ist  diese  Anzahl  die  gleiche  für  aOe 
nicht  singularen  Wertesysteme  s^,  •••,  s^. 

Bezeichnet  man  nun  mit  (v^^^),  (v^*^),  •••,  (t^"*0  die  m  zu  einem 
Wertesysteme  s^,-",  s^  gehörigen  Wertesysteme  (v)  und  mit  ^+i(«) 
eine  p  +  1^  2p- fach  periodische  Funktion  von  der  im  II.  Satz  in- 
gegebenen Art,  unter  deren  Periodensystemen  sich  alle  Periodensysteme 
der  Funktionen  /ifv)),  •  •  •,  fpiv}  finden,  so  ist  jede  synmietrische  Funktion 
von  fj,+iiv^^^)),  /p+iM),  •••, /p+iC«^^"*^|  eine  einwertige  und  daher 
rationale  Funktion  der  Größen  5^  =/i([t?]),  •••,  s^  =  /^{vJ.  Daraus 
ergibt  sich  aber  der 

IV.  Satz:  Ist  fp^iiv}  eine  p  +  l^  2p- fach  periodische  Funktion 
von  der  im  II.  Satz  angegebenen  Art,  unter  deren  Periodensystemen  sif^ 
alle  Periodensysteme  der  Funktionen  /ift;]),  •••,  fp{v)i  finden^  so  ftcsfeW 
zwischen  /j,+iW  ^^  /iW;  '••;  fpi^}  ^^  irredudble  algebraisdie 
Gleichung,  deren  Grad  in  Bezug  auf  Z^+iW  m  oder  ein  TeSet 
von  m  ist. 

Dazu  wird  man  bemerken,  daß  eine  Erniedrigung  des  Grades 
dieser  Gleichung  unter  m  dann  aber  auch  nur  dann  eintritt,  wenn 
die  m  Werte  f^^A'^^^  '"7  fp^ii'^^'^^}>  welche  die  Funktion  A|+iW 
für  ein  Wertesystem  s^,  •••,  s^  annimmt,  stets  d.  h.  für  alle  Werte- 
systeme der  s  teilweise  einander  gleich  sind,  oder  mit  anderen  Worten, 
wenn  die  m  Zweige  der  Funktion  fp^i^v)j  nicht  alle  von  einander 
verschieden   sind,   sondern   gruppenweise   zusammenfidlen,   was  stets 


1}  Yergl.  dazu  pag.  88. 
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eintritt,  wenn  die  Funktion  fp ^liv}  Periodensysteme  besitzt,  deren 
YieUhche  erst  Periodensysteme  der  Funktionen  f^  {v},  •  •  -yfpiv}  sind. 

Sind  die  m  Zweige  der  Funktion  fp^iiv}  alle  von  einauder  ver- 
schieden, so  wird  durch  die  Angabe  der  Werte  Sj^,  •*•,  s^  und  eines 
Zweiges  von  f^^iiv}  das  Wertesystem  (v)  und  damit  der  Wert  jeder 
weiteren  mit  aen  gegebenen  Periodensystemen  periodischen  Funktion 
eindeutig  bestimmt.    Daraus  folgt  aber  der 

V.  SatB:  HcU  die  Funktion  fp^iiv)j  speziell  die  Eigenschaft,  daß 
sie  mit  f^  {f?j|,  •  •  •,  fp{v]j  durch  eine  irreducible  Gleichung  m*~  und  nicht 
niedrigeren  Grades  zusammenhängt,  oder,  was  derselbe,  daß  sie  für  die 
m  nicht  kongruenten  Lösungen  wenigstens  eines  mit  nicht  singulären 
Werten  s^,  •••,  Sp  gebildeten  Gleiclitmgensystems  (V)  m  verschiedene 
Werte  annimmt,  so  läßt  sich  jede  weitere  mit  den  gegebenen  Perioden- 
systemen 2p 'fach  periodische  Funktion  von  der  im  IL  Satz  angegebenen 
Art  rational  durch  die  Funktionen  /i  {v},  •  •  •,  fpiv},  /^+i  W  eindrucken. 

Es  seien  nun  filv},  •••,  fp([v]j,  fp^iiv}  p+  1  mit  den  nämlichen 
2p  Periodensystemen  2|}-fach  periodische  Funktionen  von  der  im 
letzten  Satze  bezeichneten  Art,  so  daB  also  diese  p+  1  Funktionen 
durch  eine  algebraische  Gleichung, 

(20)  F(f„..;f^f,^,)  =  0 

mit  einander  verknüpft  sind,  jede  weitere  mit  denselben  Perioden- 
systemen periodische  Funktion  aber  rational  durch  sie  darstellbar  ist. 
Dann  sind  auch  die  in  den  Differentialgleichungen: 


(21) 


vorkommenden    partiellen    Derivierten    ^    und    folglich    auch    die 

Koeffizienten    P^^    in    dem    aus    (21)    durch    Auflösung    folgenden 
Gleichungensysteme : 

(22)  

dVp^Pp,df,+  ^^^  +  P^pdf^, 

rational  durch  f^{v},  •••, /),+i((t;])  darstellbar. 

Die  p  Größen  v^,"-,Vp  sind  bisher  p  unabhängige  Veränderliche, 
deren  Veränderlichkeit  man  sich  aber  infolge  der  Periodizität  der 
Funktionen   /i(t?),  •••,  fpiv},  fp^A^ll   *^  ^  Parallelotop  n^  be- 
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schrankt  denke.  Aus  dieser  Mannigfaltigkeit  p^  Stufe  greife  man 
nun  eine  in  ihr  liegende  Mannigfaltigkeit  1^'  Stufe  heraus^  indem  man: 

(23)  /lW  =  9>i(0,    ^W  =  %(0,    •••,    f,H-<P,{t) 

setzt,  unter  q>i{t)y  9>s(0'  "*;  9^(0  ii'g^^d  welche  rationale  Funktionen 
einer  neuen  Veränderlichen  t  verstanden;*)  f^^^  ist  dann  mit  i  durch 
eine  aus  (20)  hervorgehende  algebraische  Gleichung: 

(24)  ö(f,/;^i)  =  0 

verknüpft;  v^,  •••,  v^  aber  sind  auf  Grund  der  Gleichungen  (22)  In- 
tegrale in  der  durch  (24)  bestimmten  Klasse  algebraischer  Funktionen 
und  zwar  infolge  ihrer  Endlichkeit  Integrale  1.  (Gattung;  auch,  da 
die  Funktionen  9i(0; '";  9>p(0  S^^^  beliebige  sind,  linear  unabhängig. 
Das  algebraische  Gebilde  (24)  ist,  da  es  in  «?i,  •••,  t?^  p  linear 
unabhängige  Integrale  1.  Gattung  besitzt,  von  einem  Geschlechte  q^p- 
Man  denke  sich  die  zugehörige  Riemannsche  Fläche  durcli  2$  Quer- 
schnitte in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt  und  mit  Q^, 

\ZLi^>'\  )   ^^^  Periodizitätsmodul  von  v^  am  £***  Querschnitte 

bezeichnet;  zwischen  den  2qp  Größen  Q^,  bestehen  dann  die  \  (p— l)p 
Relationen: 

(25)  2'(°/'(>°^.'/+e  -  Ö,,,^,Q,,)  =  0,   (^,.=i.2..-.,,;,<^ 

q  =  l 

während  für  die  Periodizitätsmodulen 

(26)  Q.  =  H.  +  ?:Z.  (.=!,«,  ,«<) 
irgend  einer  linearen  Verbindung  der  r: 

(27)  2'("eZ.+?-H»+(.2<.)>0 

ist. 

Die  Q^ ,  sind  Integrale  auf  geschlossenen  Wegen  in  der  Fläche  (24); 
da  diesen  auch  geschlossene  Wege  in  der  ursprünglichen  Mannigfaltig- 
keit p*®'  Stufe  (20 j  entsprechen,  so  sind  die  Q^,  ganzzahlige  lineare  Ver- 
bindungen der  Perioden  von  /'i((t;)),  •  •  •,  /p(W);/p+i  W-  Nennt  man  also  die 
2p  Periodensysteme  dieser  Funktionen  Oj  ^,  •  •  •,  ©^^  (a  =  1,  2,  •  •  •,  2|)), 
so  ist: 

(28)  Q..=2''«.-«.-  (rJ:i.'..:?J 

cr  =  l 

1)  Man  könnte  auch  nach  dem  Vorgange  des  Herrn  Wirtinger  (Zar 
Theorie  der  2n-fach  periodischen  Functionen.  1.  Abhandlung.  Monatsh.  f. 
Math.  Bd.  6.  1895,  pag.  69)  eine  Mannigfaltigkeit  1*«'  Stufe  dadurch  definieren, 
daß  man  p  —  1  der  p  Funktionen  f^^  (t^),  --  <,  fp (v)  gegebenen  Eonstaatn 
gleich  setzt. 


j 
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wo  die  m  ganze  Zahlen  bezeichnen.    Ans  den  Relationen  (25)  folgen 
jetzt,  wenn  man: 


i^ 


setzty  die  |^(p—  l)p  Relationen: 

(30)  2  2c„^%a^rfi=^^y  (/i,.  =  l.a.       .P;A.<.') 

während  sich  aus  (27)  für  die  korrespondierenden  Änderungen 

(31)  ß>a  ==  ^a  +  »?«  («=1, 8.   •   . »P) 

irgend  einer  linearen  Verbindung  der  v  die  Ungleichung: 

(32)  ^^c„i^vj^>0 

ergibt 

Die  Großen  c^.  sind  ihrer  Definition  (29)  zufolge  ganze  Zahlen, 
für  welche  c„„  =  0  und  c^^  +  c^^  =  0  ist  für  a,  ^  =  1,  2,  •  •  •,  2p»  Es 
wird  im  folgenden  Paragraphen   weiter  bewiesen  werden,  daB  ihre 

Determinante  ^±  ^n  ^j  •  •  •  ^p,  2j»  ^*^^  einen  von  Null  verschiedenen 
Wert  besitzt;  indem  man  dieses  Resultat  schon  vorwegnimmt,  erhalt 
man  den 

VI.  Satz:  Sind  Oj^,  •  •,  q)^„  (a  =  1,  2,  •  •  •,  2p)  die  2p  Perioden- 
Systeme  einer  2p- fach  periodischen  Funktion  von  der  im  IL  Satz  be- 
zeichneten Art,  so  bestehen  zwischen  diesen  2p^  Größen  (o^^  stets 
i(p  —  l)p  Beziehungen  von  der  Form: 

«p     «p 

(VT)  ^2<^afi^^a^vfi='^y  0i,.^=1.2.....p;/.<,. 

a=l  /*=1 

in  denen  die  4p^  Größen  c^^  ganze  Zahlen  bezeichnen,  so  beschaffen, 

^ß  ^aa  =  0;  ^aß  +  ^/Ja  =  ^  ^'^  ^^  Determinante  ^±  c^  c^f"  c%,^$, 
von  NuU  verschieden  ist.     Sind  femer: 

(VII)  fO^'-Va  +  ita  («  =  1.2...   .2p) 

die  korrespondierenden  Änderungen  irgend  einer  linearen  Verbindung 
der  Variablen,  so  ist: 

2p        2p 
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Die  SStze  11 —V  rühren  von  Weierstraß*),  der  Sats  VI  toi 
Biemann  her,  der,  wie  aus  einer  Mitteilung  von  Her  mite  *)  bekannt  ist, 
schon  im  Jahre  1860  im  Besitze  dieses  Satzes  war;  übrigens  hat  auch 
Weierstraß,  wie  aus  seiner  eigenen  Äußerung')  und  aus  einer  Abhand- 
lung des  Herrn  Hurwitz  ^)  zu  ersehen  ist,  den  Satz  gekannt.  Beweise 
ftlr  den  Satz  sind  von  beiden  Autoren  nicht  bekannt  geworden.  Den 
obigen  Beweis  haben  die  Herren  Poincarä  und  Picard^)  veröffentlicht; 
ein  anderer  Beweis  ergibt  sich  aus  den  Arbeiten  des  Herrn  Appell^  in 
Verbindung  mit  Untersuchungen  des  Herrn  Frobenius^.  Eine  za- 
sammenfassende  Darstellung  der  obigen  Sätze  hat  Herr  Laurent^)  ge- 
geben; in  neuerer  Zeit  wurden  die  Sätze  eingehend  erörtert  und  mit 
neuen  Beweisen  versehen  von  Herrn  Wirtinger.*) 


§3. 

Reduktion  der  Perioden  einer  allgemeinen 
2p'tBLCh  periodischen  Funktion  auf  eine  VormaUbrm. 

Führt  man  an  Stelle  der  Perioden  o   durch   eine   unimodulare 
lineare  Substitution: 

(33)  "'.„=2'»«r«;x.  {:zil'.%) 

IQ  der  also  die  n^    4p^  ganze  Zahlen  von  der  Determinante  ±  1  be- 


1)  Weierstraß,  Untersuchungen  über  die  2r-fach  periodischen  Functionen 
von  r  Veränderlichen.     1880.    Math.  Werke  Bd.  2.    Berlin  1896,  pag.  126. 

2)  Hermite,  Übersicht  der  Theorie  etc.  pag.  24. 

3)  a.  a.  0.  pag.  133. 

4)  Hurwitz,  Über  die  Perioden  solcher  eindeutiger,  2 n- fach  periodischer 
Functionen,  welche  im  Endlichen  überall  den  Charakter  rationaler  Functionen 
besitzen  und  reell  sind  für  reelle  Werte  ihrer  n  Argumente.  J.  für  Math.  Bd.  94. 
1883,  pag.  8. 

5)  Poincar^  et  Picard,  Sur  un  th^or^me  de  Riemann  relatif  aux  fonc- 
tions  de  n  variables  ind^pendantes  admettant  2n  syst^mes  de  Perioden.  C.  B. 
Bd.  97.  1883,  pag.  1284;  auch  Poincar^,  Sur  les  fonctions  abrennen.  C.  R. 
Bd.  124.  1897,  pag.  1407.  Picard,  Sur  les  fonctions  uniformes  quadruplement 
p^riodiques  de  deux  variables.  C.  R.  Bd.  124.  1897,  pag.  1490,  und  Poincare, 
Sur  les  propri^t<^s  du  potentiel  et  sur  les  fonctions  abäliennes.  Acta  math. 
Bd.  22.     1899,  pag.  89. 

6)  Appell,  Sur  les  fonctions  elliptiques.  C.  B.  Bd.  110.  1890,  pag.  32; 
Sur  les  fonctions  de  deux  variables  ä  plusieurs  paires  de  p^riodes.  C.  B.  Bd.  110. 
1890,  pag.  181;  Sur  les  fonctions  p^riodiques  de  deux  variables  C.  B.  Bd.  111. 
1890,  pag.  636  und  J.  de  Math.  (4)  Bd.  7.     1891,  pag.  167. 

7)  Frobenius,  Über  die  Grundlagen  der  Theorie  der  Jacobischen  Func- 
tionen.   J.  für  Math.  Bd.  97.     1884,  pag.  16  und  188. 

8)  Laurent,  Traite  d'Analyse.    Bd.  4.    Paris  1889,  pag.  484. 

9)  Wirtinger,  Zur  Th.  d.  2n-foch  per.  Funkt.  1.  Abb.  Monatah.  f.  Math. 
Bd.  6.    1896,  pag.  69. 


Nonnalform  für  die  bilinearen  Relationen  (VI).  121 

lehnen,  andere  damit  äquivalente  Perioden  <o'  ein,  so  kann  man, 
ie  Herr  Frobenins^)  zeigt,  die  ganzen  Zahlen  n^^  so  bestimmen, 
kB  die  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (VI)  stehende  bilineare 
>nn  in  die  Normalform  übergeht^  d.  h.  daß: 

Sp       Sp  » 

ird,  wo  die  e  die  Elementarteiler  der  Determinante  ^±  c^t^i"'  ^a>p 
izeichneu,  also  positive  ganze  Zahlen  sind,  von  denen  jede  durch  die 
»rhergehende  teilbar  ist^  und  bei  der  Annahme,  daß  die  4p'  Zahlen 
ß  keinen  gemeinsamen  Teiler  besitzen,  die  erste  e^  den  Wert  1  be- 
zt.  Für  diese  neuen  Perioden  o'  bestehen  dann  den  Gleichungen 
T)  entsprechend  die  i(p  — l)l>  Beziehungen: 

ahrend  den  Ungleichungen  (VIII)  entsprechend  für  die  korrespon- 
erenden  Änderungen 

►6)  <=  '^a'+  »5«'  («-1,2.. ..,Sp) 

gend  einer  linearen  Verbindung  der  v: 

V 

t.    Man  hat  so  den 

VIL  Sati:    Man   hmn   die   2p    Periodensysteme   ©j^,  •  •  •,  ® 
:  =  1,  2,  •  •  •,  2p)   einer  2p'fach  periodischen  Funktion  von   der  %m 
L  Saiss  bezeichneten  Art  stets  so  auswählen,  daß  die  nach  dem  VI.  Satz 
vischen  ihnen  bestehenden  \{p  —  l)p  Beziehungen  die  spezielle  Form: 

inehmen,  wo  die  e  positive  ganze  Zahlen  sind,  von  denen  jede  durch 
e  vorhergehende  teiOnir  ist    Sind  dann  weiter: 

l)  ^a^^Va+^ta  (o  =  l,2,     -.Sp) 

e   korrespondierenden  Änderungen  irgend  einer  linearen   Verbindung 

r   Variablen,  so  ist: 
p 

1)  FrobeniuB,  Theorie  der  lin.  Formen  etc.    J.  ftlr  Math.  Bd.  86.     1879, 
g.165. 
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Man  kann  nunmehr  den  Beweis  für  die  im  VL  Sats  aiuge- 
sprochene  Behauptung  erbringen,  daß  die  Determinante  ^+^11^»— Ctry 
von  Null  verschieden  ist.  Hätte  nämlich  diese  Determinante  deD 
Wert  Null,  so  wären  für  eine  gewisse  Zahl  jp'<jp: 

(38)  V+.  =  V-H. ^P  =  ^' 

und  wenn  man  dann  eine  lineare  Verbindung  der  Yariablen  so  be- 
stinmien  würde,  daB: 

(39)  0)1  =  ög  =  •  •  •  =  (D^,  =  0 

wird,  so  würde  für  diese  der  auf  der  Unken  Seite  von  (XI)  stehende 
Ausdruck  verschwinden.  Da  dieses  aber  nach  dem  letzten  Satze  un- 
möglich ist,  so  ist  auch  die  gemachte  Annahme,  daß  2±c^iC^i  "'^p,$p'^^ 
ist,  unstatthaft. 

Nun  ergibt  sich  weiter,  daB  für  die  dem  VII.  Satz  entsprechend 
ausgewählten  Perioden  die  Determinante  ^±  aJu©»  •••  ©--  einö» 
von  Null  verschiedenen  Wert  besitzt.  Wäre  nämlich  diese  Determi- 
nante Null,  so  würde  es  GröBen  Zj,  l^,  •••,  l  geben,  die  nicht  afle 
Null  sind  und  welche  gleichzeitig  die  p  Gleichungen: 


(40) 


0 


(«l,!,-    .1) 


erfallen.    Die  aus  den  Variablen  Vj,  •  •,  v^  gebildete  lineare  Form 
(41)  " 


P 


würde  sich  dann  aber  gar  nicht  ändern,  wenn  das  System  Vn      jv. 
um    eines    der   p    Periodensysteme    g}^A'"\^pv    (^=1>  2,  •  ••,/>) 


geändert    wird;    von    den    2p    den    Periodensystemen^  ®ial"*-®i 


(a=l,2, 
(42) 


•,  2p)  entsprechenden  korrespondierenden  Änderungen 


p 


(a=l,l,      ,«l) 


von  t;  besäBen  sohin  die  ersten  p  sämtlich  den  Wert  Null,  was  mit 
Rücksicht  auf  die  Ungleichung  (XI)  unmöglich  ist. 

Ebenso  kann  man  zeigen,  daB  auch  die  Detenninante 
^±ai^p+i(02^p+2  '•'  cjp^p  nicht  Null  sein  kann,  und  allgemeintf, 
daß  jede  aus  der  Matrix: 


G)v 


^81 


CO« 


O 


(43) 


12 


«. 


'p8 


(D 


i,»P    ®«.«p 


<o. 


Jh^p 
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«ntnommene  Determinante  p*^  Grades  ^±(0^.  cj«  .  •••ö«.,  von 
Null  yerBchieden  ist,  sobald  keine  zwei  der  Indizes  €^y  h}"'}  ^p 
einaiider  nach  dem  Modul  p  kongruent  sind. 

Ist  aber  die  Determinante  ^  ±  o^i  ®2a  *  *  *  ^pp  +  ^>  ^^  kann  man 
■n  Stelle   der  Variablen  v  neue  Variable  u  einführen  mit  Hilfe  der 

Oleicfanngen: 

p 

(44)  ^**^/*=^^?®iu^«*^;  (^=1,2.. ...p) 

<>  =  ! 

und  es  entspricht  dann  für  l^  l,  2,  *",  p  der  Änderung  der  Größen 

^\^t\  "'\^p  ^^^^  das  Periodensystem  (Dh  \  (o^x  \  "'\  ^px  ^^^  Änderung 

der  Größen  «,|...|«.|-|«,  um  das  System  Ol  •.•  |  ^f  I  -  |0;  der 

Änderung  der  Großen  v^\v^\  ••• !  v  um  das  Periodensystem  ^i^p+i\fo^^p^x\ 
"'l^p^p^x  die  Änderung  der  Größen  ti^  Im^  !  •••  |  w^  um  ein  System 
Oj^loi^l  •"  \%X}  ^^^  d®°^  d^^  Größen  a  j^  durch  die  Gleichungen: 


^'^^^.P-^■l'^2' 


(45)  ^^^M.P-^^-^^  ^(}^M9%i  (2,^  =  1,3,. ...p) 

bestimmt   sind.     Bezeichnet   man   nun   den  Wert   der   Determinante 

2  i  ^11  ^n  "' ^pp  ™^*  ^;  d^®  Adjunkte  von  o^^  in  dieser  Determi- 
nante mit  o^^y  so  folgen  aus  den  letzten  Gleichungen  durch  Auflösung 
nach  den  a  j^  als  unbekannten  die  Gleichungen: 

p 

Für  diese  Größen  a  ergeben  sich  aber  die  folgenden  Beziehungen. 
Multipliziert  man  die  aus  (IX)  folgende  Gleichung: 

W  2  ^^  ®i"^  ^^p+^  ^2  ^^  ^vX^f.,p+Xy 

die  für  jedes  fi  und  v  von  1  his  p  gilt,  links  und  rechts  mit  o^  o^„, 
indem  man  unter  q,  6  irgend  zwei  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2^  *•>  /> 
versteht^  und  summiert  hierauf  nach  /ti  und  v  von  1  bis  py  so  erhält 
man  die  Gleichung: 

p  p 

(^)  2  ^Q  ^».  p +c  ^» " = 2 "-'- "".".  p + -  -v  (' 

••=1  yUi=l 

und,  indem  man  noch  linke  und  rechte  Seite  mit  -  multipliziert, 
die  Glfiiehung: 
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(49)  ^  2!  «'^P+^^^a  =  T  2! "^f^^p^oO^Q 

und  erkennt  daraus^  daS  die  Gh-öBen  a  den  \(p  —  l)p  Gleichongen: 

(50)  »a^^^^a  (^.a=1.8.-..,p;f<a) 

genügen. 

Versteht  man  weiter  unter  x^,-",  x^,  irgend  welche  reelle  GroBen 
und  bildet  aus  den  Variablen  u^,  •••^  u^  die  lineare  Form 

p 

(51)  ^-2^f^%' 

so  sind  die  2p  den  Periodensystemen  (o^^,  •••,  a^^  («  —  1,  2,  •••,  2p) 
entsprechenden  Änderungen  o^  dieser  Variable  u  durch  die  Gleichungen: 


(52)  <o,^  —  X;„         (0p^i-2j%i^f*  (i=iA-  ,F) 

bestinmit^  und  es  nimmt  die  Ungleichung  (XI)^  da  aus  (52)  sich  fBr 
die  reellen  und  lateralen  Teile  der  GroBen  cd  die  Werte: 


tl  =  —  Xxf  tp^X'^^^^X^fif 


(53)  '*"^'  (il-l.!.  -.F) 

ergeben,  wenn  wie  früher  (i^x=^  rftx  +  s^^i  gesetzt  wird,  die  Fonn: 

(54)  ^^^.^^^a<0 

aU;  welche,  da  sie  für  beliebige  reelle  Werte  der  x  gilt,  zeigt,  daS 
die  mit  den  reellen  Teilen  der  GroBen  a  als  Koeffizienten  gebildete 
quadratische  Form  eine  negative  ist.  Man  hat  also  das  folgende 
Endresultat: 

vm.  Satz:  Ist  flv}  eine  einwertige  2p- fach  periodische  Funktim 
der  p  komplexen  Veränderlichen  Vj,  •••,  v^  von  der  im  IL  Satt  fe- 
zeichneten  Art,  so  kann  man  dieselbe  diwrch  Einführung  passend  gt- 
wähUer  neuen  Variablen  u^,  *,  u^  vermittelst  einer  linearen  SubsOkitim 
in  eine  Funktion  F{u}  dieser  neuen  Variablen  überführen,  wdthe  (ft 
2p  Periodensysteme 


I 


r^aciiw  , 


d^  die  Eigeascb.  voa  Thetamod.oSBSSr 


0|0h^-|^,       a, Ja,  I 


>F* 


»^/y  6ei  (imm  die  e  positm  gaiufe  Zahlen  bejseichnmj  von  denen 
=  1  und  für  A  •-  1,  2,  -  ,  p  —  1  c^^i  durch  evj  ^d/iar  isf,  rf*€  a 
Großen  sind,  welche  den  i(i>  —  l)p  Gleichungen: 


I) 


«i.> 


>^' 


C",^''=i,a,-  ,i'»^<KJ 


unrf  tm^  r^f<7  Eigenschaß  besitzen  ^  daß  die  mit  Hiren  redkn 
Teäm  r^^,  als  Koeffiaiertien  gebildete  quadratische  Form: 


p      p 

^=1  fi'  =  \ 


im  Farm  irf*). 

Man  wird  hier  noch  bemerken,  daß  die  Periodeusyatem©  (Xu) 
als  ein  spezieller  Fall  der  dem  VTI.  Satze  zu  Grunde  liegenden 
lensysteme  coj  ^ 


03, 


j»a 


(cc  =  l,  2,  •  •,  2p)  angesehen  werden 
Snnen,  und  daß  dementsprechend  die  Bedingungen  (XIII),  (XIV) 
iichts  anderes  sind  als  die  Bedingungen  (IX)^  (XI)  angewendet  auf 
Ü«  vorliegenden  speziellen  Periodensysteme.  Weiter  liefert  aber  die 
angegebene  Eigenschaft  der  Periodensysteme  &,  wonach  die  aus 
aen  gebildete  Determinante  ^  ±  cd^^  ^jOJ,  -^.s  '  ^vip'^  ^  ^^^> 
ir   die  Thetaraodulen   a^^^   die   Eigenschaft,   daß   ihre   Determinante 

^*±<*ii<S«'     ^fip  ^^^  ^^^  Null  verschieden  ist,  und  endlich  ent- 
spricht der  allgemeineren  Eigenschaft  der  ra,   daß  jede  Determinante 

Grades  ^±©i^,  Oj^^  *      <ö«,     der  Matriz  (43),   bei  der  keine 
rei  der  Indizes  ^i,^ty      j  ^p  einander  nach  dem  Modul  p  kongruent 
lud,  nicht  Null  ist,  bei  den  Thetamodulen  a      die  Eigenschaft,  daß 
aus    den    nämlichen    Horizontal-    und    Vertikalreihen    gebildete 
pterdeterminante  beliebigen  Grades  der  Determinante  ^±  ^i^'  *  %p 
adti  Ton  Null  verschiedenen  Wert  besitzt*). 


t)  Wirtinger,    Zur   Tk    d,   2«- fach   per    Punkt.     1.  Abb,     Moaatak  f. 
MaUk  Bd,  6,     1S9&,  patj^.  95. 

1)  Vagi,  da&u  den  Vf.  Satx  p&g.  105. 
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§4. 

Dantellnng  der  allgemeinen  2i9-fitoh  periodisoiien 
Funktionen  durch  Thetaflmktlonea. 

Fanktionen  mit  den  Periodensystemen  (XII)  kann  man  mit  Hilfe 
von  Thetafanktionen  bilden,  um  dazu  zu  gelangen ,  stellen  wir  niu 
die  Aufgabe^  die  allgemeinste  einwertige  und  för  endliche  Werte  der 
Argumente  stetige  Funktion  G{u]j  der  komplexen  Veränderlichen  Ui ,  --*,«, 
zu  finden^  welche  filr  alle  Werte  der  u  den  2p  Gleichungen: 

(55)  G(uJ-..K  +  ^*|.--^,)  =  G(tix|---|t*J---|^)6«^^-N 

(56)  G (t«i  +  Ol  J  .  •  •  I  tt^  +  a^ J  =  G  (u,  i . . .  I  u,)  c— ..-»-«.-",«,• 

genügt^  in  denen  n  eine  gegebene  positive  ganze  Zahl,  die  g,  h  will- 
kürlich gegebene  Eonstanten  bezeichnen.  Versteht  man  unter  6(1») 
eine  der  gestellten  Bedingung  genügende  Funktion,  so  ist  für  diese: 

(57)  G(uJ-..|u,  +  ;ri|.--|^)  =  G(u,|---|uJ...|ti,)e«^^.-' 

(.r=l,2,..,p) 

und  diese  Gleichungen  zusammen  mit  den  Gleichungen  (56)  cluuik- 
terisieren  die  Funktion  Gi[u}  als  eine  Thetafiinktion  »*"  Ordnung  mit 

der  Charakteristik 

in  der  Form: 


Als  solche  ist  sie  nach  dem  XV.  Satz  pag.40 


0,1,    ,n-l 


r^9 + 9 


n 
h 


inuha 


(58)  ^((4=2^.1  ■••.p^ 

darstellbar,  wo  die  Ä  von  den  u  freie  Größen  bezeichnen,  und  es 
handelt  sich  jetzt  noch  darum,  diese  Eonstanten  A  ,  in  allge- 
meinster Weise  so  zu  bestimmen,  daß  die  Funktion  G{ujj  den 
Gleichungen  (55)  genügt.  Aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich  aber 
zunächst  die  Bedingung,  daß  die  Zahl  n  durch  jede  der  p  Zahla 
^17  ^f ' "}  ^p  ob^^  l^si  teilbar  sein  muß.  Ist  diese  Bedingung  eifBlU^ 
so  wird: 


(59) 


&(«.|---|«,+  "-|---|«,) 


0,1, 


ei. 


2a. 

Qp 


» 


^9  +  9 


n 
h 


inu\ 


,(,..';:), 


und  es  folgen  daher  weiter,  da  die  auf  der  rechten  Seite  Torkommeiiden 
Thetafimktionen  linear  unabhängig  sind,  aus  der  Gleichung  (55)  die 
Bedingungen: 


Ip-tacL  periüil. 


darat 


(60) 


«  A 


den  Wei-t  Null 


denen  sich  ergibt,  daß  alle  jene  Größen  A 

j  besitzet) j  bei  denen  nicht  für  p  ^  1^2,  -y  p  die  Zahl  p^  durcli  e^ 
ohne  Rest  teilbar  ist.  Man  erhält  so  aus  der  Qleichuiig  (58)^  wenn 
man  ooch  in  neuer  Bezeichnung: 

|(61)  ^. 

laucb 

n 


•l«! 


=  0 


'/.' 


(62) 


Qu 


-9p 


[seist,  fttr  die  Funktion  Gl[u])  den  Ausdruck: 


g    "—  1  q    ' —  1 

[(63)  GW^^^^.^C; 


% 


h 


UG4) 


w   = 


Eine  jede  der  Qi^^  ■■  ^p  auf  der  rechten  Seite  von  (63)  vor- 
kommenden Thetafunktionen  ist  eine  partikuläre  Losimg  der  für  die 
[funktion  G((u))  aufgestellten  Bedingungsgleichungen  (55),  (50),  und 
stellt  daher  der  für  G{u}  gefundene  Ausdruck  die  gewünschte 
JÜIgemeinste  Lösung  dar,  wenn  mau  unter  den  C  willkürliche  Kon- 
lülanten  yersteht 

Durch  Verfügung  über  die  in  der  letzten  Gleichung  auftretenden 
["willkürlichen  Konstanten  C  kann  mau  beliebig  viele  verschiedene 
I  Funktionen  Gi[u}  bilden.  Bezeichnet  man  dann  irgend  zwei  der- 
[ selben  mit  G^lu}  und  G^i^u},  so  ist  ihr  Quotient 

[«tne  mit  den  2p  Periodensystemen  (XII)  periodische  Funktion  der  im 
|]J«  Satz  charakterisierten  Art. 

Damit  ist  zugleich  bewiesen,  daß  die  im  VI.  Satz  angegebenen 
»twendigen  Bedingungen  für  die  Perioden  einer  2|)-faeh  periodischen 
[l*'uuktion  der  bezeichneten  Art  auch  hinreichende  sind,  indem  die 
J Bildung  von  Funktionen  mit  vorgeschriebenen,  diesen  Bedingungen 
I genugenden  Perioden  nunmehr  mit  Hilfe  von  Thetafunktionen  diirch- 
Bführt  ist. 

Nimmt  man  endlich  den  V.  Satz  zu  Hilfe,  wonach  jede  2^- fach 
irriodische  Funktion  der  bezeichneten  Art  durch  p  +  1  passend  aufl- 
äwählte  mit  denselben  Perioden  periodische  Funktionen  rational  aus- 
lekt  werden  kann,  so  erhält  mau  das  Endresultat: 

nL  Sais:    Alle    2p- fach  periodischen  FunkÜofum    von    der    im 
Saig   bemchnden  Art  hissen  sic/i  ratimtal  durcli   Tftctafunktumen 


Fünftes  Kapitel. 
Die  Transformation  der  Thetaftmktionen. 

§1. 

Das  TransformatloiuiproMem. 

Der  Quotient  zweier  zur  nämlichen  Charakteristik  gehöriger 
Thetafunktionen  höherer  Ordnung  ist^  wie  im  L  Satz  p^.  112  ange- 
geben wurde,  eine  mit  den  dort  angeschriebenen  2p  Periodenqrstemen 
(IV)  2|>-fach  periodische  Funktion.  Da  diese  2p  Periodensystemd 
aus  den  2p  Periodensystemen  (XU)  pag.  125  für  Cj«— c^  — •••  — e^=l 
hervorgehen,  so  kann  man  den  genannten  Thetaquotienten  nach  im 
Untersuchungen  des  letzten  Kapitels  aus  einer  2j)-fach  periodiBchen 
Funktion  f^v}  abgeleitet  denken,  deren  2p  Periodensysteme  cdi,,,  •••,  o,, 
(a  =  1,  2,  •  •  •,  2p)  den  Bedingungen  (IX),  (XI)  ßlr  die  spezielkn 
Werte  ei=»Cj  =  --  =  6^=l  genügen.  Es  ist  fÖr  die  Darstellung 
der  Transformationstheorie  zweckmäßig,  von  diesen  allgemeineren 
Funktionen  und  nicht  von  den  Thetafunktionen  auszugehen. 

Man  lege  also  den  folgenden  Untersuchungen  2p'taßh  periodische 
Funktionen  fi[v]j  zugrunde,  deren  2p  Periodensysteme: 

^lp\^ip\'-\^ppP  ^l,ip      |®2.2p      \-'-\^p,ip, 

den  ^(p—  l)p  Bedingungen: 
p 

(2)  ^K?^^,j»+?  -  ^M,P-^(f^r^)  -=  0    (/',«i.i,-.f;^<') 

genügen,  während  für  die  korrespondierenden  Änderungen 

(3)  ^a^Va  +  ita  («-!.«,•   -.Hl 

irgend  einer  linearen  Verbindung  der  t;: 
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(4)  ^iv,tp^i>-Vp^i>t,)>0 

ist.  Die  Argumente  u^,  •  •;  u^  der  zur  Darstellung  dieser  Funktionen 
dienenden  Thetafunktionen  werden  dann  implizite  durch  die  Glei- 
chungen: 

p 

(^  =  1.2,...,|») 

oder  explizite  durch  die  damit  äquivalenten: 


(5)  ^i^f.-2^f^9^9 


ni  X7 


(6)  ^=  «^^eV  (?=i.2..  ...p) 

in  denen  o  den  stets  von  Null  verschiedenen  Wert  der  Determinante 
^±  ©u  ©22  •  (Dpp  und  0^  die  zu  ©^  gehörige  Adjunkte  in 
dieser  Determinante  bezeichnet,  geliefert,  während  die  Modulen  a^^ 
{fiy  6  =^  \j  2^  •  '  j  p)  der  Thetafunktionen  implizite  durch  die  Glei- 
chungen: 

(7)  ^i^t..p^a=2^^q<^qa  C«.<x=.l,2,.   .,p) 

oder  explizite  durch  die  damit  äquivalenten: 


(^,a=l,2,-.,p) 


P 

bestimmt  werden. 

Soll  nun  eine  2|}-fach  periodische  Funktion  von  den  Perioden 
o^„,   fQr  welche   die   Bedingungen   (2)   und   (4)   erfüllt   seien,    mit 
2|)-fach  periodischen  Funktionen  von  anderen  Perioden  o^a;  welche 
den  iCp— l)i?  Gleichungen: 
p 

(9)  ^    {^MQ^^,P  +  Q  —  ^M,P-^9^vq)  =  0     O'.^^-l.S,    •  ,p;  fi<r) 

genügen,  während  für  die  korrespondierenden  Änderungen 

(10)  <='»?«+  »fa  («=!,«..  ...SP) 

der   oben   zur  Definition    der   o^   eingeführten   linearen  Verbindung 

der  v: 

p 

(11)  2(^e£p'+e-^p+?S^)>o 

ist,  durch  eine  algebraische  Gleichung  verknüpft  sein,  sodaß  zu  einem 
Wertesysteme  der  letzteren  Funktionen  nur  eine  end^che  Anzahl  von 

Krfts*v,  TlMtaAuktioBM.  9 
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Werten  der  ersteren  gehört^  so  müssen  die  Perioden  m'  homogene 
lineare  Funktionen  der  a  mit  rationalen  Koeffizienten^  also: 

(12)  <<.=2'''«.°'..        e^i'v-iü 


«=i 


sein.  Durch  diese  Gleichungen  gehen  dann  die  Relationen  (9)  in  bi- 
lineare  Relationen  zwischen  den  co  über: 

(13)  2 22^^Q'^'p^(>.''  -  ^P+^,.^e'')®/''*^>-'  =  ^• 

»=i  «'=1  p=i 

{ju,v  =  l,i,-      ,Pi  fi<v) 

Setzt  man  daher  voraus^  daß  zwischen  den  Perioden  o  nur  die  Glei- 
chungen (2),  sonst  aber  keine  Relationen  bestehen  ^)^  so  ergeben  sich 
für  die  rationalen  Zahlen  c^^  die  p{2p—  1)  Relationen: 

/i^\         ^(  ^-.^>  ^^^^  e'^p  +  6^ 

K^V        ^^ypQ.^p-^Q,^      ^P+?,.^?W-o,   wenn  /^jp  +  e, 

(»,f'=l,  2, -...Sp;  •<#') 

in  denen  n  eine  nicht  näher  bestimmte  rationale  Zahl  bezeichnet^  die 
aber,  wie  sofort  gezeigt  werden  soll,  einen  positiven  Wert  be- 
sitzen muB. 

Da  nämlich  die  Größen  oj  mit  den  Großen  o^  ihrer  Definition 
nach  gleichfalls  durch  die  Relationen: 

«p 

(15)  Cla'=2^C„.CI.  (a  =  l,8,...,«» 

•  =  1 

verknüpft  sind,  aus  diesen  aber  durch  Trennung  der  reellen  und  late- 
ralen Teile  die  Gleichungen: 

2p  ip 

(16)  v:=2c„.v.,     s;=^c„.g.     (a=i.v.«») 

f=i  f=i 


hervorgehen,  so  wird  zunächst: 


1)  Für  singulare  2jp-fach  periodische  Funktionen,  deren  Perioden  außer 
den  Bedingungen  (2) — (4)  noch  besonderen  Relationen  unterworfen  sind,  kann 
den  Gleichungen  (13)  durch  Zahlen  c^^  Genüge  geschehen,  welche  nicht  die 
Gleichungen  (14)  erfüllen.  Für  solche  Funktionen  sind  also  außer  den  bei  all« 
2p -fach  periodischen  Funktionen  existierenden  „ordinären^^  TransformationCB 
noch  besondere  ,,singuläre^^  vorhanden;  vergl.  dazu  Humbert,  Sur  les  foso- 
tions  abeliennes  singuliäres.  (Deuxi^me  memoire).  J.  de  Math.  (6)  Bd.  6.  1900, 
pag.  279;  auch:  Sur  la  transformation  des  fonctions  ab^ennes.  C.  R.  Bd.  IH 
1898,  pag.  814;  Sur  les  transformations  singuli^res  des  fonctions  ab^liflBBefc 
C.  R.  Bd.  126.  1898,  pag.  882  und:  Sur  la  transformation  des  fonctions  ab^UenaeB^ 
C.  R.  Bd.  129.     1899,  pag.  966. 


Ente  Fonn  der  Bedingungsgl.  für  die  Transformationszahlen. 
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i^V    ^iviU-^Q-Vp-^^ 


=  WV/ 


(719  ip+9  ■"  ^p+?  Q  ="  ^^  (^?  ^p+Q "~  %+9  p- 


und  daher  weiter  auf  Grund  der  Gleichungen  (14) 

(18)  2^( 

Beachtet  man  aber,  daB  für  die  Größen  %  g  die  Ungleichung  (4),  für 

die   Großen   ri\  f   die   Ungleichung  (11)  besteht,   so   erkennt   man 

MI8  der  Gleichung  (18),  daß   die  Zahl  n  einen  positiven  Wert  be- 
ritien  muß. 

Der  Übergang  von  Perioden  q)^„  v  Z  1'  2'  •  *'  2  )  ^^  weuen  Perioden 
»ji'a  r  ™  /  «'  '  o  ) .  t^elche  sich  aus  ihnen  zusammenseteen  durch 
lineare  Gleichungen  von  der  Form: 

(I)  «;«=J' ««.«..,  (::l;t.;;U 


tii  denen  die  c^,  4tp^  rationale  Zahlen  bezeichnen,  welche  den  p(2p—  1) 
Sdationen: 


(n) 


^,  s_n,   wenn   «' =!>  +  «, 

^  (^e.^P+e.''""^p+e.«^e*'>>-0,  wenn   f'^p  +  f, 


genügen,  heißt  eine  Transformation  der  Perioden;  die  in  deti  Glei- 
chungen (II)  auftretende  positive  rationale  Zaid  n  der  Grad  oder  die 
Ordnung  der  Transformation.  Sind  die  Transformationszalden  c„, 
gange  Zahlen,  so  wird  die  Tta/nsformation  eine  ganzzahlige ,  ist  die 
Ordnung  n  =  1,  eine  lineare  genannt 

Das  Transformationsproblem  ist  vollständig  bestimmt,  sobald  die 
4p'  rationalen  Zahlen  c^^  gegeben  sind.  Man  denke  sich  dieselben 
in  ein  quadratisches  Schema  von  der  Form: 


(19) 


T  = 


<11     • 

•<^p 
•■<'pp 

\p+l 

•■%»p 

'^p,p+i 

■■^,'ip 

'ip+l.l  ■ 

"''p+i.p 

'^p+l,p+l  • 

""p+i.ip 

^„1  ■ 

■■<'^p,p 

'^p.p+l 

■■^p,ip 

I  System  von  4p^  Zahlen  soll  die  Charakteristik  der 

*e  Tier  Baume,   in  denen  die  Größen  c^^,  c^^^+y, 

f?— 1,  2,  •••;  jp)    beziehlich   stehen,    der   erste^ 
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zweite ;  dritte,  vierte  Quadrant  der  Charakteristik,  und  die  in  einem 
Quadranten  stehenden  Zahlen  die  Elemente  des  Quadranten  genannt 
werden.  Wenn  kein  Mißverständnis  zu  befdrchten  ist,  soll  die 
Charakteristik  T  zur  Abkürzung  mit: 


(20) 


T  = 


%. 

^f^yP^^ 

^'P+Hf* 

^p-k-hfP-^^ 

bezeichnet  werden,  indem  man  in  jeden  Quadranten  das  v^  Element 
seiner  ft^  Horizontalreihe  setzt.  Besitzen  alle  außerhalb  der  Haupt- 
diagonale  eines  Quadranten  stehenden  Elemente  den  Wert  Null,  die 
in  der  Hauptdiagonale  stehenden  Elemente  aber  den  nämlichen  Wert 
w,  so  soll  dies  dadurch  angezeigt  werden,  daß  man: 

(21) 

in  den  betreflfenden  Quadranten  setzt;  dabei  ist  der  Fall  «7  =  0  nicht 
ausgeschlossen;  in  diesem  Falle  soll  jedoch  auch  die  kürzere  Be- 
zeichnungsweise ^  daß  man  in  die  Mitte  des  betreffenden  Quadranten 
eine  Null  setzt,  erlaubt  sein.  Endlich  soll  es  gestattet  sein,  die  zur 
Charakteristik  T  gehörige  Transformation  kurz  als  die  Transfonnir 
tion  T  zu  bezeichnen. 

Nachdem  im  Falle  p  ^=  1  das  Transformationsproblem  schon  in  des 
die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  begründenden  Arbeiten  tob 
Jacobi  und  Abel  ^)  behandelt  worden  war,  wurde  es  für  jp  =  2  tob 
Hermite*),  für  beliebiges  i?  von  Thomae'),  Clebsch  und  Gordan*) 
und  Weber '^)  aufgestellt. 

1)  Vergl.  Enneper,  Elliptische  Funct.  etc.    2.  Aufl.,  pag.  281. 

2)  Hermite,  Sur  la  th.  de  la  transf.  etc.  C.  R.  Bd.  40.  1856,  pag.M9; 
siehe  auch:  Königsberg  er,  Über  die  Transformation  etc.  J.  für  Math.  Bd.6i 
1865,  pag.  17  und  Bd.  65.  1866,  pag.  335  und:  Über  die  Transformation  dei 
zweiten  Grades  für  die  AbeFschen  Functionen  erster  Ordnung.  J.  für  Math.  Bd.  6T. 
1867,  pag.  58;  eine  Reproduction  der  Hermite'schen  Abhandlung  bei  Cayley, 
On  the  transformation  of  the  double  Theta-functions.  Quart.  J.  Bd.  21.  18Ä, 
pag.  142;  vergl.  femer:  Laguerre,  Sur  le  calcul  des  syst^mes  lin^aires.  EztnÜ 
d'une  lettre  adressöe  ä  M.  Hermite.   J.  de  l'fic.  pol.  Bd.  26.    1867,  pag.  216. 

3)  Thomae^  Die  allgemeine  Transformation  etc.  Inaug  -DisB.  Gtöttiiigei 
1864,  und:  Beitrag  zur  Theorie  der  Abel'schen  Functionen.  J.  für  Math.  BdÄ 
1873,  pag.  224. 

4)  Clebsch  und  Gordan,  Theorie  der  AbePschen  Functionen.  Lps.  Id0(i 

5)  Weber,  Über  die  unendlich  vielen  Formen  der  6'- Function.  J.  ^ 
Math.  Bd.  74.  1872,  pag.  57  und:  über  die  Transformationstheorie  der  IMi- 
Functionen,  ins  Besondere  derer  von  drei  YeränderHcheiL.  Ann.  di  MiiA 
Bd.  9.     1879,  pag.  126.     Zu  den  Untersuchungen  der  jetst  folgenden  Axtibl 


m 


Determinante  C  der  Transformationszahlen  c 


aß- 
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§2. 
Veitore  Bigensohafben  der  Transfbrmatioiuaahlen  c^ß. 

Man   bilde   aus   den  Ap^   Größen   c^^  (a,  /J  =  1,  2,  •••,  2p)    die 
len  Determinanten: 


C  = 


Cu 


^1, 


i»+i 


^,2p 


C'  = 


^2p,2p 

•         ^P 

''p.p+l 


"-p-sp 


pp 


chte,  daß  C  und  C  denselben  Wert  besitzen,  und  bezeichne  diesen 
leinsamen  Wert  gleichfalls  mit  G,  Zur  Bestimmung  dieses  Wertes 
jilde  man  nun  das  Produkt  der  beiden  Determinanten  G  und  C 
der  Weise,  daß  man  die  Vertikalreihen  von  G  mit  den  Vertikal- 
len  von  G'  komponiert;  die  dadurch  entstehende  Determinante 
itzt,  da  infolge  der  Relationen  (11)  alle  Elemente  der  Haupt- 
^nale  den  Wert  n,  alle  übrigen  Elemente  den  Wert  0  haben, 
Wert  M*^;  es  ist  daher  C*  =  n^^  und  folglich: 

)  a=  £WP, 

)ei  £*  =  1  ist;  es  wird  noch  in  diesem  Paragraphen  gezeigt  werden, 
B  nur  den  Wert  + 1  besitzen  kann. 
Die     zu     den    Elementen    c„^    gehörigen    Unterdeterminanten 


-aß 


—  V^^  Grades  der  Determinante  G  sollen  mit  y^  bezeichnet 
den.  Diese  Unterdeterminanten  y^^  stehen  zu  den  Elementen  c^ß 
Determinante  G  in  einfachen  Beziehungen,  die  jetzt  ermittelt 
den  sollen.  Zu  dem  Ende  beachte  man,  daß  infolge  der  bekannten 
ationen,  welche  zwischen  den  Elementen  einer  Determinante  und 
)n  Adjunkten  bestehen,  hier  die  Gleichungen: 


:L  noch  Frobenins,  Über  die  principale  Transformation  der  Thetafonc- 
en  mehrerer  Yariabehi.    J.  fär  Math.  Bd.  96.    1883,  pag.  264. 
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(25) 


^  (.^/lyy/i'i'-r  ^/i.p+.'y/i'.p+J  — 0,    wenn   f*'^fi, 


p 

(26)      2{c^^^,.r^'.  +  Cp^,,p^.r^-,p^,)-o,  ,    .  ,,     , 


^ 


(27)        2j  i%rYp+,i;r  +  c^.,+.yp+^-.,+»)  =-  0. 


»=1 


(28)  y(c         V  +c  y  )==^'   '"^"^'^   ^'Z^^ 

stattfinden.  Addiert  man  nun^  indem  man  unter  v'  eine  beliebige  der 
Zahlen  1^  2,  '",p  versteht,  die  Gleichungen  (25)  und  (26)  einmal, 
nachdem  man  die  erste  derselben  mit  Cp^.^^^^^,  die  zweite  mit 
—  c^^p+v'  multipliziert  hat,  ein  anderes  Mal,  nachdem  man  die  erste 
derselben  mit  —  c^^^  ,,,,  die  zweite  mit  c^^  multipliziert  hat;  addiert 
femer  die  Gleichungen  (27)  und  (28)  einmal,  nachdem  man  die  erste 
derselben  mit  Cp^^,^^^^.,  die  zweite  mit  —  c^^p+y'  multipliziert  hüj 
ein  anderes  Mal,  nachdem  man  die  erste  derselben  mit  —  <^,^fU9')  ^'^ 
zweite  mit  c^^  ^  multipliziert  hat,  und  summiert  dann  bei  jeder  der 
vier  auf  diese  Weise  entstandenen  Gleichungen,  während  man  den 
Index  ft'  festhält,  in  Bezug  auf  den  Index  (i  von  1  bis  p,  so  ent- 
stehen vier  Gleichungen,  die  sich  unter  Beachtung  der  Relationen  (H) 
sofort  auf  die  Gleichungen: 

(29)  ^^^^'^'       ^  ^^p-^f^'^P-^-'^        ^yf^',P+y ^^#+/<',r'> 

reduzieren.  Ersetzt  man  darin  noch  C  durch  den  oben  dafSr  ge- 
fundenen Wert  (24)  und  die  Indizes  ft',  i/',  die  zwei  beliebige  Zahla 
aus  der  Reihe  1,  2,  •  •,  p  bezeichnen,  durch  ft,  v,  so  erhalt  man  die  Be- 
ziehungen zwischen  den  Elementen  der  Determinante  C  und  ibroi 
Adjunkten  in  der  Form: 

(30) 


y^^r 

= 

fW^"    ^p  +  ,4,p  +  r; 

^MtP-^v 

= 

-'»^-\  +  ^r, 

^P  +  Z", 

V 

^P  +  fifP-^v 

if'.P) 

= 

^*^~\r- 

Führt  man  die  für  die  Unterdeterminanten  y  soeben  gefimdenen 
Ausdrücke  in  die  Gleichungen  (25)— (28)  ein,  so  erMlt  man  viff 
Relationen,  die  nach  Art  der  Relationen  (11)  in  die  eine  Gleichimg: 

(SD         y(c    c         -c         c    )-'"'  '^^''''  «'  =  !>  +  «, 

(•,«'  =  l,8,.-.,8p;  «<#') 

zusanmiengefaßt  werden  können. 


ünterdeterminanten  der  Determinante  C. 
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Die  Relationen  (31)  sind  eine  Folge  der  Relationen  (TL),  da  zu 
ilirer  Ableitung  nur  die  Existenz  dieser  letzteren  vorausgesetzt  wurde. 
Man  kann  aber  auch  rückwärts  von  den  Relationen  (31)  aus  wieder 
zu  den  Relationen  (U)  gelangen.  Um  dies  einzusehen,  setze  man  in 
den  Gleichungen  (31)  für  p,  (J  =  1,  2,  •••,  p:  c^a  =  Cp+fr,p+^, 
%p+o^—Ca,pi.Q,  Cp^g^a^  —  Cp+a.Q}  ^T+^.p+a  =  Coq]  dieselben  gehen 
dann  in  Gleichungen  (11')  über,  die  sich  von  den  Gleichungen  (II) 
nur  durch  die  Accentuierung  der  Buchstaben  c  unterscheiden,  und 
aus  denen  daher  sofort  Gleichungen  (31')  abgeleitet  werden  können, 
welche  sich  von  den  Gleichungen  (31)  ebenfalls  nur  durch  die  Ac- 
centuierung der  Buchstaben  c  unterscheiden.  Ersetzt  man  aber  in 
den  so  erhaltenen  Gleichungen  (31')  die  Größen  c'  durch  das,  was 
sie  bedeuten,  setzt  also  allgemein:  cj^  =  Cp+o,p+a,  Ca,p-\-Q=^  —  %p-^a, 
Cy+cr,  e  =•  —  ^1»+?,  a,  Cp+a,|,+^  =  c^a,  SO  erhält  man  die  Gleichungen  (11). 
Damit  ist  bewiesen,  daß  ein  jedes  der  beiden  Gleichungensjsteme  (11) 
and  (31)  als  eine  Folge  des  anderen  angesehen  werden  kann,  und 
daß  es  daher  einerlei  ist,  ob  man  den  4p^  Großen  c^^  von  Anfang 
an  die  Bedingungen  (11)  oder  die  Bedingungen  (31)  auferlegt.  — 
Aber  auch  die  Gleichungen  (30)  können  zur  Charakterisierung  der 
Transformationszahlen  c^^  dienen,  da  sie  nicht  nur  eine  Folge  der 
Relationen  (U)  sind,  sondern  auch  umgekehrt  diese,  ebenso  wie 
im  Vorigen  die  Relationen  (31),  unter  ihrer  Anwendung  aus 
jenen  Gleichungen  abgeleitet  werden  können,  welche  stets  zwischen 
den  Elementen  der  Determinante  C  und  ihren  Adjunkten  be- 
stehen. 

Um  endlich  zu  beweisen,  daß  die  in  der  Gleichung  (24)  und  den 
Gleichungen  (30)  auftretende  zweite  Einheitswurzel  e  stets  den  Wert 
+  1  besitzt,  beachte  man  zunächst,  daß: 


(32) 


(OG) 


(O, 


^Pl    ^.Pi- 


l"'^l,2p 


ist,  wenn  mit  o,  wie  schon  früher,  der  Wert  der  Determinante 
^±  ®ii  ®M  * "  ^ppf  ^^^  ® '  ^®^  Wert  der  Determinante  ^±  © ^ ^  (o^^  •  •  •  © ' 
bezeichnet  wird.  Subtrahiert  man  in  dieser  Determinante  für  i/  =  1, 2,  •  •  •,!> 
von  den  Elementen  der  v**^  Vertikalreihe  die  mit  w^^p+i,  •••,  ^r,tp 
multiplizierten  Elemente  der  p  +  1**^,  •••,  2p**°  Vertikalreihe,  so  er- 
halt man  unter  Beachtung  der  Gleichungen  (I): 
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(33)    (o(o' - 


2Cpu    ^lu  '"        ^Cpu    ^i 


PA*    ""Pf^  ^i»,ji  +  l'*'^A»ji 


-^(^if,(^l,p  +  fi -S'ö'l^  Op,p  +  ^  Ol; 


Ol 


-^(0. 


'Pf^^hP-\-fi 


-^^p^^p,p+l,^pl        •••Oj 


PP 


WO  alle  Summationen  nach  ft  von  1  bis  p  zu  erstrecken  sind.  Die 
aiif  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  stehende  Determinante  ist 
aber,  wie  sofort  ersichtlich,  das  Produkt  der  zwei  Determinanten: 


(34) 


(»11  • 

••ß>l. 

0. 

•0 

Cpl- 

••«„ 

0- 

•  0 

0     • 

•0 

1- 

•0 

0     • 

■  0 

0- 

•  1 

^P       ^,P+i'"^ip 


öJ 


i,P+i 


^pp      ^p,p+i  "**^aM 


11       •  •  •  Ol, 


-Oi^g^    OJ. 


CD, 


P,P  +  1 


^P.ip   ^Pl 


o, 


pp 


und  da  die  erste  derselben  den  Wert  o  besitzt,  so  hat  die  zweite  auf 
Grund  der  Gleichung  (33)  den  Wert  (o\  Multipliziert  man  aber  diese 
Determinante  mit  der  unter  (23)  angeschriebenen  Determinante  C\ 
welche,  wie  dort  bemerkt  wurde,  den  Wert  c^  enP  besitzt,  und  iwar 
so,  daß  man  die  Horizontalreihen  der  einen  Determinante  mit  den 
Horizontalreihen  der  anderen  komponiert,  so  erhält  man  unter  Be- 
rücksichtigung der  Relationen  (31): 


(35) 


etiPa  - 


0        0 


0 


0 

n        0    •• 

•  0 

-<P+i- 

•-<«P  %i- 

••«; 

Die  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  stehende  Determinante 
besitzt  aber,  wie  unmittelbar  ersichtlich  ist,  den  Wert  fi^a}\  und  es 
hat  daher  die  Größe  £,  da  cd'  von  Null  verschieden  ist,  den  Wert  +t 
Die  Resultate  dieses  Paragraphen  können  folgendermaßen  m- 
sammengefaßt  werden: 
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I.  BatB :  Die  4p*  Transformationsmlüen  c^^  genügen  den  p  {2p  —  1) 
Gleichungen: 

niTi        ^r  ^  — ^'  ^®°^  *'  =  !>  +  «> 

y^)        ^^^^^^^^^f^^"  ^..p+a^.a;-o,   wenn   a'^p  +  f. 

(f,  #'  =  1,2,  •    -»p;  f<0 

Diese  Sdationen  (III)  sind  den  Bdationen  (11)  äquivalent,  da  nicht 
nur  sie  aus  diesen,  sondern  auch  unigekehrt  diese  aus  ihnen  abgeleitet 
werden  können. 

Beeeichnet  man  femer  mit  C  die  Determinante: 


(IV) 


so  ist: 
(V) 


c  = 


C^nP 


und  zwischen  den  Elementen  c„^  der  Determinante  C  und  ihren  Ad- 


junkten y^^  bestehen  die  Beziehungen 


'P  +  f*iP  +  v9 
>,P  +  V^ 


nP' 


^p■\■^t.ri 


Auch  diese  Relationen  charakterisieren  die  Transformationszahlen  c^^ 
vollständig,  da  aus  ihnen  glei<:hfaUs  die  Bdationen  (II)  und  (III)  folgen. 

Die  Bildung  von  Systemen  von  je  4j?*  Zahlen  cj^,    welche  den  Be- 
dingongen  (11),  (lü)  genügen,  lehrt  Herr  Frobenius^). 

Zerlegt  man  die  Größen  cö      in  ihre  reellen  und  lateralen  Teile 
in  der  Form: 

(36)  CJ^a  =  %a  +  il^aJ  (a  ll',  2',  •  •  .'.'U 

80  stellt  die  aus  den  Größen  %  t,  gebildete  Determinante  2p^^  Grades 
ZT,  wie  pag.  112  bemerkt  wurde,  den  Inhalt  des  den  Perioden  o^^ 
sokommenden  Periodenparallelotops  dar.  Setzt  man  in  derselben  Weise: 

(37) 

■0  ut  auf  Qmnd  dar  Gleichungen  (I): 


^la^\a  +  ^ii.ai 


Va  =  l,2,    ..,2|»/ 


der   ThetafnnctioneD. 
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(38)  v=J'«„.i?,.,    g;„=J'c„.e,.,   e:iJ::::?J 

«=i  «=i 

und  es  ist  daher  die  aus  den  Großen  tj'  und  g'  gebildete  Determi- 
nante n'  dem  Produkte  der  Determinante  C  und  der  Determinante 
n  gleich,  also: 

(39)  n'^n^n. 

n.  Satz:  Ist  die  Transformation  (I),  durch  welche  cUe  Perioden  o 
mit  den  Perioden  o  zusammenhängen^  vom  n***"  Grade,  so  isi  der  hr 
halt  des  den  Perioden  (o  zukommenden  PeriodenparaUdoiops  das  n^-fache 
des  den  Perioden  b  entsprechenden;  bei  linearer  Transformation  wird 
also  der  InliaU  des  PeriodetiparaUdotops  nicJit  geändert. 


§3. 

Besiehnngen  swisohen  den  Argumenten  und  Modulen  der 
ursprünglichen  und    der  transformierten  ThetafiinktioneiL 

Führt  man  in  der  pag.  129  angegebenen  Weise  zu  den  Perioden  o^, 

Thetafunktionen  ^mW^  ein,  indem  man  deren  Argumente  u  und 

Modulen  a  implizite  durch  die  Gleichungen  (5)  und  (7)  oder  explizite 
durch  die  Gleichungen  (6)  und  (8)  definiert,  und  führt  ebenso  zu  den 

Perioden  oj^'a  Thetafunktionen  ^  f^  ^w'J^.  ein,  indem  man  deren  Argu- 
mente u  und  Modulen  a   implizite  durch  die  Gleichungen: 

p 

(40)  ytiv^  =^  ^mq^'q,  (A*=i,a.-.  ,^) 

p 

(41)  inriß}^,p-|.a=^  (o^qC^qo,  0*,ö=i.«.-.^) 

oder  explizite  durch  die  damit  äquivalenten: 


(42)  w;  =  "^S^^^f^f^'  (e=i.«.  • .') 

p 

(43)  a'ga  =  ^!  ^  0l^^(o\^^pJ\^a  (e.ff=l,8,-  ,^) 


CO 


definiert,  in  denen  (o  den  Wert  der  Determinante  ^±  a>nüM---cj^p 
und  für  jedes  ft  und  v  von  1  bis  p  o\^y  die  Adjunkte  von  o^,  in 
dieser  Determinante  bezeichnet,  so  erwächst  die  Aufgabe,  jene  Be- 
ziehungen   abzuleiten,    welche    sich    aus    den    obigen    Gleichuigea 
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zwischen  den  Argumenten  u  und  Modulen  a  der  ursprünglichen  Theta- 
fonktionen  einerseits  und  den  Argumenten  u    und  Modulen  a'  der 
transformierten  Thetafunktionen  andererseits  ergeben. 
Aus  den  Gleichungen  (6)  und  (40)  folgt  zunächst: 


(^=1,8,    ...p) 


(44) 

1 

^  =  ;;r 

a=i    V=il 

®/i'ff 

ö^^  jw^. 

(f 

Nun  ist  aber: 

(45) 

«=1 

V  +  ^a,p\v 

"/<,p+») 

und  daher: 

0.,a=l,2,- 

•.P) 

(46) 

P 
^=1 

^.. 

(^,a=l,2,. 

e- 

P  +  vO^J 

Von  den  beiden  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  auftretenden 
in  besonderen  Klammem  eingeschlossenen  Summen  besitzt  die  an 
erster  Stelle  stehende  nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Wert 
und  zwar  den  Wert  o,  wenn  v  ^  q  ist,  die  an  zweiter  Stelle  stehende 

Summe  hat  nach  (8)  den  Wert  — a    ,  und  es  wird  daher: 

(47)  ^  (o'^aO^^^-^A^^,  (p,a=l,2,...,p) 

wenn  man  zur  Abkürzung 

p 

setzt.  Aus  (44)  erhält  man  aber  jetzt  die  Beziehungen  zwischen  den 
Argumenten  der  ursprünglichen  und  der  transformierten  Theta- 
funktionen in  der  Gestalt: 

p 
(49)  xiu^^^Ä^^Ua.  (e=i,2,....i») 

Läßt  man  in  der  Gleichung  (I)  an  Stelle  der  o  die  2p  Systeme 

korrespondierender   Periodizitätsmodulen    der    Funktionen    '^filC^^L 

treten,  so  gehen  die  Größen  co^^  {(i,  v  —  1,  2,  •  •  -,!))  in  die  durch  die 
Oleidrangen  (48)  definierten  Großen  Ä^^  über.    Es  erscheinen  also 


140         V.  S.   Beziehungen  zwischen  den  Variablen  und  Modulen  etc. 

die  A^^.  als  spezielle  f^e  der  o^'y  und  man  schließt  daraiu^  weil  die 
Determinante  ^±  oaC}^  •-•  oopp  von  Null  yerschieden  isl^  daß  aueh 

die  Determinante  ^±  A^^  A^^ ' ' '  ^pp  ^^^^^  von  Null  verachiedenen 
Wert  besitzt.  Bezeichnet  man  aoer  denselben  mit  A^  und  die 
Adjunkte  von  A  -  in  dieser  Determinante  mit  Ä^^,  so  folgt  ans  ien 
Gleichungen  (49)  durch  Auflösung  nach  den  u  als  unbekannten: 


">l:5^?<'«( 


(50)  «;  =  ^  ^  -^jaWf  •  («-!.«.•  -.« 

Multipliziert  man  femer  linke  und  rechte  Seite  der  Oleichung  (47) 
mit  a!i ,  und  summiert  über  6  von  1  bis  j),  so  erhält  man  bei  gleich- 
zeitiger Vertauschung  der  beiden  Seiten  der  Gleichung  zunächst: 

p  p    /    p  \ 

und  hieraus  wegen  (41): 

(1=1  /it=i 

Nun  ist  aber  nach  (I): 

2p  p 

0'^'^)      <?  +  -  =2s+r,.ö«.  =2^  (^,+  ..20^2  +  ^p^r,p^l%,p  +  l) 

0/,»=l,2,-    •,/») 


und  daher: 


f'Q 


(v,ri  =  l,2,-   ,p) 

Von  den  beiden  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  auftretoidaii 
in  besondere  Klammem  eingeschlossenen  Summen  besitzt  die  an 
Stelle  stehende  nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  und 
zwar  den  Wert  o,  wenn  A  =  p  ist,  die  an  zweiter  Stelle 

Summe  hat  nach  (8)  den  Wert  -.a^z,  und  es  wird  daher: 
wenn  man  zur  AbkQxEung 
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p 
(56)  -8^.=  V^^^*+2v^,p+^^^-i  (^,•'=1,2.    .p) 

setzt.    Aus  (52)  erhält  man  aber  jetzt  die  Beziehungen  zwischen  den 

Modulen  der  arsprünglichen  und  der  transformierten  Thetafunktionen 

in  der  Gestalt: 

p 

(57)  ^iS^y  "==2  ^QoKv  ((»,V=1.2,...,p) 

oder^  nach  den  ajy  als  Unbekannten  aufgelöst,  in  der  Form: 

p 
(58)  <.  =£^2^^a-Be*-  K-=i.».  •  ,p) 

m.  Satz:  Ztvischen  den  Argumenten  u  und  Modulen  a  der  ur- 
sprünglichen Thetafunktionen  einerseits  und  den  Argumenten  u  und 
Modulen  a  der  transformierten  Thetafunktionen  andererseits  bestehen 
folgende  Beziehungen:   Setzt  man  zwr  Abkürzung: 

p 
(Vn)  A^^  =  c.^ni  +^c,,,+x%x, 

x=l 

Cu,y=l,S,  •     ,1») 
P 

(Vm)  B^,  =  S  +  ^A*^*'  +^  Vv,p+x  %ny 


so  sind  die  Argumente  u  mit  den  Argumenten  u  durch  die  Gleichungen: 

p 

oder: 


(IX)  «/<  =  ii2^/-»«/»  (M=i,i.-  ,p) 


(X)  <=|^2^,.,«^;  (»=i.«.   .p) 

fUe  Modulen  a  mit  den  Modulen  a  durch  die  Gleichungen: 

p 

(XI)  ■^/.e  =  ii2^/''«'<"  (/..e=i.»,   -.P) 

oder: 

p 

Ol  Gleichungen  ist  mit  A^  der  stets  von  Null  ver- 

umante  ^±  -4^  -4^^   •  •  A^^  und  mit  Ä^^  die 
r  Determinante  bezeichnet. 
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§4. 
Znsammensetsiing  von  TransformationMi. 

Wendet  man  auf  die  mittelst  der  Transformation  T: 

(59)  '^;,=2'or%r  C-it::",) 

von  der  Ordnung  n  eingeführten  Perioden  o'  eine  neue  Trans- 
formation T': 

(60)  ^.^J'.aVa,;,  (::i5:';y 

von  der  Ordnungszahl  n'  an,  so  definieren  die  aus  den  Gleichungen 
(59)  und  (60)  durch  Elimination  der  Größen  a/  entstehenden 
Gleichungen: 

(61)  <o;a^^c;;a>,y,  (::J:t::::',) 

in  denen  zur  Abkürzung 

2p 

(62)  CttV  =^,  CgßC^y  (a,y=l,8,-  ,2#) 

gesetzt  ist,  eine  dritte  Transformation  T'\ 

Im  Hinblick  auf  die  Gleichungen  (61)  folgt  schon  aus  der  Natur 
der  Zahlen  c''  als  Transformationszahlen,  daß  sie  Relationen  von  der 
Form  (U)  und  (III)  genügen;  man  kann  dies  aber  auch  mit  Hilfe 
der  Gleichungen  (62)  nachweisen,  indem  man  die  Zahlen  c'  durch 
ihre  Ausdrücke  in  den  c  und  c'  ersetzt  und  beachtet,  daß  die  Zahlen  e 
die  Relationen  (II),  (UI)  erfüllen,  die  Zahlen  c  aber  Relationen  (H'), 
(HF),  welche  aus  (H),  (HI)  dadurch  hervorgehen,  daß  man  die  Buch- 
staben c  durch  c   und  gleichzeitig  n  durch  n  ersetzt.     So  findet  man 

zunächst: 

p 

^J   \Cq9  Cp  +  (>,  f'  —  ^p  +  (►,  t  C^9') 

(63)  ?=i 

2p        2p         p 

o  =  l    ft=l    (J=l 

(#,»'=  1,2,  •..,2p) 

hieraus  aber  wegen  der  Relationen  (H'): 
p  p 

(64)  ^(ce'ic;;^..'  -  Cp+^,.  v)  =  n^(c„,Cp^„^^-  c,+a,.^a^) 

^  =  1  0  =  1 

(.,.'=  1,2,...,  2p) 
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und  sodann  w^en  der  Relationen  (11): 

rar.\  V/."."  /."       /."^      nn',  wenn  e'==  p  +  s, 

(65)  2;(V^p+^..'-^p+^.-V)-=o,     wenn.'^i>  +  ., 

(•,#'==1,2,-    -.Sp;  •<•') 

und  erkennt  dadurch  zugleich^  daß  die  Ordnung  n'  der  Trans- 
formation T"  mit  den  Ordnungen  n  und  n'  der  Transformationen  T 
und  T'  durch  die  Gleichung: 

(66)  n"  =  nn' 

zusammenhangt. 

Denkt  man  sich  die  Gleichungen  (VII)  —  (XII)  für  die  Trans- 
formationen Ty  T  und  T"  angeschrieben,  so  ergeben  sich  aus'  den 
so  erhaltenen  18  Gleichungen  u.  a.  auf  leicht  ersichtliche  Weise  die 
bemerkenswerten  Beziehungen: 

(67)  %%  A'^y  ^2^1  ^M-^'^^  > 

Cu,y=l,2,    ..,p) 

p 

(68)  jci  B^'y  =  y,  A^ ^  Bgy  y 

und  hieraus  femer  die  Gleichungen: 

p 

(69)  ^;;  =^  (c;^  a^  ?  +  <  p + ?  -b^  ^) ; 

(70)  -B/u'V  =^  (^P+v,e^iup  +  Cp'+y,i»+(»-B;u(»). 

2>i6  Transformation  T",  deren  Transfomiationsealüen  c"  aus  den 
TransformationsgäfUen  c  und  c  der  Transformationen  T  und  T  sich 
gemäß  der  Gleichungen: 

(Xm)  Cgy  =  ^    CgßCßy  (a,y=l,2,.  -,2^) 

»ttsammensetzen^  toird  die  am  den  Transformaüonen  T  und  T'  zu- 
sammengesetete  Transformation  genannt.  Die  Beziehung  zwischen  den 
drei  Transformationen  Ty  Ty  T'  toird  symbolisch  durch  die  Gleichung: 

(XIV)  T'^TT 

fiaciert.  Die  Ordnung  n"  der  zusammengesetzten  Transformation  ist 
^ieich  dem  Produkte  der  Ordnungen  n  und  vi  der  einzdnen  Trans 
fhrmaüanen. 

Der  Tatsache,  daß  aus  zwei  Transformationen  durch  Zusammen- 
wieder  eine  Transformation  hervorgeht,  wird  Ausdruck  ge- 
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geben,  indem  man  sagt,  daß  die  Transformationen  eine  Gruppe 
bilden.  Man  kann  nun  auf  die  angegebene  Weise  aus  mehrereD 
Transformationen  T^,  Tg,  •••,  T^,  nachdem  man  dieselben  in  eine  be- 
stimmte Reihenfolge  gebracht  hat,  durch  Zusammensetzung  eine  neue 
Transformation  erzeugen,  welche  die  aus  den  Transformationen  l^, 
Tg,  •  •.,  T^  zusammengesetzte  Transformation  genannt  und  mit  3\  T,  •••  T, 
bezeichnet  werde.  Die  Ordnung  der  zusammengesetzten  Transformation 
ist  gleich  dem  Produkte  der  Ordnungen  der  einzelnen  Transformationot 
Bei  der  Zusammensetzung  der  Transformationen  gilt  das  Assoziations- 
gesetz, d.  h.  man  erhält  dasselbe  Resultat,  ob  man  die  Transformationen 
der  Reihe  nach  zusammensetzt,  oder  ob  man  dieselben  zuerst  gruppen- 
weise vereinigt  und  dann  die  den  einzelnen  Gruppen  entsprechenden 
Transformationen  in  der  durch  die  Gruppen  bestimmten  Reihenfolge 
zusammensetzt.  Dagegen  gilt  bei  der  Zusammensetzung  von  Trans- 
formationen das  Eommutationsgesetz  nicht;  es  ist  im  allgemeinen  die 
Transformation  T^T^  von  der  Transformation  T^T^  verschieden. 
Unter  allen  Transformationen  gibt  es  eine  ausgezeichnete,  bei  der: 


(71) 


<D- 


'fta 


=  ß} 


fia 


^aa=l,  ^  =  0 


(ar,/*=l,a,    .■,2j»;«$iJ) 


ist;   dieselbe  soll  die  identische  Transformation  genannt  und  mit  / 
bezeichnet  werden;  sie  entsteht,  wenn  man: 

(72) 

setzt;  es  ist  daher: 


(73) 


die  Ordnung  dieser  Transformation  ist,  wie  unmittelbar  ersichtUch,  !• 
Setzt  man  die  Transformation  J  auf  eine  der  beiden  möglichen  Weisen 
mit  einer  beliebigen  Transformation  T  zusammen,  so  entsteht  die  Tnuö- 
formation  T  wieder;   d.  h.  es  ist: 

(74)  JT^T,        TJ^T, 

Zu  einer  gegebenen  Transformation  T  kann  man  immer  eine  iffli 
nur  eine  Transformation  T'  finden,  sodaß: 

(75)  TT  =  J 

ist.  Um  dies  zu  beweisen,  hat  man  unter  Beibehaltung  der  oben  tt* 
gewandten  Bezeichnung  zu  gegebenen  Zahlen  c^g  die  Zahlen  e^p  ** 


1-0 

.  .  . 

0 

0  . .  •  1 

1  . .  •  0 

0 

.  .  . 

0  •  •  •  1 

Die  identbclie  Transf.  J;  die  inverse  Tranaf.  T~^ 
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imen,  daß  die  früher  mit  T"  bezeichnete  Transf onnation  die 
be  wird     Dies  liefert  zur  Bestimmung  der  Ca^i  die  Gleich uugen: 


16) 


^    ,  1,  wenn  y 


Oj  wenn  y  ^  «, 


Ky  =  l,S,        ,Sji) 


denen^  wenn  man  wie  früher  die  ünterdeterminanten  2p  —  1**°  Grades 

,  Determinante  ^±  ^i<^f  *■  ^^i,,»i,    ™i^    Va^t    bezeichnet    und    he- 
itet^  daß  diese  Determinante  selbst  den  Wert  n^*  hat: 


fn 


{«,/j=i.s,  .  .M 


^^  ttnd  es  ist  daher  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (VI): 


,    _  1  .        , 1 


w<,p-f  1- 


_  1  ,  _     £ 

Cp+ft,t—       ^*>+n^j         ^i»+^.j'ti' ~  „  ^*^  • 

i«  so  für  die  c'  gefundenen  Werte  erfüllen   die  Gleichungen  (11'), 
111')»  wenn  man  darin  n  =  -  setzt.     Man  hat  also  den 

IV*  Sata:   Zt*  jeder  Tramformation  T  gibt  es  eine  und  nur  eine 
T'^  welche  durch  die  Gleichung: 

J  die  identische  Tratisfornmtion  bezeichnet^  voUständiff  bestimmt 
Igt  T  pfM  der  Ordnung  n,  so  ist  T"*  von'  der  Ordnung       und 
\re  Transfomtatiomzoiden  c  ^nd  durch  die  Gleichungen: 


INI) 


c      =  —  /* 


1 


>.P  +  * 


iiimmL     Die  Transformatimt   T'^  wird  die  jmr  Transformation  T 
%ver9e  Transformation  genannt. 

Daß  auch  umgekehrt  T'^T^J^  also  auch  T  die  inverse  Trans- 
(»nnation  von  T'^  ist,  leuchtet  ein.  Führt  die  Transformation  T 
an  d«u  Perioden  m  äh  den  Perioden  oj',  so  führt  die  inverse  Trans- 
lirmalion  T~  *  umgekehrt,  auf  die  Perioden  m  angewandt,  zu  den 
10  zurück.  Dementsprechend  liefert  das  System  der  Glei- 
on  (VTI)  —  C^U),  wenn  man  es  für  die  inverse  Transformation  T~* 
&Ut^  die  nachfolgenden  Gleichungen,  in  denen  der  bequemeren 
\wn^  mit  den  ursprünglichen  wegen  allenthalben  die  Buch- 
mder  vert^iuschi  sind.     Setzt  man: 
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p 
(79)  w«.^  =  ^p+.,p+^«*'-2^'»p+M<*^ 


Oi,y=l,J,.    ,#) 


(80)  nS5,^  -  ~  ^p+r^A*^*  +2^*/*^"*' 

x=l 

so  ist: 

(81)  <-^i2^^^^%'  (-i,v  ..) 
oder: 

(82)  %-^2^*M<'  (M=i.r,...^ 

»»'=1 

und: 

p 

(83)  »*^  =  ;n2'^'/'%("  ('.e=i.v-.rt 


oder: 


(84)  «.,  =  I^2'^»M»^€'  0-.»=i.v..,) 

wo  Zi^  den  Wert  der  Determinante  ^±^i^%"'  Ä^^  und  Ä^^  die 
Adjunkte  von  31^^^  in  dieser  Determinante  bezeichnet,  und  es  ist  nim 
mit  Rücksicht  aiif  das  vorher  Bemerkte  der  durch  die  Gleichungen 
(81)  und  (82)  ausgedrückte  Zusammenhang  zwischen  den  Variablen«  \ 
und  u'  genau  derselbe  wie  der  durch  die  Gleichungen  (IX)  und  (X) 
bestimmte,  oder  mit  anderen  Worten,  die  Gleichungen  (81)  aind  mit 
den  Gleichungen  (X),  die  Gleichungen  (82)  mit  den  Gleichungen  (IX) 
identisch;  ebenso  ist  der  durch  die  Gleichungen  (83)  und  (84)  ver 
mittelte  Zusammenhang  zwischen  den  Modulen  a  und  a  genau  der 
gleiche  wie  der  zwischen  diesen  Größen  durch  die  Gleichungen  (XI) 
und  (XII)  definierte,  oder  mit  anderen  Worten,  die  Gleichungen  (83) 
sind  mit  den  Gleichungen  (XI)  identisch,  während  die  Gleichungen  (84) 
in  derselben  Weise  die  Auflösung  dieser  Gleichungen  nach  den  Mo- 
dulen a  darstellen,  wie  es  die  Gleichungen  (XII)  nach  den  Modulen  d 
tun.  Von  der  Richtigkeit  dieser  Behauptungen  kann  man  sich  audi  ; 
direkt  überzeugen,  insbesondere  aber  mit  Hilfe  der  aus  (67)  fSr 
r  =  T'\  T"  =  J  folgenden  Gleichungen: 

^     ^    ^  0,     wennft<i/, 

aus  denen: 

(86)  «^,  =  (^' J,^,        A^^  =  (-^'«,,         o..»-..v.rt 

folgt.    Man  wird  noch  bemerken,  daß  die  Gleichungen  (68),  je  naefa* 
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m  man  die  Transformationen  T^T^T'  mit  den  Transformationen 
T~  *,  J  oder  mit  den  Transformationen  T~  *,  T,  J  identisch  werden 
\iy  in  die  Gleichungen: 

p 

er: 

p 

ergehen,  die  auf  Grund  der  Gleichungen  (86)  mit  den  Gleichungen  (84) 
d  (XII)  übereinstimmen. 

Eine  beliebige  Transformation  T  kann  man  immer  aus  m  Trans- 
•mationen,  von  denen  m  —  1,  etwa  I\,  •••,  ^^_i,^^  +  i,  •••;  ^m  ^^^^ 
rlich  angenommen  werden  können,  während  die  m**  T^  durch  diese 
d  die  Transformation  T  eindeutig  bestimmt  ist^  zusammensetzen  in 
r  Form: 

tzt  man  nämlich,  indem  man  die  zu  den  gegebenen  Transfor^ 
itionen  Tj ,  •  •  • ,  T^  _  ^ ,  T^  ^  i ,  •  •  • ,  T^  inversen  Transformationen  mit 
'\  . . .,  T~\,  T~"\ , . . .,  T~'  bezeichnet: 

))  T  =T-\-.T~^TT-^   ■T-}, 

d  fahrt  das  so  bestimmte  T^  in  die  Gleichung  (89)  ein,  so  wird 
»elbe  richtig.  Umgekehrt  folgt  aus  der  obigen  Gleichung,  sobald 
in  sie  als  bestehend  voraussetzt,  für  T^  immer  der  aufgestellte  Aus- 
ick.  Die  Transformation  T^  ist  also  eindeutig  bestimmt,  sobald  die 
ansformation  T und  die  Transformationen  Ti,  •  •  •,  T^_^,  ^+i; '  *  *>  ^m 
g^eben  sind,  und  ihre  Ordnung  n^  setzt  sich  aus  der  Ordnung  n  der 
ansformation  T  und  den  Ordnungen  w^,  •••,  n^_i,n^^i,  •••,n^  der 
ansformationen  T^,  •  •  •,  T^_i,  T^^^,  •  •  •,  T^  zusammen  vermittelst  der 
eichung: 


Das  hier  entwickelte  Prinzip  der  Zusammensetzung  einer  Trans- 
-mation  T  aus  mehreren  ist  für  die  Transformationstheorie  als  ein 
idamentales  anzusehen;  durch  Anwendung  desselben  kann  man 
mlich,  wie  in  den  folgenden  Artikeln  ausgeführt  wird,  das  allge- 
»ne  Transformationsproblem  auf  gewisse  einfache  zurückfahren. 


10* 
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§5. 

Zusatumeiisetzuiig  einer  ganzzahligen  llneareti 
Transfortnatioii  aus  elemetitarexi. 

Ist  eine  TransformatioD  T  eioe  ganzzahlige  lineare,  so  ist  es,! 
wie  der  Satz  IV  zoi^t,  auch  die  inverse  T' ^  Da  ferner  in  diesen  ( 
Falle  jede  ganzzahlige  lineare  Verbindung  der  m  auch  eine  gam*-^ 
zahlige  lineare  Verl>indung  der  oj'  ist  und  umgekehrt,  so  ist  jeder 
Gitterpimkt  im  Periodengitter  der  <a  auch  ein  Gitterpunkt  im  Periodeu- 
gitter  der  la  und  umgekehrt.  Die  Periodengitter  der  ta  und  m  haben 
also  für  jede  ganzzahlige  lineare  Transformation  die  nämlichen  Gitter 
punkte.  Daß  die  Perioden  parallele  top  e  dann  in  beiden  Fallen  dra 
nämlichen  Inhalt  haben,  leuchtet  ein. 

Die  ganzzahligen  linearen  Trausformationen  bilden  för  sich  eine 
Gruppe;  denn  setzt  mau  irgend  zwei  ganzzahlige  lineare  Transfor- 
mationen zu  einer  neuen  Transformation  zusammen,  so  ist  diese  wieder 
eine  ganzzahlige  lineare.  Mit  Rücksicht  darauf  kann  man  die  Frage 
aufwerfen,  ob  eine  endliche  Anzahl  ganzzahliger  linearer  Transfor- 
mationen L^jl^i)  "t  ^m  gefunden  werden  kann,  ans  denen  sich  jede 
beliebige  ganzzahlige  lineare  Transformation  L  zusammensetzen  lafit 
in  der  Form: 


(92) 


12  ml  IS  m     ' 


wobei  die  k,JJ,  •■■>  ^   positive   ganze   Zahlen,   die   Null    nicht  aus- 
geschlossen, bezeichnen.     Aus  der  Gleichung  (92)  ergibt  sich  sofort: 

(93)    iX'^-  '^l'^^l;^'  .*  Lr^'L"'^  .■  i:"^ir"^  -  j, 

^'  f«  Zl  IWI  Mi  ' 

und  man  kann  daher  die  Frage  auch  so  stellen,  ob  es  eine  endliche  AiueaIi! 
ganzzahliger  linearer  Transformationen  L~^^  i~\  ••-,  L~^  gibt,  veT- 
mittelst  deren  sich  eine  beliebige  ganzzahlige  lineare  Transformation  L 
in  der  Form  (93)  auf  die  identische  Transformation  J  reduzieren  In&l 
Um  diese  Frage  zu  entscheiden,  definiere  man  die  folgenden J 
speziellen  ganzzahligen  linearen  Transformationen,  indem  miui  uotirj 
Qjö  irgend  zwei  Zahlen  aus  der  Reihe  1,2,  •'*,l>  versteht 

1,  Die  Transformation  A~^.  bei  der: 
(94)  c„  =  1  für  «  =  1,  2,  ■ . .,  2p  und  c^,^^  =  -  1 

ist,   während   alle  übrigen   Transformationszahlen  c  den    Werl  NoB] 

besitzen. 

2.  Die  Transformation  B^^ ,  bei  der: 


Die 
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f96)c?^^-€. 


+/".»+>< 


=  1    fflr 


1,2, 


,9-1,^  +  1, 

+  1 


um] 


pst,    während   alle   übrigen   TransformatiouÄzalilen   c   den   Wert  Null 
besitzen. 


3.  Die  Transformation  C  ,\  bei  der: 


(96) 


,«=1   fttr  «-1,2,--,2|>  und  c    =-l,c,^ 


+  1 


i,   während  alle   übrigen  Tranaformationszahlen   c  den   Wert  Null 
tzen. 


4-  Die  Transformation  D  ^  ,  bei  der: 


,(97) 


/*  =  1,2, 


*,  tf  —  1,  tf  +  1,    -,  /i   und 


p+e.p+'» 


c  =1 


k^   wthrend   alle   übrigen   Transfoi-mationszahlen  c  den   Wert  Null 
Bitzen. 

Setzt  man  eine  Transformation  T  mit   der  Ti-ansformation  A~^ 

^i  .  .         ^ 

kur   Transformation  TA       zusammen,  so  imteracheidet  sich  diese  von 

ier  Transformation  T  dadurch,  daß  die  Elemente  der  p*'*°  Horizontal- 
öihe  von  T  durch  neue  ersetzt  sind,  welche  aus  den  ursprünglichen 

lurch  Subtraktion  der  entsprechenden  Elemente  der|>  +  (>**°  Horizontal- 
bülb    hervorgehen,     sodaß    also    für    c«  =»  1,  2,  •  •  -,  2p  c        durch 

Setzt  man   eine  Transformation  T  mit   der  Transformation  B^ 

^1  .  .         .         ^ 

ir   Transformation  TB       zusammen,  so  unterscheidet  sich  diese  von 
{'  ! 

Ier  Transformation  T  dadurch,  daß  die  Elemente  der  q^^  Horizontal- 

?ihe  von  T  mit  den  Elementen  der  p  +  ^**°  vertauscht  sind,  nach- 
|em  man  zuvor  die  letzteren  sämtlich  mit  —  1  multipliziert  hat,  sodaß 
für  tt  ^  1,  2,  '  •  -,  2p  c      durch 
Bt  ist. 

Setzt  man   eine  Transformation   T  mit  der  Transformation  C"* 

TfMisfonnation  TC~^  zusammen,  so  unterscheidet  sich  diese  von 

er  Transformation  T  dadurcJi,  daß  die  Elemente  der  (>**°  Horizontal- 

Bihe  von  T  durch  neue  ersetzt  sind,   welche  aus  den  ursprünglichen 

|lorch  Subtraktion   der  entsprechenden  Elemente  der  <?'*^  Horizonfcal- 

eihe,    gleichzeitig   aber   die    Elemente   der  p  -+-  <y***   Horizontalreihe 

pon  T  durch  neue  ersetzt  sind,  welche  aus  den  ursprünglichen  durch 

Lddition    der   entsprechenden  Elemente  der  p  +  q^^  Horizontalreihe 

|iervorgehen,  sodaß  also  für  a  =  1,2,-^,  2p  c^„  durch  c^^  —  c^^  und 


Cp^^,a  und  c^^^^„  durch  c^^ 


durch  ^^+a,a  +  S+f.**  «'^^tsit  ist. 
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Setzt  man  endlich  eine  Transformation  T  mit  der  Transfor- 
mation D"*  zur  Transformation  TD"^  zusammen,  so  unterscheidet 
sich  diese  von  der  Transformation  T  dadurch,  daß  die  Elemente  'der 
p^*^  Horizontalreihe  von  T  mit  den  entsprechenden  Elementen  der 
tf^°  und  gleichzeitig  die  Elemente  der  jp  +  p*^  Horizontalreihe  von  T 
mit  denen  der  'p  +  tf*^  vertauscht  sind,  sodaS  also  für  a  =  1,  2,  •  •  •,  2p 
c^^  mit  c      und  Cp+^y,«  mit  c^^«  „  ^^^  Platz  gewechselt  hat. 

Auch  mag  für  das  Folgende  bemerkt  werden,  daS  durch  noch- 
malige Zusammensetzung  der  Transformation  TB'^  mit  der  Trans- 
formation B"^  eine  Transformation  TB"^  erhalten  wird,  welche  sich 
von  T  nur  dadurch  unterscheidet,  daß  die  sämtlichen  Elemente  der 
Q^^  und  p  +  Q^  Horizontalreihe  von  T  mit  —  1  multipliziert  sind, 
sodaß  also  für  a  =  1,  2,  •••,  2|)  c      durch   —  c      und  c^^        durch 

"S+c».«  6^6*^^^*  ist- 
ist nun  eine  ganzzahlige  lineare  Transformation  L  gegeben,  so 
fasse  man  zunächst  nur  die  Elemente  c^iC^i  ••  ^pi  kp+i^i  Cp^i^j  •••<ij.i 
der  ersten  Yertikalreihe  ins  Äuge.  Durch  Zusammensetzung  der 
Transformation  L  mit  passend  gewählten  Transformationen  J."*^,  JJ~^ 
(p  ===  1,  2,  ••*,  |))  kann  man  aus  L  zuerst  eine  neue  Transformation 
ableiten,  bei  der  Cp+i,i  =  Cp+2,1  =  "•  ==  ^p,i  =  0  ist,  und  hierauf 
aus  dieser  durch  Zusammensetzung  mit  Transformationen  C~ 
(p,  tf  =  1,  2,  •••,j})  eine  weitere,  bei  der  auch  p—1  der  p  Zahlen 
^n>^2if"'y  ^1  gleich  Null  sind,  und  nur  die  p^  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Wert  hat.  Falls  dieser  Wert  negativ  ist,  kann  man  ihn 
durch  Zusammensetzung  der  jetzigen  Transformation  mit  einer  Trans- 
formation B'^  positiv  machen,  und  endlich  kann  man  ihn  darch 
Zusammensetzung  mit  einer  Transformation  D~^  an  die  erste  Stelle 
bringen,  sodaß  schließlich  Cj^  =  Cj^  =  •  •  •  =  Cg^  1  =  0  und  c^  >  0  ist 

Indem  man  nun  die  erste  und  2>  +  1*°  Horizontalreihe  aus  dem 
Spiele  läßt  und  die  übrigen  Elemente  •  ^^  Cgg  •  •  •  c^g  |  •  c^^ ^  ,  c^^ 3  ^  •  •  •  c^^, 
der  zweiten  Vertikalreihe  ins  Auge  faßt,  kann  man  in  der  gleichen 
Weise  wie  vorher  durch  Zusammensetzung  der  gewonnenen  Trans- 
formation mit  Transformationen  -4.~\  jB~^((>  =  2,  3,  ••  •,!>)  zunächst 
eine  neue  Transformation  ableiten,  bei  der  c^+2,2  =  ^o+s,i  =  •  •  •  =  ^«.i  =ö 
ist,  und  sodann  aus  dieser  durch  Zusammensetzung  mit  Transformationen 
C'J,B^  jD~^  {q,6  =  2,3,  "'yp)  eine  weitere,  bei  der  auch  noch 
^82  ^  ^42  =  •  *  *  ^  ^p2  ="  ^  ^^^7  während  Cgg  >  0  ist. 

So  fortfahrend  erkennt  man,  daß  man  aus  der  Transformation  L 
durch  Zusammensetzung  mit  passend  gewählten  Transformationen 
Ä~^,  B^ ^ ,  C~l ,  D^^  (p,  <y  =  1 ,  2,    •  •,  i?)   eine  neue  Transformation: 
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(98)  L' 


0    0          ...c„ 

^A',P  +  »' 

0    0           .0 

^P  +  Ai^P  +  v 

ableiten  kann,  bei  der  für  p,  tf  =  1,  2,  ••,  p  alle  Elemente  c  ,  bei 
denen  p  >  <J,  und  alle  Elemente  c^^^,  ,  bei  denen  p>tf  iat,  den 
Wert  Null  besitzen.  Von  den  übrigen  Elementen  haben  die  posi- 
tiven Elemente  c^^,  c^,  •••,  c^^  sämtlich  den  Wert  Eins,  da  nach  (V) 
bei  einer  linearen  Transformation  die  Determinante  C  der  4p*  Zahlen 
c^^  den  Wert  Eins  besitzt,  für  die  Transformation  L'  aber  sich  diese 
Determinante  auf  c^,  Cjj  •  •  •  c^^  •^± 
aber  nachgewiesen  ist,  daß  die  Größen  q^,  c^. 


•  c^p^  2p*  reduziert.    Sobald 


y  ^pp 


von  Null  ver- 


schieden sind,  ergeben  die  aus  (II)  folgenden  Relationen 


(99) 


P 


indem  man  darin  zuerst  ft  =  1,  sodann  ft  =  2,  •  •  *,  endlich  (i  ^^p 
setzt,  daß  in  der  Transformation  L'  auch  diejenigen  Zahlen  c^+o  <y, 
bei  denen  q  <  6  ist,  sämtlich  den  Wert  Null  besitzen,  daß  also  die 
Transformation  L'  die  einfachere  Gestalt: 


(100) 


L'  = 


1  c«  •  • 

•''ip 

0  1    •• 

•«»P 

'^f,p+' 

0  0    •• 

•  1 

0 

'^p+f,p+y 

hat. 

Durch  Zusammensetzung  mit  passend  gewählten  Transforma- 
tionen CrJ^  ((>,  tf  =»  1,  2,  •  •  •,  j})  kann  man  nun  weiter  aus  der  Trans- 
formation L'  eine  neue: 
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1  0    ..  0 


flldmiHEitftreiL 


(101) 


Ol. 
0  0  • 


0 


v,l»+»' 


">+/*,  p+l' 


ableiten,  bei  der  auch  alle  Elemente  c^^,  bei  denen  (f<0  ist,  den 
Wert  Null  besitzen,  und  schließt  dann  mit  Hilfe  der  aus  (£[)  folgen- 
den Relationen: 


(102)      ^  (c^^  ^p+^,p+y      ^p+Q^fi  %P+v)  -  o|  wenn   fi  ^  v, 


sofort,  daS  alle  Elemente  Cp^fi,p+v,  bei  denen  ft^v  ist,  den  Wert 
Null,  die  Elemente  c  +^  .^^  aber  sämtlich  den  Wert  1  besitzen,  die 
Tranistformation  L"  also  aie  einfachere  Form: 


(103) 


hat. 


Z"  = 


1  ...  0 

.    .    . 

^/<.p+* 

0  ...  1 

1  •••  0 

0 

.     .    . 

0  •••  1 

Aus  der  Transformation  L"  kann  man  aber  endlich  durch  Zu- 
sammensetzung mit  Transformationen  -<1~S  -B7^  (fi  =  1,  2,  •••,!?) 
eine  Transformation  ableiten,  bei  der  auch  alle  Elemente  c^,p+y  d® 
Wert  Null  besitzen,  welche  also  die  identische  ist. 

Damit  ist  bewiesen,  daß  jede  ganzzahlige  lineare  Transformation 
L  durch  Zusammensetzung  mit  Transformationen  von  der  Form 
Ä-\  B^\  (Tj,  2)-;  (p,  (j  =  1,  2,  . . .,  i>)  in  der  durch  die  Gleichung 
(9o)  dargestellten  Art  auf  die  identische  Transformation  J  reduziert 
werden  kann,  und  man  schließt  daraus  in  der  dort  angegebenen  Weise 
weiter,  daß  daher  umgekehrt  jede  ganzzahlige  lineare  Transformation 
sich  aus  den  Transformationen  Ä  ,  B  ,  C   ,  D     (q,  <^  —  1,  2,  ••  •,}>) 


zusanunensetzen  läßt. 
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V.  Sftts:  Jede  gansfzahlige  lineare  Transformation  L  läßt  sich 
aus  den  ^p(^p  +  i)  „elementaren"  linearen  Transformationen  A^ 
(p  =  l,2,  ...,2>),  JB^  (9  =  1,2,...,!)),  C^,  (p,(J=.l,2,.  •,i);p^(J), 
1)     ((>,  <^  =  1,  2,    . .,  jp;  p  <  tf)  zusammensetzen;  dabei  ist: 

1.  für  die  Transformation  A^: 

(XVH)     c„„  =  l    für    a  =  l,2,  ...,2i)    uwrf    ^^,^+^«=1, 
während  aUe  übrigen  TransformationszaMen  c  den  Wert  NuU  besitzen; 

2.  für  die  Transformation  B^: 

.^—^.     %  =  S+^,i^+A*='l    f^^   ^  =  l,2,...,p~l,  p  +  l,...,p 

(xvm)  ^^  %,^^^  +  h  w.  =  ~i^ 

während  aUe  übrigen  Transformationszahlen  c  den  Wert  NuU  besitzen; 

3.  für  die  Transformation  C^^: 

(XIX)     c^„  =  l  für  a-1,2,...,  2i>,   und  c^„  =  l,  c^^„^^^^^^l, 
während  alle  übrigen  Transfortnationszahlen  c  den  Wert  Nuü  besitzen; 

4.  für  die  Transformation  D^^: 
^^^=Cp+^.,.+^==l/^^^f*=l;2,...,p-l,p+l,...,<y-l,  tf+l,...,2) 

(^^)  und       C^^  =  C„^  =  ^i,  +  ^.p  +  a  =  S  +  <T,p  +  ^  =  1, 

während  däe  übrigen  Transformationszahlen  c  den  Wert  NuU  besitzen. 

Die  auf  diese  Weise  gewonnenen  ^l>(3p+l)  erzeugenden  Trans- 
formationen können  ohne  Mühe  auf  eine  geringere  Anzahl  reduziert 
werden.  Mit  Hilfe  der  \{p—X)p  Transformationen  D^„  kann  man 
nämlich  alle  Transformationen  A  ,  B  ,  C^„  auf  je  eine  einzige  unter 
ihnen  reduzieren,  da^  wie  eine  einfache  Üoerlegung  zeigt: 

(104)  ^^  =  Ae^iAe;  (?=»«.8,...,p) 

(105)  B^  =  Ae-BiA,,  (?=2.8.  .  ,p) 

ist,  und  man  hat  daher,  da  endlich  noch  die  ^(p  — l)i>  Transforma- 
tionen D^  selbst  auf  Grund  der  Formel: 

(107)  D,,-2),„+iDp+,.,H.,- ••2)„_i.<,D<,_,.,_»-D,.,+i 

auf  die  p  — 1  Transformationen  D^,  Dj,,  •  .,  Dp^t^p  unter  ihnen  re- 
duziert werden  können,  schließlich  als  erzeugende  Transformationen 
die  folgenden  p  +  2: 

(108)  A,,  B,,  Q„  A„  As,  •  •  •,  Dp-i,p' 

VL  Säte:    Jede  ganzzahlige  lineare  Transformation  L  läßt  sich 
aus  den  p+2  elementaren  linearen  Transformationen: 
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(XXI)  A,,  B„  C„,  A„  As,  •  •  •,  -»1,-1., 

gusammenseteen. 

Im  speziellen  Falle  j>  •=  1  fallen  die  Transformationen  C  und  D  weg. 

vn.  Sats:    Im  FdUe  p  ■=  1    laß  sich  jede  ganezahUge  Imeare 
Transformation  atts  den  zwei  dementaren: 


(xxn) 


^=. 


0 


1 


0 

1 

-1 

0 

als  erzeugenden  zusammensetzen. 

Im  Falle  j> «  2  reduzieren  sich  die  Transformationen  D  auf  die 
einzige  D^^, 

vm.  SatB*.    Im   FaUe  p  =  2   läßt  sich  jede  ganzeaJdige  lineare 
Transformation  aus  den  vier  elementaren: 


(XXIII) 


1    0 
0    1 

1  0 
0    0 

0 

1  0 
0     1 

B  = 


0    0 

1     0 

0     1 

0    0 

-1    0 

0    0 

0    0 

0     1 

/7z= 

1   1 

0     1 

0 

l>  =— 

0 

1    0 

-1    1 

D  = 


0  1 

1  0 

0 

0 

0  1 

1  0 

als  erzeugenden  eusammensetzen. 

Mit  der  Reduktion  der  erzeugenden  Transformation  auf  diese  n& 
hat  man  im  Falle  p  =  2  nicht  die  Mindestzahl  der  erzeugenden 
Transformationen  erreicht;  denn  man  kann  die  vier  Transformationai 
A,  B,  C,  D  aus  den  zwei: 


(109)    Jlf  = 


0 


1     0 
0     1 
in  der  Form: 

A  =  M^IP, 


1         0 
0     -1 


0 
1 


JV  = 


0 

-1 

1    0 

-1 

0 

1  1 

-1 

0 

1    0 

0 

-1 

0    0 

B={M*IPMNy, 
C  =  (M^ N*y {MN*M*y (NM^,    D  =  M\ 
zusammensetzen. 


(110) 
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Im  Falle  p  ^  3  kann  man  die  p  +  2  erzeugenden  Transforma- 
ionen  des  VI.  Satzes  auf  folgende  Weise  auf  weniger  reduzieren. 

Man  bilde  aus  den  p  —  1  Transformationen  D^,  Dg,,  •  •  •,  -Dp_i,p 
larch  Zusammensetzung  die  Transformation: 

BS  ist  dann  für  diese  Transformation: 

w'ährend  alle  übrigen  Transforraationszahlen  c  den  Wert  Null  be- 
iitzen,  und  es  entsteht  durch  Zusammensetzung  einer  Transformation 
T  mit  der  Transformation  E  eine  Transformation  TE,  welche  sich 
7on  T  dadurch  unterscheidet^  daß  die  p  ersten  und  ebenso  die  p 
letzten  Horizontalreihen  zyklisch  vertauscht  sind.  Man  erkennt  nun 
leicht,  daS: 

(113)  2),,^^,.£^-»A,^-^+' 

ist,  und  kann  mit  Hilfe  dieser  Gleichung  in  dem  Systeme  der  p  +  2 
erzeugenden  Transformationen  A^^,  B^,  C^g,  D^j,  D^j,  •  •  •,  D^_^j^,  aus 
denen  sich  nach  dem  VI.  Satz  jede  beliebige  ganzzahlige  lineare 
Transformation  zusammensetzen  läßt,  die  j?  —  1  letzten  Transforma- 
tionen Di2,  Djj,  •  •  •,  -Dp_i,p  aus  der.  ersten  unter  ihnen  D^g  und 
der  Transformation  E  zusammensetzen.  Man  erhält  so  zunächst  das 
Resultat,  daß  im  Falle  />  >  3  sich  jede  ganzzahlige  lineare  Transfor- 
mation aus  den  fünf: 

(114)  A„  B„   C,„  A2,  E 

als  erzeugenden  zusammensetzen  läßt,  aus  diesem  aber,  wenn  man 
beachtet,  daß  die  vier  Transformationen  Ä^,  B^,  C^,  D^j  sich  in  der 
oben  angegebenen  Weise  auf  zwei  M,  N  reduzieren  lassen,  sofort  das 
weitere,  daß  im  Falle  /)  ^  3  sich  jede  ganzzahlige  lineare  Transfor- 
mation aus  den  drei: 

(115)  M,   N,   E 

als  erzeugenden  zusammensetzen  läßt;  dabei  hat  man  sich  die  oben 
angeschriebenen,  auf  den  Fall  p  =  2  bezüglichen  Transformationen 
M,  N  durch  Hinzunahme  der  identischen  Gleichungen: 

(116)  <.  =  G>^w  <;,+.==  «^.p+v        (C=m;:-;p) 

auf  den  Fall  j?  >  2  erweitert  zu  denken. 

Die  Zusammensetzung  der  ganzzahligen  linearen  Transformationen 
aus    einfachen   ist  zuerst  von   Kronecker   angegeben    worden.      Die   von 
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Krone ck er ^)  unter  L  1,  2  und  IL  1  angeführten  erzeugenden  Trani 
formationen  stimmen  mit  den  obigen  Transformationen  B\,  ^j,  D^ 
überein,  während  Kronecker  als  letzte  erzeugende  Transformation  B^  t^u^ 
wählt.  —  Die  Transformation  E  nnd  damit  die  Reduktion  der  p  -r  2  tr* 
zeugenden  Transformationen  im  Falle  Jf)  >  3  auf  5  ist  von  mir*)  ange- 
geben worden,  wälu-end  die  Zusammensetzung  der  vier  Ti-ausfonnationen 
A^^  Bj^y  Ojj,  D^  im  Falle  p  =  2  aus  den  zwei  M^  N  Herr  Burkhard! 'I 
gezeigt  hat, 


§6. 

Znrickfiihning  ganzzabUger  nichtlinearer  Transformatioxieo 
auf  eine  endliche  Ajizahl  nicht  äquivalenter. 

Bezeichnet  T  eine  ganzzahlige  nichtlineare  Transformation,  bei 
der  also  die  TransformationszaMen  c^^  ganze  Zahlen,  die  Ordnung  n 
aber  >  1  ist,  so  nennt  man  jede  Transformation  iT,  welche  aus  J 
durch  Zusaiamensetzung  mit  einer  ganzzahligen  linearen  Transfor- 
mation L  in  der  Form  T'  =  TL  hervorgeht,  zu  T  äquivalent^  und 
von  der  Gesamtheit  der  zu  einer  gegebeneu  Transformation  T  äqui- 
valenten Transformationen  sagt  man,  daß  sie  zu  einer  Klasse  gehoreö. 
Es  zerfallen  auf  diese  Weise  alle  ganzzahligen  Transformationen  eine« 
gegebenen  Grades  in  Klassen,  derart,  daß  alle  Transformationen  einer 
Klasse  und  niii'  diese  einander  äquivalent  sind,  und  man  bezeichaet 
in  jeder  Klasse  eine  möglichst  einfache  Transformation  als  den  Ä- 
prmmtanten  der  Klasse. 

Zum  Nachweise,  daß  die  Anzahl  der  nicht  äquivalenten  Klassen  vou 
Transformationen  eines  gegebenen  Grades  eine  endliche  sei,  sowie  lur 
Aufstellung  der  Repräsentanten  und  zur  Bestimmung  der  Klas^eniaU 
bedient  man  sieh  wieder  der  ira  letzten  Pamgraphen  durehgeführtiJß 
Reduktion  einer  gegebenen  Transformation  T  vermittelst  der  speziellen 
ganzzahligen    linearen    Transformationen   -4    ^  ^^\  ^a>  -^~o    ^ 


1)  Kronecker,  Ober  bilineare  Formen.  Berl  Ber.  1866,  pag.  69T,  tach 
J,  för  Math.  Bd,  68.  1868,  pag.  273;  vergl.  auch  Clebsch  und  Oordan,  Tkl 
Abelflchen  Functionen,  pag.  304;  Thomae,  Einige  Sätze  aas  der  Anuljii» 
Situs  Eiemann'scher  Flächen.  Z.  für  Math.  Bd.  12.  1367,  pag.  361;  JordtSt 
Traitd  des  sabKtitutions  et  des  ^quatioD«  alg^briqoea.  Paris  1870,  p^ig,  1T<; 
Thomae,  Beitr.  zur  Theorie  etc.  J.  für  Math,  Bd.  76.  1873,  pag.  234;  Welxf. 
Über  die  Transformatioiisth.  etc.   Arm,  di  Mat.  (2)  Bd.  Ü.    1879,  pag,  12^ 

2)  Krazer,  über  die  Zusammensetzung  ganzzahliger  linearer  Sub>t 

von  der  Determinaate  Eins  aus  einer  geringsten  Anzahl  fundamentaler  Sii[v«uii> 
tionen.     Ann.  di  Mat.  (2)  Bd.  12.     1884,  pag.  28S. 

3)  Bnrkhardt,  Zur  Theorie  der  Jacobi'schen  Gleichungen  40  GffdtS 
welche  bei  der  Transformation  3,  Ordnung  der  Thetafunc tionen  von  iwvi  fc* 
änderlichen  auftreten.    GöiL  Nachr.  1890,  pag,  376. 
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stellt  liier  die  Frage,  auf  welche  einfachste  Form  eine  ganzzahlige 
niehtlineare  Transformation  T  durch  Zusammensetzung  mit  den  Trans- 
formationen ^7*>  -B^^  (^»3  D7^  reduziert  werden  kann. 

Znnachst  bleibt  das  im  yorigen  Paragraphen  bewiesene  Resultat 
bestehen,  wonach  man  aus  einer  Transformation  7,  wenn  sie  über- 
hsapt  nur  ganzzahlig  ist,  durch  Zusammensetzung  mit  passend  ge- 
wählten Transformationen  A^^,  B^\  CTJ,  D~^  (p,  6^1,  2,-",  p) 
eine  neue  Transformation: 


(117) 


Cu  Cij  •• 

•  '^p 

0    c„■■ 

■  '^p 

^f,p+' 

r- 

0    0    ■■ 

"pp 

0 

^P+M,p+* 

ableiten  kann,  bei  der  für  p,  (^  =»  1,  2,  •  •  •,  p  alle  Elemente  c  ,  für 
welche  p  >  (f  ist,  und  die  sämtlichen  Elemente  c^+g,a  ^^^  Wert  Null 
haben,  die  Elemente  q^,  c^^,  •  *  *,  c^^  aber  positiv  sind. 

Da  aber  nunmehr  die  Elemente  q^,  c^^f  ' ' ';  ^pp  ^^  allgemeinen 
nicht  wie  früher  den  Wert  1  besitzen,  so  kann  man  durch  weitere 
Zusammensetzung  mit  passend  gewählten  Transformationen  CTJ^  nicht 
mehr  alle  Elemente  c  „,  bei  denen  q<,6  ist,  zu  Null  machen,  sondern 
nur  die  Elemente  c^^,  Cg^,  •  •  •,  c^_i  ^  für  tf  =  2,  3,  •••,!)  auf  ihre 
kleinsten  positiven  Reste  nach  dem  Modul  c„„  reduzieren.  Für  die 
Transformation  T'  kann  man  also  annehmen,  daß  für  tf  =  1,  2,  •••,|> 
^aa  positiv  ist,  die  Zahlen  q^,  c^^,  •  •  •,  <^a-i,a  ^^^^  Null  oder  positiv 
und  kleiner  als  c^^  sind. 

Auf  Grund  der  aus  (ü)  folgenden  Gleichungen: 


(118) 


P 
e-1 


.       n,   wenn   v  =  ft, 

(^,v  =  l,2,.    .,p) 


wenn   v  ^  ft, 


die  wegen  des  Verschwindens  der  Größen  c  ^.        und  jener  Größen 
p  ftr  welche  p  >  fi  ist,  sich  auf  die  Gleichungen: 


j 


^qi^^P^HtP-^^ 


n,   wenn   v 


0, 


wenn   v  • 


Ci4,  »  =  1,2,        ,p) 
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reduzieren,  kann  man  aus  den  Zahlen  c  (q^^)  diö  Ämtlichen 
Zahlen  c„,^^.„  berechnen  und  findet,  indem  man  der  Reihe  nach 
/t  =  1,  2,  •  •  •,  p  setzt,  insbesondere,  daß  alle  jene  Größen  «,+-,+,) 
bei  denen  ^  <  0  ist,  den  Wert  Null  besitzen,  und  weiter,  diu  fBr 
p  =  1,  2,  •  • .,  p: 

(120) 


^p^i^iP^q 


99 


ist. 


Die  Transformation  T'  hat  also  die  Form: 


(121) 


r= 


0    Cj, 
0    0 


•»j» 


pp 


0 


>.!>  +  »• 


^p,p  +  l       ^p,p  +  «       '  *  *  ^Pfip 

wobei  für  die  Werte  der  im  ersten  Quadranten  stehenden  Elemente  c^, 
(q  ^  6)  das  oben  Bemerkte  gilt,  die  Werte  der  im  vierten  Quadranten 
stehenden  Elemente  Cp+g,p+a  (p  ^  ^)  ^^^^  durch  diese  Werte  eindeutig 
bestimmt  sind. 

In  der  Transformation  T'  kann  man  nun  endlich  durch  passende 
Zusammensetzung   mit   Transformationen  A"  ,  B^  ,   CT^     diejenigen 


Elemente  c, 


ga 


QjP  +  ay 


bei  denen  q<^6  ist,  auf  ihre  kleinsten  positiTen^ 
Reste  nach  dem  Modul  Cj^^„^p^„  reduzieren.  Dabei  bedient  man  sich 
zweckmäßig  der  durch  die  Gleichung: 

(122) 


definierten  Transformation  F   \     Für  diese  Transformation  ist: 
(123)     c„„  =  1   für  a  =  1,  2,  .  • .,  2p    und    c^^^^„  =  c„,,^^  =  -  1, 

und  es  entsteht  aus  einer  beliebigen  Transformation  T,  wenn  man 
sie  mit  der  Transformation  F^^  zusammensetzt,  eine  Transformation 
Tr~^,  welche  sich  von  der  Transformation  T  dadurch  unterscheidet, 
daß  die  Elemente  der  q^^  Horizontalreihe  durch  neue  ersetzt  sina, 
welche  aus  den  ursprünglichen  durch  Subtraktion  der  entsprechenden 
Elemente  der  p  +  6^^  Horizontalreihe  von  T  hervorgehen,  und  gleich- 
zeitig die  Elemente  der  0^  Horizontalreihe  durch  neue  ersetzt  sind, 
welche  aus  den  ursprünglichen  durch  Subtraktion  der  entspreehenden 
Elemente   der  p  +  q^^  Horizontalreihe  von  T  hervorgeheiL     Indem 
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in  nun  zunächst  nur  die  Elemente  ^i,  «p  Cj,  j^  •  •  •  c^,  2p  I  0  0  •  •  •  0  c^^^  ^p 
r  letzten  Vertikalreihe  ins  Auge  faßt,  k^tm  man  durch  Anwendung 
r  Transformationen  A~^.  B~'^  die  Zahl  c^«.  und  sodann  durch 
iwendunir  der  Transformationen  JTT^,  Jrr\  •  •  •»  i^~\     die  Zahlen 

O  A,p^         8,1»/  '        i»— 1,1» 

2  ,  <^,2p^  •  •  •;  ^p-h^p  *^  ^®  kleinsten  positiven  Reste  nach  dem 
>aul  c^p^^p  reduzieren.  Indem  man  sodann  die  p^  und  2p^  Hori- 
ütalreihe  aus  dem  Spiele  läßt  und  die  übrigen  Elemente  c^^^^_^, 
2jp_i,  •  •  •,  Cp-i,2p-i  10  0...  c^p^i^ip^x  •  der  2p  -  1*^  Vertikalreihe 
\  Auge  faßt,  kann  man  in  der  gleichen  Weise  wie  vorher  durch 

iwendung  von  Transformationen  J.""^,  S^\  r~^  die  Elemente  \^p^if 

tp-ij  '"'f  ^p-i,2p-i  *^^f  ^^  kleinsten  positiven  Reste  nach  dem 
^dul  c^p^i^ip^t  reduzieren.  So  fortfahrend  erkennt  man,  daß  man 
r  die  Transformation  T'  bezüglich  der  Elemente  des  dritten 
ladranten  annehmen  darf,  daß  für  6  =  1^  2,  -  -  -,  p  alle  Elemente 
y^^,  far  welche  q^6  ist.  Null  oder  positiv  und  kleiner  als 
fa,.+a  sind. 

Die  noch  übrigen  Elemente  c^^p^a  ^®s  zweiten  Quadranten,  bei 
nen  q>  6  ist,  sind  dann  auf  Grund  der  aus  (II)  folgenden  Glei 

ungen: 

p 

^^)  ^  (%p+fi  ^p+QfP+^  ""  ^p+QfP+fi  %P+y^  ""  ^ 

ddeutig  bestimmt. 

Man  hat  also  das  Endresultat: 

IX.  Satz:  Jede  ganzzaJilige  nichüinecure  Transformation  T  kann 
rch  Zusammensetzung  mit  ganzzahligen  linearen  TransformoMonen 
f  eine  Transformation: 


XIV)    r 


C\l    ^12   •  • 

•'^li. 

0    c^-- 

■'^ip 

'^htP-y* 

0    0-. 

■^p 

"p  +  Lp  +  i  0 

•  •0 

0 

<'i.+i,i,+i  '>+»,p+»  • 

•   0 

<ip,j,+i    '^p.p+i    • 

"'^p,ir 

hunert  werden,  bei  welcher: 

1.  die  \{jp—  \)p  Elemente  c^^  (ft,  i;  =  1,  2,  •  •  ,  j);  fi  >  v),   die 
Elemmie  c^+^,y  (f*,  v  =  1,  2,  •••,!))  und  die  \{jp  —  l)p  Elemewte 
vthp-^*  (ft  V— 1,  2,  --^p;  fi<v)  den  Wert  NüU  besitjsen; 
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2.  die  2p  Elemente  c^^  (a  =  1,  2,  •••,  2p)  van  NtM  versdiiedm, 
positiv  und  Teiler  von  n  sind,  derart  daß: 

(XXV)  c^^c^^^p^^-n  (/*-!,«,•-.#) 

ist; 

3.  für  v  =  l,  2,  -",  p  die  Elemente  c^^,  c,^,  •  •  •,  c^.i.^  NuU  oder 
positiv  und  kleiner  als  c^^,  und  die  Elemente  c^^p+^f  ^,p+»'  '"f  ^»,f+» 
NuU  oder  positiv  und  Meiner  als  c^^^^^^^  sind; 

4.  die  Werte  der  noch  übrigen  (p  —  l)p  Elemente  0^,-+»»  ^^+^,y+f 
((i,  V  ^1,  2,  ' ',  p'^  fi>  v)  aber  durch  die  Werte  der  vorner  genannkn 
eindeutig  bestimmt  sind. 

Da  die  Anzald  der  überhaupt  mögliclien  yerschiedenen  Trans- 
formationen  T'  infolge  der  soeben  angegebenen ,  fär  ihre  Transfor- 
mationszahlen c  bestehenden  Bedingungen  eine  endliche  ist,  so  ist 
mit  dem  IX.  Satze  zugleich  bewiesen  der 

X.  Satz:  Die  Elassenamdhl  der  nicht  äquivalenten  ganezaUigm 
Transformationen  T  eines  gegebenen  Grades  n  ist  eine  endliche. 

Die  Bestimmung  der  Elassenanzahl  und  die  Aufstellung  der  B«- 
präsentanten  ist  bis  jetzt  nur  für  die  einfachsten  Fälle  geschehen. 

Im  Falle  |>  =  1  ergibt  sich  aus  dem  IX.  Satze,  daß  jede  gans- 
zahlige  Transformation  vom  Grade  n  einer  Transformation  von  der 
speziellen  Form: 

(125)  r^ 


0 


w, 


äquivalent  ist,  bei  der  jede  der  beiden  Zahlen  w^,  n,  positiv  und 
n^n^  =  n  ist,  a  aber  eine  Zahl  aus  der  Reihe  0,  1,  •••,  w,  —  1  be- 
zeichnet. Da  es  nun  so  viele  Klassen  äquivalenter  Transfonn»- 
tionen  T  gibt,  als  die  Transformation  T  verschiedene  mögliche 
Formen  annehmen  kann,  so  ist  die  Klassenanzahl  gleich  der  Summe 
der  Teiler  von  n  (die  Zahlen  1  und  n  eingerechnet),  da  an  Stelle 
von  Wj  jeder  Teiler  von  n  treten  kann,  für  jeden  Wert  von  w,  aber 
die  Zahl  a  gerade  n^  verschiedene  Werte  annimmt.  Diese  Teiler- 
summe beträgt  aber*),  wenn 

(126)  n  =  a«&/*cy... 

ist,  wo  a,  6,  c,  •  •  •  verschiedene  Primzahlen  bedeuten: 


1)  Lejeune-Dirichlet,   Vorlesuiigen  über  Zahlentheorie,  hflna^.  im 
Dedekind.    2.  Aufl.    Brannschw.  1871,  pag.  17. 


1 


i.  und  Bepräsent.  in  den  F&llen  p  n  1  und  p  »  8. 
a«+i-l    5/»+i_i     c^+^-l 
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jr= 


a— 1 


c  — 1 


Falle  eines  Primzahlgrades  n  ist  also  speziell  K'=^n+  1. 
Im  Falle  />  =  2   ergibt  sich   sich  aus  dem  IX.  Satz,   daß  jede 
Kzahlige  lineare  Transformation  T  vom  Grade  n  einer  Transfor- 
ion von  der  speziellen  Form: 


0 


r 


0     c„ 

<1»      «14 

0 

c»    0 

^4Ä       ^44 

Talent  ist,  bei  welcher: 

Cii  Cjj  =  c„  C44  =-  n, 
0  0<Ci,<<^,     0<Ci,<Cjj,     0£c^^,Ct^<c^^, 


Cf, 


_^  C|l<14  ^1^4 


__j  ^1  ^88 


Setzt  man  nun  voraus,  daß  der  (Jrad  n  eine  Primzahl  ist^  so  er- 
man  hieraus   ohne   Mühe   als   Repräsentanten   der  nicht   äqui> 
dten  Klassen  ganzzahliger  Transformationen  die  folgenden: 


R, 


n    0 
0    » 

0 

0 

1    0 
0    1 

B,- 


n    0 

0    1 

0  0 
0    a 

0 

1  0 
0    n 

ii.= 

1    tt 
0    n 

ß    0 
0    0 

0 

n    0 
-a     1 

B, 


1    0 
0    1 

a     ß 

ß   r 

0 

n  0 
0    n 

X,  ^,  y  die  Werte  0,  1,  •••,  n  —  1  annehmen  können,  und  daher 
Dassenanzahl: 


) 


K=  1  +  n  +  n»  +  n»  =  (1  +  n)(l  +  »*). 


Im  Falle  p  —  3  ergibt  sich  ans  dem  IX.  Satz,  daB  jede  ganz- 
ge  Transformation  Tom  Grade  n  einer  Transformation: 
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^1       ^«       ^» 

^4      ^      ^6 

0         C,,      C,3 

^4      ^6      ^ 

r/ 

0      0      c„ 

^      ^      ^ 

C4,       0          0 

0 

^64      <^66       ^ 

(132) 


äquivalent  ist,  bei  der: 


(133)      (^  =  - 


^8  ^44  H"  ^t  <^4  g       ^  ^$  ^Bi 


'65 


«St 


>,       ^44  ^6  H"  ^54  ^6  H"  ^64  ^6  >,       ^^  ^g>  ^«6  "T  ^»  ^> 


C«4 


,  ^44  ^5  H"  ^54  ^g  H"  ^64  ^»  ^4  ^» 

C»6 


ist.  Setzt  man  nun  wieder  voraus,  daß  der  Grad  n  eine  Prima 
ist^  so  erhält  man  hieraus  ohne  Mühe  als  Repräsentanten  der  nk 
äquivalenten  Klassen  ganzzahliger  Transformationen  die  folgenden: 

n  0  0 
0  n  0 
0    0    n 


E,= 


1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

R,= 


n    0    0 

0    0    0 

0    n    0 

0    0    0 

0    0    1 

0    0    ff 

10    0 

0 

0    10 

0    0« 

(134) 


R>- 


n 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

a 

0 

ß 

0 

0 

0 

n 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

M 

0 

0 

—ff 

1 

5* 


laß 
0  »  0 
0    0« 


r  0  Q 
0  0  1 
0  o& 
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n    0    0 

0    0    0 

0     10 

0    a    ß 

0    0    1 

0    ß    y 

10    0 

0 

0    n    0 

0    0    n 

^•- 


1     a    0 

ß     0     y 

0    »    0 

0    0    0 

0    0    1 

y    0    d 

n    0    0 

0 

-«     1    0 

0    0    n 

1     0    a 

V 

9    0 

0     1    ß 

d 

s    0 

0    0    n 

0 

0    0 

» 

0    0 

0 

0 

n    0 

—  a 

-ß    1 

1     0    0 

a    ß    y 

0    1    0 

ß     d    s 

0    0    1 

V     «     S 

n    0    0 

0 

0    n    0 

0    0    n 

^ 


ei  a,  /3,  •  •  •,  f  die  Werte  0,  1,  •••,«—  1  annehmen  können^  und 
ir  sofort  als  Elassenanzahl: 

0    Jr=l  +  w  +  «*+2n»  +  «*  +  w5  +  n«  =  (l  +  w)(l  +  w*) (!  +  «•). 

Auf  die  obige  Beduktion  der  ganzzahligen  Transformationen  eines 
bigen  Grades  n  auf  eine  endliche  Anzahl  nicht  äquivalenter  Trans- 
ationen  T'  hat  zuerst  Kronecker  ^)  hingewiesen.    Zu  den  speziellen 

angegebenen,  die  Fälle  p=l^  2,  3  betreffenden  Resultaten  yergl. 
igsberger*),  Hermite*)  und  Weber*).  Im  Falle  j?  =  2  ist  die 
:e  nach  der  Klassenanzahl  für  einen  beliebigen  Grad  n  von  Dorn^) 
twortet  worden.  —  Daß  man  eine  ganzzahlige  nichtlineare  Trans- 
ation T  durch  Zwischensetzen  zwischen  zwei  lineare  Transformationen 
er  Form  T'  ==  ij  TL^  auf  noch  weniger  und  noch  einfachere  Formen 
edozieren  kann,  haben  für  jp  =  2  Hermite*)  und  für/?  =  3  Weber  ^) 

1)  Kronecker,  über  bilineare  Formen.  Berl.  Ber.  1866,  pag.  611,  auch 
r  Math.  Bd.  68.     1868,  pag.  284. 

2)  Königsberger,  Yorlesangeii  über  die  Theorie  der  elliptischen  Funk- 
n.     Bd.  2.    Leipzig  1874,  pag.  47. 

3)  Hermite,  Sur  la  th.  de  la  transf.  etc.    C.  B.  Bd.  40.    1855,  pag.  258. 

4)  Weber,  Über  die  Transformationsth.  etc.  Ann,  di  Mai.  (2)  Bd.  9. 
,  pag.  139. 

5)  Dorn,  Die  Form  and  Zahl  der  Repräsentanten  nicht  äquivalenter  Klassen 
Transformationen  der  ultraelliptischen  Functionen  f&r  beliebige  Trans- 
ätionsgrade.  Math.  Ann.  Bd.  7.  1874,  pag.  481;  vergl.  dazu  Krause,  Sur 
ansformation  des  fonetions  hyperelliptiques  de  premier  ordre.  Acta  math. 
L  1883,  pag.  161  und:  Die  Transformation  der  hjperelliptischen  Funktionen 
r  Ordnung.     Leipzig  1886,  pag.  84. 

6)  Hermite,  Sur  la  th.  de  la  tränst  etc.    C.  R.  Bd.  40.     1865,  pag.  254. 

7)  Weber,    Über   die  Transformationsth.   etc.     Ann.  di  Mai.  (2;   Bd.  9. 

II* 
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nntersncht;  man  erkennt  insbesondere  leicht,  daß  man  in  don  (unter  Vor- 
aussetzung eines  Primzahlgrades)  für  die  Fälle  j>  »  2  und  3  oben  an- 
geschriebenen Eepräsentanten  durch  Vorsetzen  von  passend  gewählten 
Transformationen  A~  ,  B"  ,  CT*  die  sämtlichen  außerhalb  der  Hanpt- 
diagonale  stehenden  Elemente  gleich  Null  machen  und  sodann  alle  so  e^ 


haltenen  Transformationen  mit  Hilfe  von  Transformationen  D^^   auf  «ne 


einzige  unter  ihnen  reduzieren  kann. 


§7. 

Znsammenhaiig  der  ursprfingliclien  und  der  transfomiiertaD 
Thetaftinktion  Im  Falle  gannaUiger  Transformatioii. 

Man  setze  voraus,  daß  die  Transformationszahlen  c^j  (a,^=  1,2,— ,2p) 
ganze  Zahlen  seien,  und  betrachte  unter  dieser  Annahme  die  ursprSng- 

liche  Thetafunktion  d'  m  {u}^  als  Funktion  der  neuen  Variablen  »', 

setze  also: 

(136)  »UW.-9C«1. 

Da  dem  Übergange  von  m^' |  •  •  •  | w/ 1  •  •  •  It*^'  in  m^' |  •  •  •  1 1*/  +  ** |  •••  |*/ 
infolge  der  Gleichungen  (IX)  der  Übergang  von  Wi  |  •  •  •  | »-  i^ 
^  +  ^iy\  ' ' '  \u  +  Jyy,  dem  Übergange  von  Wi'  |  •  •  •  |  <*,  ^ 
ti^'  -f  a/^  I  •  •  •  \u^  +  a^^  infolge  der  Gleichungen  (IX)  und  (XI)  aber 
der  Übergang  von  m^  |  •  •  •  j  w^  in  w^  +  -Biv  |  '  •  *  \%  +  ^pt  entspricht^ 
und  da  weiter  gemäß  der  Gleichung  (XXXU)  pag.  32: 


=  *ß]We 


P  P  P  P 

(137)  ^|I](«i  +  AJ-|«,  +  ^„) 

P  P  P 

ist,  so  erhält  man,  wenn  man  noch  die  Gleichungen  (Vil)  und  (VIII) 
berücksichtigt  und  zur  Abkürzung 
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A 

138)  "=' 


;-i(c..,-.„.»,  +  i«.c.,„,), 


(v=l,2,...,j,) 


setzt,  für  q>^')j  die  Funktionalgleichangen: 

(y=l,2,...,i>) 

Nun  genügt  aber  der  Ausdruck: 

^     p     p     p 

(140)  ^C«'l  =  «      e=»e=M=» 

den  Relationen: 

P  2       ^         ^ 

«|...|«;+«.-|...|«;)  =  ^C«le''='  *=»"=» 

ti)  *«+<!  •••!<+«;,) 

--7^  2  2  2 %p-\-f^^hQ"'ii^y^-;^  2  2  2%p+i^^t^9'>y^ 

(1^=1,2,.    .,p) 

Ond  man  erkennt  daraus^  indem  man  diesen  Gleichungen  auf  Grund 
der  Relationen  (IX)  und  (XI)  die  Gestalt: 

p 

^«|...|«;  +  «,-|...|u,')  =  H«le''=' 

gibt  und  in  der  zweiten  Gleichung  (139)  die  Größen  B^^  und  u^ 
furch  ihre  Ausdrücke  aus  (XI)  und  (IX)  ersetzt,  daß  das  Produkt 
1er  beiden  Funktionen  fp^u}  und 'ilf([u}: 


p     p     p 


:i43)         /7|«1  =  *[J]W,e       .-te-x.-x 
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den  Relationen: 

(144)  77(tti'  I  . . .  I  <  +  « 1 1  •  •  •  I «,-)  =  m**'}  «*''" , 

(y=l,2,...,p) 

genügt.    Nun  ist  aber  auf  Grund  der  Relationen  (ÜI): 
(^i4o;     ^(.c^+.,p+^^;.^      %P+/^^^W'=    0      wenn  p^v, 
und  man  hat  daher  endlich: 

/i46^  n(u,'\...\u;  +  «i\-\u;)~niu'}e''^''\ 

(14b)  "  (»=1.1, 

Damit  ist  aber  bewiesen,  daß  die  Funktion  lH{u)j  eine  Thetafonkti 
n*®*"  Ordnung   von   den  Argumenten  u'     den  Modulen  a    ,  und  ( 


Charakteristik 


ist,  und  man  hat  den 
LA. 
XL  Sats:   Die  Funktion: 

(XXVI)  n{(u}  =  »[Qiute\ 

wobei: 

p      p      p  p      p 

(XXVD)  1      ",     "      ' 

Ä~i  .^^     ^mJ    ^^    ^V,p  +  H^IU'v'^n"'u'  9 

is<  eiw6    ThetafunUmi   n*®'    Ordnufig    von    den   Argumenten  u  ,  f 


Modulen  a '     und  einer  Charakteristik 


,  deren  Elemente  durch 


Gleichungen: 

p 

(xxvni)  ''^^  (.=1,1, 

p 

bestimmt  sind. 
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Auf  Grand  dieses  Satzes  kann  man,  wie  im  folgenden  naher  ans- 
gef&hrt  werden  soll,  die  Funktion  11  {u}  dnrch  Thetafnnktionen  mit  den 
Argamenten  u  und  den  Modulen  a  darstellen  und  erhält  dann,  indem 
man  diesen  Ausdruck  in  (XXYI)  einfährt  und  die  entstehende  Glei- 
chung nach  '^rflC^Da  auflöst,  die  Lösung  des  Transformationsproblems 
der  Thetafnnktionen,  nämlich  die  Darstellung  der  ursprünglichen 
Funktion  'ö'rfj([M])^  durch  transformierte  Thetafnnktionen  'ö'lTlfti'Ja'- 

Die  erwähnte  Darstellung  von  nf[u}  durch  Thetafnnktionen 
-^[jJ^iiX.  aber  kann  in  der  Weise  bewerkstelligt  werden,  daß  man 
zunächst  nach  Formel  (XLVI)  pag.  40  die  Funktion  11  {u'}  homogen 

rflL+*n 

und  linear  durch  die  n^  Funktionen  -ö* 


der  Form: 

0.V 

^~' 

(147) 

niul=. 

?c. 

nti'])^^,    ausdrückt   in 


r$+^ 


A 
^       h 


i^^lna'y 


und  hierauf  von  den  Thetafunktionen  mit  den  Argumenten  nu 
und  den  Modulen  na!  zu  Thetafunktionen  mit  den  Argumenten  u' 
und  den  Modulen  a'  übergeht.  Die  Lösung  des  Transformations- 
problems verlangt  also  dann  zweierlei;  einmal  die  von  den  Argu- 
menten der  Thetafunktionen  unabhängigen  Koeffizienten  C^  ...^  in 
der  Gleichung  (147)  zu  bestimmen,  sodann  aber  weiter  Thetafunk- 
tionen mit  n- fachen  Argumenten  und  Modulen  durch  solche  mit  ein- 
fachen darzustellen. 

Die   erste  Aufgabe   kann   auf  folgende  Weise   gelöst   werden.^) 


1)  Die  Aasdräcke  für  die  Koeffizienten  C^^       ^    enthalten  natürlich  anch 

*i '  ■  ■  *p 

die    Charakteristikenelemente    g^   h.      Die   Ermittlung    der   Abhängigkeit    der 

C  von   diesen  kann   von  der  übrigen  Bestimmung  der  Größen  C  getrennt  und 

dadurch  erledigt  werden,  daß  man  in  der  Gleichung  (147)  zuerst  alle  Zahlen  g 

und  h  gleich  Null  setzt  und  hierauf,  indem  man  das  Argumentensystem  (u)  in 

^«  4-  I  n  )  übergehen  läßt,  vermittelst  der  Formeln  (XXX)  pag.  80  und  (XL)  pag.  84 
wieder  links  die  Funktion  &• 


r^(u)^,  rechte  die  Funktionen  ^      '  n  '    {nu\ 


einführt.    Man  erhält  auf  diese  Weise: 

WO  ^(^f  A)   den  später  unter  (XXXIV)  angeschriebenen  Ausdruck   bezeichnet, 
(P        .    aber  nuimiehr  toh  den  Charakteristikenelementen  a,  h  unabhängig  ist. 
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Zuerst  wird  mit  Hilfe  der  Differentialgleichangen  (XXXV)  pag.  32 
die  Abhängigkeit  der  Größen  (7^  ...^  von  den  llietamodulen  be- 
stimmt; es  ergibt  sich,  daß: 

(149)  (L  ...^  =-^Cl...«. 

ist,  wo  nunmehr  die  C  auch  von  den  Thetamodulen  unabhängige 
Größen  sind.  Die  Bestimmung  dieser  Größen  erfolgt  sodann  dadurch, 
daß   für    die   Thetamodulen   a^^.   solche   spezielle   Werte   eingefiOut 

werden,  welche  nach  passenden  Umformungen  der  Funktion  ^iflfM)« 

eine  Yergleichung  der  Koeffizienten  gleich  hoher  Potenzen  der  GröBen 
e*"i,  •  •  •,  e*"p  auf  der  linken  und  rechten  Seite  von  (147)  grestatten. 
Auf  diese  Weise  hat  Herr  Thomae^)  eine  vollständige  Bestimmang 
der  Größen  C^^ . . .  ^  erreicht.  Allerdings  sind  die  erhaltenen  Aus- 
drücke nicht  auf  die  einfachste  Form  gebracht,  und  insbesooden 
hätte  sich  bei  genauer  Untersuchung  ergeben,  daß  im  allgemeinen 
nicht  alle  Größen  C^  ^  von  Null  verschieden  sind.  Diesen  beiden 
Anforderungen  genügt  jene  Bestimmimg  der  C^  . . .  x  ?  welche  später 
und  auf  einem  anderen  Wege  von  Herrn  Prym  und  mir  durchgefUurt 
wurde,  imd  über  welche  am  Ende  dieses  Kapitels  berichtet  wird. 

Was  nun  weiter  die  Darstellung  von  Thetafunktionen  mit  ti-fikJlien 
Argumenten  und  Modulen  durch  solche  mit  einfachen  angeht,  so 
überzeugt  man  sich  zunächst  von  der  Möglichkeit  einer  solchen  Dar- 
stellung durch  die  folgende  Überlegung.    Die  Funktion: 

(150)       /•(w=^ti;!](Wa-^t3 

ist  auf  Grund  der  Gleichungen  (XXXIH),  (XXXIV)  pag.  32  eine 
Thetafunktion  w*®'  Ordnung  mit  einer  Charakteristik  l?.];  deren  Ele- 
mente durch  die  Gleichungen: 

(151)  9;=9''j-^-+d;\  a;  =  ä;:'  +  ...  +  a;:'  o.=i.v..) 

bestimmt  sind,  und  als  solche  nach  der  Formel  (XL VI)  pag.  40  da^ 
stellbar  in  der  Form: 

Vn^^n  r>n        «»^'^-i  rg  +  p") 

(152)  *LJu)JWa-*[j<„J((«L=2^^...,,*   i  (««u. 

?!.•    »Cp  L      /»       J 

wo    die  K  von    den    Argumenten   u   unabhängige    Größen  be- 

zeichnen. Vermehrt  man  in  dieser  Gleichung  für  f*  «=  1,  2,  •••,!» 
jede  der  n  Größen  }i^}.  •••,  ä^"^  um  —6^,  unter  6^  eine  sanze  ZeU 

1)  Thomae,  Die  aUg.  Transform.  etc.   Inang.-Diss.  Göitnigen  1864,  pag.  ü 


ßb«r  die  Lob.  des  TransfornifttioiiBprobL  der  Thetaf. 
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blanden;    multipliziert   hierauf ,    indem  man  mit  T|^ 


irgend 


le  Zahlen  aus  der  Reihe  0,  1,  --,  «—  1   bezeichnet,  linke  und 


ijfi 


^(?;l+V*'m 


ite  Seite  mit  e         ^' 

=  1 

und  summiert  über  <?.,-•',  tf.  von 

18  fi  —  1,  80  erhält  man: 

0.'.   .'--1    r    JV)    -|                 r    J")    -»               H   ^<«'^+V"^ 

^» 

Äf')+i- 

«-•••*  ft(.) .  «.  H»«      '*°' 

•j.  .», 

♦*_ 

»_ 

,    -2"^  -.* 

n 

H      fi>    >f 

P 

besitzt    aber   die  auf  der  rechten   Seite  stehende  in   besondere 

imern   eingeschlossene   Summe    nur   dann    einen   von    Null   ver- 

iedenen  Wert  und  zwar  den  Wert  t^^  wenn  (>j=r^,  •-,  q^^x^ 

L  II)  lät;  es  reduziert  sich  daher  die  Summe  nach  den  ^  aif  das 

5,   den  Werten   (»j— r^,  •  - -,  p*  ==^  t     entaprechende  Glied,  und 

erhält,  wenn  man  noch  linke  und  rechte  Seite  vertauscht  und  ^ 

T  schreibt,  die  Gleichung*); 


[9  +  PI 


rch   diese  Gleichung  ist  die  gestellte  Aufgabe,  eine  Thetafunktion 
n- fachen  Argumenten   imd  Modulen    durch   solche  mit  einfachen 

pudröcken,  gelöst,  sobald  es  noch  gelingt,  die  von  den  Variablen  w 

Ibfaängige  Größe  K  zu  bestimmen. 

Diese  Größe  kann   aber  zunächst  durch  Vergleichung  der  Koef- 


^nteu    gleich    hoher  Potenzen    der  Größen   e^ 


,«-1    r     AI) 

9  ^^  ' 


*Lf+Jw,« 


e^*"?    auf  der 


Den  und  rechten  Seite  der  Gleichung  (154)  in  der  Form  einer 
•-  l)|>'fach  unendlichen  Reihe  erhalten  und  diese  dann  durch  Ein* 
rung  neuer  Summationsbuchstaben  durch  die  Nullwerte  von  Theta- 
tionen,  deren  Modulen  ganze  Vielfache  der  a  .  sind,  ausgedrückt 
len.'^)     Führt  man  dieses  Verfahren  durch,  so  erkennt  man,  daß 


i)  Für  p  =  1  Gndea  sich  die  Formela  (163),  (154)  schon  bei  Rosen hain, 
loire  sar  len  fonctioiis  etc.,  pag,  400. 

5!)  Vergl,  Krazor  und  Prym,  Neue  Grundlagen  etc.,  pag.  Itiö  u.  31;  in«- 
ndt^re  aber:   K  rast  er,  Die  Transformation  etc.    (Brate  Abhandlung,)    Math« 

Bd.  4JI.     l@dS,  pag.  444. 
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die  Quelle  für  die  Gleichungen  (152)  und  (154)  im  Xm.  Sab 
pag.  80  zu  suchen  ist,  und  es  ist  nicht  schwer,  ans  den  dortig^i 
Formeln  die  allgemeinste  Darstellung  einer  Thetafanktion  mit 
n- fachen  Argumenten  und  Modulen  durch  solche  mit  einfadiffl 
abzuleiten. 

Soll  nämlich  die  Punktion  •Ö'fflCwtiJ)^^  durch  Funktionen  *[f|(«J, 

ausgedrückt  werden,  so  wähle  man  für  die  im  XTTT.  Satze  T0^ 
kommende  positive  ganze  Zahl  n  eine  Zahl  n'^n  und  setze: 

(155)      «« ^«J'>  =  «„  «;;+"  =  . ..  =  «j'')-o, 

Ou  =  l,2,  •••,p) 

und 

(156)  «;:>. c-%.-'        o..^-->.v-... 

d.  h.  p(*)  =  ...=.  pC")  =  1^  sodaß  von  den  n  auf  der  linken  Seite  der 
Formel  (XXXTT)  vorkommenden  Thetafiinktionen  n  die  Argumente  u^ 
und  die  Modulen  a^^.,  die  n—n  übrigen  aber  die  Argumente  0  be 
sitzen,  während  ihre  Modulen  irgend  welche  Vielfache  der  a^  .  sind. 
Hierauf  verfüge  man  im  Rahmen  der  Bedingungen  (XXXI)  über  die 
ganzen  Zahlen  d^°^  und  die  positive  ganze  Zahl  r  so,  daß: 

(157)  t;« <-^>  =  0,    v<'p  =  nu^  0.-1.V  .,) 

und 

(158)  6|;;|,  =  na^^,,  0.,^'=i.«,    ,i^ 

d.  h.  q^"'^  =  n  wird,  sodaß  von  den  n  auf  der  rechten  Seite  von 
(XXXII)  zu  einem  Produkte  vereinigten  Thetafunktionen  n'—l  die 
Argumente  0,  die  n^  aber  die  Argumente  nu^  und  die  Modalen 
^%fi'  besitzt,  während  die  Modulen  der  ersteren  wieder  irgend  weldw 
Vielfache  der  a^^,  sind.  Die  Formel  (XXXII)  stellt  dann  ein  Pro- 
dukt von  n  Thetafunktionen  mit  den  Argumenten  u^  und  den  Mo- 
dulen a^^^,  homogen  und  linear  durch  Thetafunktionen  mit  den  Argu- 
menten nu  und  den  Modulen  na^^,  dar  mit  Koeffizienten,  welche 
sich  aus  NuUwerten  von  Thetafunktionen  rational  zusammensetzen,  deren 
Modulen  Vielfache  der  Modulen  a^^,  sind.    Die  ümkehrung  der  Fonnd 

(XXXII)  drückt  also  eine  Funktion  •ö'r?l((ntt])^^  homogen  und  linew 

durch  Produkte  von  je  n  Funktionen  d-  \\\  {u}^  dar  und  löst  die  oben 
gestellte  Aufgabe. 

Drückt  man  in  der  Formel  (147)  die  Funktion  O       h       (««*Tlw 
auf  die  angegebene  Weise  durch  Funktionen  '^fillti')^   aus,  so  6^ 


über  die  LÖ8«  dei  TrimsformatioiifiprobJ.  der  Thetaf 
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^-^    '^   durch  diese   Formel  das  Tranaforiiitttioiisproblem  der  Theta- 

len    für    die    allgemeine    ganzzahlige    Transformation    gelöst. 

>ie«ie    Lusung    ist    aber   insofern  noch    unvollständig,  als   in   ihr   die 

oeffiÄienten  aüs  Nullwerten  solcher  Thetafunktionen  zusammengesetzt 

iod,   welche  im   allgemeinen  nicht  die  Modulen  a^fiy  sondern  ganze 

ieUache  dieser  als  Modulen  haben.     Zur  vollsiÄndigen  Lösung  des 

brmationsproblema  bleibt  also  noch  übrige  alle  diese  Thetanull- 

erte    durch   die  Nullwerte   von  Thetafunktionen   mit  den   einfachen 

ulen  a^^'  auszudrücken,  wozu  die  nötigen  Formeln  wiederum  aus 

XIIL  Satz  pag,  HO  zu  schöpfen  simP). 

Man  wird  endlich  zum  Schlüsse  dieses  Paragraphen  noch  folgende 
merkungen  machen. 

Statt  der  tif  Funktionen  #       »      C****!««'  ^tann  man  sich  ebenso 

r  ff 

h  +  x\  (f^*))'«    **ls  Hilfsfunktionen   bedienen. 


it  der  nP  Funktionen  ^ 


[an   kann   von  jenen  stets   zu  diesen   übergehen  mit  Hilfe  der  aus 
Jer  Formel  (XIX)  pag.  68  folgenden  Foi-mel: 


IM)  »P» 


'H^ 


h    J 


0»1,        ,M-l       p        ff        -| 


Ist  femer  das  Transformationsproblem  der  Thetafunktionen  für  zwei 
formationen  7^,  Tj  gelöst,  aodaß  für  jede  derselben  die  ursprüng- 
liche Thetafunktion  durch  die  transformierten  ausgedrückt  ist,  so  er- 
ilt  man  aus  diesen  beiden  Formeln  durch  Zusammensetzung  sofort 
ie  Lösung  des  Transformationsproblems  für  die  zusammengesetzte 
Transformation  Tj  T, .  Von  dieser  Zusammensetzung  von  Trans* 
>rmationsforraeln  wurde  von  Herrn  Prym  und  mir,  wie  in  §  11 
kuaführ lieber  erörtert  wird,  ein  weitgehender  Gebrauch  gemacht;  für 
in  diesem  Paragraphen  vorliegende  Aufgabe  schließt  man  daraus, 
■'\H  nach  den  Untersuchungen  des  §  6  alle  ganzzahligen 
.^tionen  eines  gegebenen  Grades  aus  einer  endlichen  Anzahl 
aifir  ihnen,  den  Repräsentanten  der  einzelnen  Klassen  äquivalenter 
>r  n    durch    Zusammensetzung    mit    einer    ganzzahligen 

tuiatiou  erhalieu  werden  können^  und  andererseits  in 


lergi.  dazu  Müller,  Zur  Transformation  der  ThetafuDctionen,  Inaug^^DisB» 
M7i    Kr»a«»»*,   Zur  TnniBformutioii   der  ThetafiinctioDen.     Leipz,  Ber. 
805,  ßd,  48,    1896,  p^  21*1;   iindr  Theorie  der 
•    einer   verändt'rlichen    Größe.     Bd.   2.    Leipzig 
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dem  jetzt  folgenden  Paragraphen  das  Transformationsproblem  für  die 
ganzzahlige  lineare  Transformation  vollständig  gelöst  ist,  daB  man 
die  einer  beliebigen  ganzzahligen  Transformation  n^*°  Ghrades  ent- 
sprechende Transformationsformel  aus  der  dem  zugehörigen  Beprasen- 
tauten  entsprechenden  Formel  und  der  Formel  für  die  ganzzahlige 
lineare  Transformation  zusammensetzen  kann^  und  daß  man  sich  also 
hinsichtlich  der  Herstellung  der  Transformationsformeln  für  die  nicht- 
linearen ganzzahligen  Transformationen  auf  die  Repräsentanten  he- 
schiünken  kann. 

Nach  dem  XI.  Satz  ist  endlich  '^fllMay  ^^^  einem  Exponential- 
faktor  abgesehen,  eine  Thetafimktion  n^'  Ordnung  von  den  Argumentoi 

g 

u\  den  Modulen  a'  und  der  Charakteristik    a    .     Betrachtet  man  nim 

LäJ 

fiP  +  \  verschiedene  und  nicht  äquivalente  Transformationen  T, 
(1/  =  1,  2,  •••,  w^  +  1)  desselben  Grades,  etwa  ebensoviele  Repräsen- 
tanten nicht  äquivalenter  Klassen,  so  haben  die  Qrößen  u\  a\  g,  A 
für  die  verschiedenen  Transformationen  T^  verschiedene  Werte.  D» 
man  aber  in  jedem  Falle  die  Größen  w,  a,  g,  h  durch  die  Großen 

u'y  a,  g,  h  ausdrücken  kann,  so  kann  man  zu  jeder  Transformation 
T^  Größen  u  =  m^»^),  a  =  a^''\  g  =  g^''\  h  =  Ä^")  so  bestimmen,  daß  die 

Größen  w',  a\  g,  h  stets  die  nämlichen  vorgegebenen  Werte  erhalten. 
Die  so  gebildeten  w^  +  1  Funktionen  d-  ^ ..  ((**^''^L^'')  ^^'^  ^^"^  ^™*" 
lieh  Thetafunktionen  te**'  Ordnung  von  denselben  Argumenten  u  und  Mo- 
dulen a  und  der  gleichen  Charakteristik  a  und  es  besteht  folglich 
zwischen  ihnen  nach  dem  XVII.  Satz  pag.  40  eine  lineare  Relation^). 


§8. 
Die  ganzzahlige  lineare  Traasformation  der  Thetafti]iktloii«B. 

Im  Falle  der  linearen  Transformation  sagt  der  XI.  Satz  aus,  daB 
die  Funktion  n{u}  eine  Thetafunktion  erster  Ordnung  mit  den  Argo- 

menten  «i^,  den  Modulen  a^'^'  und  der  Charakteristik     a     ist,  sich 


1)  Solche  Relationen  für  den  Fall  p  =  2  bei  Wiltheiß,  Zur  llieorie  der 
Transformation  hyperelliptischer  Functionen  zweier  Argumente.  J.  für  Matb. 
Bd.  96.     1S84,  pag.  17. 


Bestimmimg  der  TransfoimationBkonstanten  C.  173 


jo  von  der  Funktion  -d* 


A 

iterscheidet.    Man  hat  also 


■^- 


^u}^,  nur  um  einen  konstanten  Faktor 


p      p      p 


t    t 


60)     *[J]W««     '=*•'=»''=»  =0* 


C«'L, 


id  68  handelt  sich  nur  noch  um  die  Bestimmung  der  von  den  Argu- 
enten  der  Thetafunktion  unabhängigen  Größe  C, 

Ersetzt  man  in  der  Gleichung  (160)  die  Thetafunktionen  durch 
e  ihnen  entsprechenden  unendlichen  Reihen  und  drückt  dabei  gleich- 
itig  links  die  Größen  u  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (IX)  durch  die 
roßen  u'  aus,  so  erhält  man  zunächst: 

p     p  p  / 1     ^         ,  \ 

^J  P  P  P 

p       p  p 


e 


i  dieser  Gleichung  fOhre  man  zur  Vereinfachung  statt  der  Größen 
Großen  x  ein  mit  Hilfe  der  Gleichungen: 

62)  uj^x^xiy  (1^=1,«,. ..,p) 

oltipliziere  links  und  rechts  mit  e    """^  und  integriere  sodann 

kch  jeder  der  Größen  x^,  •  •  •,  x^  von  0  bis   1.     Man  erhalt  dann, 
3Dn  man  beachtet,  daß 

/*«•««.•  1  >  wenn  %  =  0, 

^  J  0,  wenn  n^  <  0, 

;,  die  Gleichung: 

p     p  p 

64)        2'     Jdx,...Jdx,^~Ce°''"  '"         , 

>b6i  sur  AbkOramg 
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p       p  ' 

(165)  +2^{m^  +  g,)(^Ä^^x,  +  Kxi) 

p      p      p  p 

y=sl  y'=l  /u=l  y=*l 

gesetzt  ist. 

Nun  setze  man  voraus^  daß  die  Determinante 

(166)  l^u-2±(k,p^ic^,p^^--c^tp 

der  p^  Transformationszahlen  des  zweiten  Quadranten  von  NuQ  T6^ 

schieden  sei,  und  fQhre  auf  der  linken  Seite  von  (164)  an  Stelle  der 

bisherigen  Summationsbuchstaben  m  neue  n  und  q  ein  mit  Hilfe  der 

Gleichungen: 

p 

(167)  m^  =  ^'^-.p+A.^^  +  9m-  0^-i.v-  .f) 

Wenn  man  an  Stelle  der  n  und  (>  ganze  2^hlen  treten  läßt,  so  liefen 
diese  immer  auch  fQr  die  m  ganzzahlige  Werte,  und  man  kann  auf 
solche  Weise  auch  alle  überhaupt  existierenden  Systeme  von  p  ganzen 
Zahlen  m^,  ••*,  m^  erzeugen;  man  braucht  nur  etwa  ftLr  f(»ly2,-*-,p 
an  Stelle  von  q^  den  kleinsten  positiven  Best  der  Zahl  m^  nach  dem 
Modul  A//  zu  setzen  und,  wenn: 

(168)  m^  =  A^^r^  +  p^  (a.=i.8,    .^ 

ist,  die  Zahlen  n^  aus  den  Gleichungen: 

p 

(169)  2''nP+^'»»  =  ^//'-/.  (/.=i.v  .f) 

f  =  l 

ZU  bestimmen,  also: 

zu  setzen,  wo  7^,«+^^)  die  Adjunkte  von  c^^p^,,  in  der  Determinante 
A^^  bezeichnet.  Daraus  erkennt  man  zugleich,  daß  man  die  q  aaf 
die  Werte  0,  1,  •••,  V^^  -—  1  beschränken  kann,  wo  V^^  den  absoluten 
Wert  von  A^^  bezeichnet,  und  es  fragt  sich  nun,  wie  oft  jedes  System 
von  p  ganzen  Zahlen  m^,  •  •  •,  m^  auftritt,  wenn  man  die  n  alle  Zahlen 
von  —  oo  bis  +  oo,  die  p  alle  Zahlen  von  0  bis  V^^  —  1  durch- 
laufen läßt.  Zwei  Zahlensysteme  n,  q  das  eine,  n\  q'  das  andere 
liefern  aber  das  gleiche  System  von  Zahlen  m,  wenn: 

1)  Es  wird  kaum  stören,  daß  hier  mit  y  andere  Größen  wie  in  S  S  be- 
zeichnet werden. 


Bestunmimg  der  Transfonnationskonstanten  C,  175 

p 
(171)  ^c,^,^M-'^r)  +  i»;-9^)-^,  0.-i,V    .1.) 

also 


(172) 


ist;  es  mfissen  also  die  Differenzen  q^  —  q'^  das  Eongruenzensystem: 
befriedigen.     Sind  umgekehrt  diese  Eongraenzen  erfQlIt,  und  ist: 

ao  liefern  die  Zahlen  w^,  •••,  »p;  Pi;  •••;  P,  und  Wi'=  **i  +  ^;  **•; 
»'=  n^H- ^  ;  p/,  •••,  Pp',  wenn  man  sie  in  die  Gleichungen  (167) 
umsetzt,  die  nämlichen  Werte  fQr  die  Zahlen  m^,  •••,  w^.  Da 
nun  die  Anzahl  der  NormaUösimgen  des  Eongruenzensystems  (173) 
tiaeh  dem  VL  Satz  pap.  59  ^/"^  betragt,  so  wird  jedes  System 
ron  p  ganzen  Zahlen  Vj~*-mal  geliefert,  wenn  man  die  n  von  —  c» 
bis  +  (x>,  die  9  von  0  bis  V^^  —  1  gehen  läßt,  und  es  wird  aus  (164) 
^e  Gleichung: 


2'  2      fäxr-fdx^e- 


p        p 

-  -  A    A 


:i75) 


ivo: 


:i76)  +2^^\^^^c^^^^^n^  +  Q^  +  9^^^ 

ist 

Man  betrachte  nun  die  in  (176)  definierte  GrSSe  ^  als  Funk- 
bkm  der  p  GrSSen  x^,  ---f  x^  und  der  p  ZaUen  Hi,  «",  n,  nnd  be- 
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zeichne   sie  entsprechend  mit   ^(x^  -"  x^ln^ ---n^  oder  kürzer 
Vi[x\n},    Man  erhält  dann  dnrch  einfache  Rechnungen  zunächst: 

Wix\n}=^^ix  +  n\0]i 

"  ^  ^  ^  ^»,P  +  ^(  ^t^^~~  ^  ^r',,,+iu'^/*i*')*^r^y' 
v=»l   »^=1  A«=l  \  AÄl  / 

P         P     /  P  \ 

(177)  -  22!2\^^^-'2'^^.p^M'%^')(^f*  +  ff>^ 

P         P  P 

hieraus   weiter,   indem   man  für  die  vorkommenden  Oro&en  Ä  l 
Ausdrücke  (VII)  und  fQr  g^  seinen  Ausdruck  (XXVIII)  setzt: 

p      p      p 

(178)  '^'  ^'  ^^^ 

und  endlich,  da  infolge  der  Relationen  (III): 
p      p      p 


(179)  p      p  p      p 


P  P 

ist: 

(180)  e^«*!«))  =  ßV'ax+nio)) 

Man  kann  daher  auf  die  linke  Seite  von  (175)  für  i/==l,  2,  ••, 
die  Gleichung: 

(181)  2^  j  /■(«.+  ^.)<^^*  ==  ^  J  ^(''')'*'''  =  j  ^^^'^'"' 


anwenden  und  erhält: 

0  o 

A    \ 

'4- 


^     _^  .    .  JLaa 


(182)      2"      J^'^^'j  ^^p""^^  =  ^r'  ^6^==^^'^^ 
WO  zur  Abkürzung: 


BeatdnunnDg  der  TnuufonnationBkonstaiiteii  C.  177 

p      p      p  p 


r=l  »'=1  ;4=1 


bzt  ist^   und  wo  jetzt  noch  die  auf  die  Größen  x^,  '"}  ^p  bezüg- 
n  Integrationen  auszufahren  sind. 

Um   dieses  Ziel   zu   erreichen,   definiere   man  Größen  Ct}"'9<^p 
1  die  Gleichungen: 

/*'=!         "      L  -^  ^  =  1  J 

bringe  ^^  unter  Beachtung  der  Beziehungen: 
p  p 

'  1»  PI» 


fP-\-ft^Vfl'^V,p-\-fl' 


(^=1,2,.    .,p) 
P         P 

le  Form: 

p      p      p 

j  P         P         P 

+  äzk:  2  2  2  y-^p+f^^f^^^X 

p      p      p 

"  ^,  222'^-t^'y-^p^f^'^^f^^f^''-3f^9f.)^i 
"  ft=i  ft'==i  »==1 

p  p  p 

+  i;  2'2'^y-,p+iu^v^'^p+^'((>;,+?M)**- 

^^     /<=1  /i'=l  y=l 

A.usfÜhrung  der  auf  der  rechten  Seite  von  (182)  stehenden  Inte- 
onen  reduziert  sich  dann  auf  die  Auswertung  des  Integrals: 

_?_    _^    _^ 
r+«r)(V+V) 


—  00 
»a«r,  TheUfunktloBMi.  18 
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Die  hier  auf  der  rechten  Seite  im  Exponenten  als  Koeffisienten 

auftretenden  Größen 

p 

(188)  \^-^\p^i.^i.y  (i'.^-i.^-.^) 

besitzen  die  Eigenschaften  von  Thetamodulen.  Zunächst  ist,  wie 
man  leicht  sieht,  6^^  =  6^,^  (v,  i;'— 1,  2,  •••,  p;  v<v')  und  weiter 
ist  auch  die  aus  ihren  reellen  Teilen 

(189)  «.y  =  2^^-.p+/*^^.p+/*'W^  (n^^-i.^   •.*) 

wo  r^^,  den  reellen  Teil  von  a^^,  bezeichnet,  gebildete  quadratische 

p     p 
Form  ^  ^s^^y^y^f  da  sie  aus  der  negativen  quadratischen  Form 

p      p 

2  2 ^uu'^ti^u'  durch  die  reelle  Substitution: 

(190)  %-2l^^^p^i^y-  c^-M.-  .fi 

hervorgeht,  selbst  eine  negative.  Bezeichnet  man  also  unter  Adoption 
der  pag.  107  eingeführten  Bezeichnungsweise  mit  Ä^;  ^t»  -  -  -,  h^  die 
in  ihren  reellen  Teilen  negativen  Größen: 

1,(2)  ftCp) 

(191)  A,=.6l^    ft.  =  -g,    ...,    ft,=  -5=f^-, 

und  mit  ^,  J^,  •  •  •,  ip_i,  l^  die  Ausdrücke: 

ftd)  5(1)  6(1) 

^1      =^       +^(^,  +  ^)  +  ---  +  ^'(^p-i+Vi)  +  ^(^^+^a)' 

h      -c,      +^(a:,  +  c,)  +  ...  +  -^(a:,  +  c^). 


,  (2)  V--«  -r  -87  -r        -r     (jj 


(192) 

5(P-i) 


*'P-1 


so  kann  man  den  genannten  Exponenten  in  der  Form: 

(193)      2'2'2'''ni.+.V(^.+  0(^^  +  O-2'*e(*e+V' 
als  Summe  von  p  Quadraten   linearer   Funktionen   der  x  dantdbi 


Bestmunung  der  TransformationskonBtanten  C.  179 

l  erhalt  mit  Hilfe  der  Formel  (19)  pag.  97,  wemi  man  beachtet, 
.  auf  Grund  von  (188) 

ftlr  das  Integral  (187)  den  Wert: 

6)  ^-V^V^-V^-V: 


irt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung  (182)  ein,  nachdem  man 
t  den  Exponenten  W^  durch  den  unter  (186)  dafdr  aufgestellten 
sdruck  ersetzt  hat,  so  erhalt  man: 

^      p      p      p  ^     p      p      p 

^     p      p      p  ^      p      p      p 


P       P    /  ^         P  _\aa  ''aa 

n  ist  aber  auf  Grund  von  (Xu): 


[  da 

) 


>  wegen  (II): 


P       p  /  P  \ 

P  P 

Ä7r^   ^   yv,p  +  /i'^p  +  ^,p  +  /i'-^/ip 


so  erhält  man,  indem  man  diesen  Ausdruck  in  (197)  einfCihrt: 


12* 
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Der  Exponent  auf  der  rechten  Seite  von  (196)  wird  also: 
p      p      p  p 


Ersetzt  man  hier  die  Größen  g,  h  darch   ihre   Ausdrücke  (XXVlll), 

so  erhalt  man  unter  Benutzung  der  Relationen  (II)  daraus  leicht  den 

neuen  Ausdruck: 

p      p      p 


P  P  P 


"  ^  ^  ^  (^yfi^p-\-y,f*'9/iSlfA'  —  2Cp+^,;,C^,p+;i'S'^V 

P  P  P 

+  ^  ^  ^  ^p  +  y,;«^i»+M»+/i(^y/i'5'/i' ""  ^np+/*'V)** 


^==1  ^'=1  »=1 

P  P^  P 

■^    Y    2L  ^^^Q^^^P-^Q  2j^P^^^9'^P^^*P^9'^^ 

und  endlich^  indem  man  diesen  in  die  Gleichung  (196)  einf&hrt,  f&r 

C  den  Wert: 

p      p      p 

-^     ^    ^    ^<''v^<^p+v./u'i'|uV""*^P+»'./<*'»',P+/*'^A*V 

^  "  V^-^  y  ^ii^A  +Sp+a«^p+*'»p4-/''*/'V>" 

p      p      p 

"JS    2    ^''P+*',/u<i»4.^p+/u(<^v/u'V"Sp+/"'V>** 

(203)  X  6  /'=M'=i-=i 

^       p      p      p  p  p 

-'T^,  2  2  2  yy,p+i" ^p-K,p+/"  ^^''(•^»'.p+^  ^v^'V,F+e"* 


"1  2  -^^•'^Sp+c'-^^p+^€'>+^^+*'" 

Man  hat  daher  den 

xn.  Sats:  Bei  der  gamzaMigen  linearen  Transformation  hänfi 
die  ursprüngliche  Thetafunktian  mit  der  transformierten  sfusammen  dmA 
die  Gleichung: 


Formel  für  die  ganzzahl.  lin.  Transf.  bei  belieb,  jp.  181 


IX)  »\i\Ma  =  Ce-'^» 


Ma 


ei  sind  die  Größen  U,  g,  h  durch  die  Gleichungen  (XXVn)  und 
VIII)  definiert,  C  aber  ist  eine  von  den  Argumenten  der  Thetor 
tum  unabhängige  Größe,  der  man  unter  der  Voraussetssung,  daß  die 
rminante 

i  von  NuU  verschiedenen  Wert  besiüft,  die  Form: 


XI)  C=  -^l/^?  ß.ev>'».e^(^.*»'» 

i  kann,  wobei  mit  V^^  der  absolute  Wert  von  A^^  bezeichnet  ist, 
i  femer,  während  y^^p^u  ^^  Ädjunkte  von  0^,^+^  in  der  Determi- 
e  Aj^  bezeichnet,  zur  Abkürzung: 

p      p      p 

xn)  ß=2 


^  ^  "~  4Ä7,-^  ^  ^  ^i^tP  +  ^u^P  +  vSp+A«^  ^yii^^.p-^9^  ^^'(}'^^\P+Q' 
P         P  P 

H  ist,  wobei  femer  ^(^,  A)  den  Ausdruck: 

p      p      p 
t(£l,  ^)-^^^{c,^c^^^^^,g^g^,-2c^^,^^c^^^^^.g^h^, 

M=l  /*'=!  v=a1 

P         P         1» 
""  ^   ^  ^  ^P  +  i',A«^P  +  »'iP  +  A*(^>A*'^A*'  ""  ^»',P  +  /*' V) 

f^Ane^^  urkJ  fi;o&eJ  endlich  zur  Bestimmung  des  Vorzeichens  der  auf 
rechten  Seite  stehenden  Wurzel  die  Gleichung: 

tgueiehen  ist,  in  der: 
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jr   «7,(1)        h-^      ...      k  ^—Ei— 
(XXXVI)  "  '^P-i.P-i 

is^,   während  jede  der  p  auf  der  rechten  Seite  stehenden   Wurzdn  so 
auszuziehen  ist,  daß  ihr  reeUer  Teil  positiv  tcird. 

Der  Fall  p  =  1  wird  im  n&chsten  Paragraphen  gesondert  besprochen; 
f ür  jP  >  1  ist  die  Formel  (XXIX)  zuerst  von  Herrn  Gordan  *)  und  sodann 
von  C  leb  seh  und  Gordan^)  angegeben  worden;  die  Bestimmung  der 
Konstanten  C  ist  aber  hier  nur  so  weit  durchgeführt,  als  dieselbe  von  den 
Thetamodulen  abhängt,  während  filr  die  Bestimmung  des  dann  noch  übrig 
bleibenden  numerischen  Faktors  auf  die  Zerlegung  der  gegebenen  Trans- 
formation in  einfache  nach  dem  Y.  Satz  verwiesen  wird.  Die  im  Vorigen 
mitgeteilte  vollständige  Bestimmung  der  Transformationskonstanten  hat 
zuerst  Herr  Weber')  angegeben. 

Bezüglich  der  Eigenschaften  und  der  Wertbestimmung  der  einen  Teil 
der  Konstanten  C  bildenden  mehrfachen  „Gaußschen  Summe^^  G  (XXXül 
mag  auf  die  beiden  Abhandlungen  der  Herren  Weber*)  und  Jordan^) 
verwiesen  werden,  in  deren  letzterer  insbesondere  gezeigt  wird,  daß  man 
jede  solche  jp- fache  Gaußsche  Sunmue  durch  Einführung  neuer  Summa- 
tionsbuchstaben  in  das  Produkt  von  p  einfachen  Gaußschen  Sununen,  wie 
sie  im  folgenden  Paragraphen  auftreten,  zerfallen  kann. 

Bei  der  obigen  Darstellung  der  Konstanten  C  wurde  vorausgesetzt, 
daß  die  Determinante  A^^  (XXX)  von  Null  verschieden  ist.  Herr  Weber*) 
hat  gezeigt,  daß  sich  im  Falle  A^^  =  0  die  Konstante  C  durch  eine 
Gaußsche  Summe  von  weniger  Variablen  ausdrücken  läßt,  deren  Anzahl  q 
gleich  dem  Range  von  A^^  ist;  es  steht  dies  in  Übereinstimmung  mit  dem 
von  Herrn  Prym^)  und  mir  gefundenen  Resultate,  daß  eine  solche  Trans- 
formation  sich   stets   in   der   Form    T  =  5"  T^^^g»  Ä"   darstellen   läßt    Es 


1)  Gordan,  Sur  la  transformation  des  fonetions  ab^liennes.  C.  B.  Bd.  60. 
1865,  pag.  926. 

2)  C  leb  seh  und  Gordan,  Th.  d.  AbeFBchen  Functionen,  pag.  21S;  TergL 
auch  Thomae,  Beitr.  zur  Theorie  etc.     J.  für  Math.  Bd.  76.     1878,  pag.  224. 

3)  Weber,  Über  die  unendl.  vielen  Formen  etc.  J.  für  Math.  Bd.  7i 
1872,  pag.  67;  auch:  Zahlentheoretische  Untersuchungen  aus  dem  Grebiete  dff 
elliptischen  Functionen.  §  13.  Gott.  Nachr.  1898,  pag.  261;  für  den  spesielleo 
Fall  p=:2  dazu  Mischpeter,  Promotionsschrift  über  die  Transfonnation  der 
Thetafunction  mit  zwei  Variablen.   Inaug.-Diss.   Rostock  1874. 

4)  Weber,  Über  die  mehrfachen  Gaußschen  Summen.  J.  für  Math.  Bd.  7i 
1872,  pag.  14. 

5)  Jordan,  Sur  les  sommes  de  Gauß  k  plusieurs  variables.  G.  R.  Bd. 71 
1871,  pag.  1316. 

6)  Krazer  und  Prym,  Neue  Grundlagen  etc.,  pag.  94. 


Fonnel  für  die  ganzzabl.  lin.  Transf.  im  Falle  p  » 1. 
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mag  gtnflgen  hier  atlf  diese  Punkte  kurz  hingewiesen  zu  haben;  in  einem 
spftteren  Paragraphen  (§  11)  wird  gezeigt  werden,  wie  sich  der  Fall 
^jj  «  0  stets  auf  den  Fall  A^^  4*  0  reduzieren  läßt. 


§9. 

Bar  besondere  Fall  p  a=  1. 

Im  besonderen  Falle  p'^l  liefert  der  XII.  Satz,  wenn  man  der 
eiiB&cheren  Schreibweise  wegen  die  Transformationszahlen  q^,  c^,, 
€^,  e^  mit  Uj  ßf  y,  d  bezeichnet,  den 

xm.  Sats:   Für  die  ganzzahlige  lineare  Transformatioti: 


(xxxvn) 


hei  welcher  die  ganzen  Zahlen  a,  ß,  y,  d  der  Bedingung: 
(XXXVni)  ad-ßy^l 

genügen,  hängt  die  ursprüngliche  Thetafunktion  mit  der  transformierten 
SHsammen  durch  die  Gleichung: 


a 

ß 

Y 

d 

QfXXTX)    dU|(tt)„-")/=^G(--^)c»'"-e^«'-*)'"e    ^  » 


A 


K)a'. 


Dabei  ist: 


A  -=  ani  +  /Ja, 


yxi  +  da, 
B 


«». 


(XL) 


g^ag-ßh  +  ^aß,     Ä 


yg  +  dh  +  ^yS, 


[ 


g> {a^ßd  +  ^aßyd, 

t(0,h)^  ayg"  -  2ßygh  +  ßiV  -  ayig  +  ßydh, 

es  ist  die  aiuf  der  rechten  Seite  stehende  Wurzel  so  auszuziehen, 
daß  Ar  realer  Teü  positiv  wird. 

"^  '  •»  ist  /I  >  0  Yoraosgesetzt;  der  Fall  /3  =  0,  a  =  d  =  +  1  er- 
br  kriehi^  da  in  diesem  Falle 

' «  +  yxi,    u'^Uj    a'^a  +  yxi 

iehe  Thetafunktion  mit  der  transfor- 
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mierten  gemäß  der  Formel  (XXI)  pag.  70  zasamjnenliiBiigt  durch  die 
Gleichung: 


(205) 

bei  der 
(206) 


»\S](<-^[i](<'er^'''''''''> 


h'^h  +  \y  —  yg 


—  a 

-ß 

-V 

-d 

-1 

0 

0 

-1 

ist.  Die  FsHe  ß<0  und  /J  =  0,  a  =  *  =  —  1  können  aber  auf  die 
soeben  betrachteten  beiden  Falle  zurückgeftLhrt  werden,  indem  man 
die  Transformation  T  aus  der  Transformation: 


(207) 

und  der  Transformation: 


(208) 

fftr  welche 

(209)  ^  =  -3ri,    B=-a,    u'-=^-u,    a' '^  a, 

also  gemäß  der  Formel  (XUI)  pag.  35: 

(210)         *[(](«)«  "^tacwOa. 

ist,  zusammensetzt. 

Nach  dem  VH  Satz  läßt  sich  im  Falle  p  ^1  jede  gan^ 
zahlige  lineare  Transformation  aus  den  zwei  elementaren  Aj  i 
(XXII)  als  erzeugenden  zusammensetzen.  Die  der  ersteren,  Ay  entr 
sprechende  Transformationsformel  geht  aus  (205)  für  ^  «=  1  hervor; 
die  der  letzteren^  By  erhält  man  aus  (XXXIX)  fOir  a=^  8  =  0,  /) » 1) 
y  «=  —  1  in  der  Gestalt: 

(211)      ^K](«)<.=}/^e»^-'«~»^[-/](^)^ 

4- 
und  erkennt  deren  Übereinstimmung  mit  der  Formel  (III)  pag.  98. 
Die  Summe  G^(—y)  läßt  sich  durch  Gaußsche  Sununen*): 

1)  Über  die  von  Gauß  in  seiner  Abhandlung:  Summatio  quammdam serienun 
singularium.  1811.  Werke  Bd.  2.  Gtöttingen  1876,  pag.  9  eingefOhrten  Summen  veigl 
Bachmann,  Zahlentheorie  2.  Bd.  Leipzig  1894,  pag.  146;  zu  der  jetst  folgendco 

Wertbestimmung  der  Summen  9(^, n)  und  G  [—  -^j  vergl.  noch:  Königsberger, 

Vorl.  ü.  d.  Th.  der  elliptischen  Functionen.  Bd.  2,  pag.  60  u.  f.,  David,  Bor  la fauf* 
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"—1    2k9ii 


-ücken.    Es  ist  nämlicli: 


1.  wenn  a  gerade,  also  ß  ungerade  ist: 

2.  wenn  a  ungerade  und  ß  ungerade  ist: 

3.  wenn  a  angerade  und  ß  gerade  ist: 


ist  aber  fOr  ungerades  n: 

^rades  n  =  2''n'  und  ungerades  A  im  Falle  x  >  1 : 
)        9(A,  w)-(^J68  y2n, 


-r-aßni 


end  im  Falle  x  =  1    q>{hjn)  den  Wert  Null  besitzt;  und  es  er 
sich  daher: 

1.  wenn  a  gerade  imd  ß  ungerade  ist: 


''(-7)-(=^)'^'-'>. 


2.  wenn  a  ungerade  und  ß  ungerade  ist: 

ni 


«(-T)-(*-^y">' 

3.  wenn  a  ungerade  imd  ß  gerade,  ß  =  2^/3'  ist: 


tion  des  fonctions  9.  J.  de  Math.  (8)  Bd.  6.  1880,  pag.  187,  und  Hermite, 
quelques  fonnules  relatives  ä  la  transformation  des  fonctioiis  elliptiques« 
Math.  (S)  Bd.  8.   1868,  pag.  26;  auch  C.  B.  Bd.  46.   1868,  pag.  171. 
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Zu  den  Formeln  (218)  und  (219)  wird  man  bemerken.    ] 
ungerade  ist,  so  ist: 


4^>-i) 


(221)  (I)-. 

und  man  kann  daher  die  Gleichungen  (218)  imd  (219),  indem 

ihre  rechten  Seiten  mit  (-jj  e     ^  multipliziert;  in  die  gemein 

Form: 

(222)  6(_^)  =  (-)r>->J^ 

bringen.  Man  kann  aber  im  Falle,  daß  ß  ungerade  ist,  die  Sq 
G(— 4-j  auch  noch  auf  andere  Weise  auf  eine  Gaußsche  Summi 
duzieren.     Bestimmt  man  nämlich  zwei  ganze  Zahlen  m,  n  so, 

(223)  a-m/3-8n 
ist,  so  wird 

(224)  G (-f )  -^^eT^"  =  ^(4„,  ß)  =  (^)e^'^-"'y?. 

Die  Formel  (220)  dagegen  kann  man,  da 

/ooR\  ^ii-'i<^fi'+m       ±^     i±i 

(225)  e^  =  c     *  =  -^- 


ist,  je  nachdem   «^'+1  =  0   oder   2  (mod.  4),   also  stets: 


(226)  e"^  [»-(-^'+>n  _  1 +  (-!)» .• 


ist,  in  die  Gestalt: 


V«/*'+l).    ni,^.    _       m. 


(227)  g(--)^(y).T-^-^ +(-!)- .^.T^•-^.T<-->^^ 


bringen,  und  es  ist  dabei: 


nt , 


(^oQ\  -8-(ö'-i)(^+i)  _  c®  ,   wenn  X  gerade, 

^      ^  1 ,  wenn  X  ungerade. 

Die  Summe  G^(— y)   besitzt    ähnliche   Eigenschaften,   wie 

Gaußsche  Summe  fp{hy  n);  von  ihnen  sollen  hier  einige  angeg 
werden,  welche  fOr  die  Uneare  Transformation  der  Thetafonkti 
eine  Bolle  spielen. 


Eigenschaften  der  Gaußschen  Summe  G. 


187 


Es  ist: 


29) 


«(f)«(-7)-^^''' 


ihrt  man  hier  an  Stelle  von  q  einen  neuen  Summationsbuchstaben 
ein  mit  Hilfe  der  Gleichung: 

130)  p  »  tf  +  r, 

)  erhalt  man  zunächst: 


Sl) 


ö  (f)  «(-t)  -.|«^'""""(,1'"'^"') 


nn  besitzt  aber  die  an  letzter  Stelle  stehende,  in  besondere  Klammem 
ngeschlossene  Summe  nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Wert 
id  zwar  den  Wert  ß^  wenn  ar  =  0  (mod.  ß)  ist;  es  fallen  daher  in 
ir  Summe  nach  r,  da  a  relativ  prim  zu  ß  ist,  alle  Summanden  weg 
it  Ausnahme  des  ersten,  dem  Werte  r  =  0  entsprechenden,  und  man 
balt^): 

Zur  Herleitung  einer  weiteren  Eigenschaft  der  Summe  G^(— -j) 

I  das  Prinzip  der  Zusammensetzung  der  Transformationen  benutzt 
rden,  in  der  Weise,  daß  man  die  Transformation  T  aus  zwei  Trans- 
Tnationen  T^  und  T,  zusammensetzt  in  der  Form  T ^  T^T^  und 
^  der  Transformation  T  entsprechende  Thetaformel  (XXXIX)  mit 
ler  vergleicht,  welche  durch  Zusammensetzung  der  den  beiden  Trans- 
lationen 2\  und  Tg  entsprechenden  Formeln  entsteht 
Ist: 


J3) 


T^ 


0 

1 

,     Tt  = 

ß 

—  a 

-1 

0 

9 

-V 

.erhalt  man  auf  diese  Weise  zunächst: 


")l/ge-^'""e(-^)->/^>/4jrT"-'-e(|). 

4-  +  + 

e  beiden  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Wurzeln  können  zu  einer 
Lzigen  vereinigt  werden.     Sind  nämlich  a  +  hi  imd   c-\-  di  kom- 


1)  Der  Gleichung  (282)  entspricht  fOr  die  Summe  9  (A,  n)  jene  Fonnel  ?on 
Vit  (a.  a.  0.  Art.  66),  wonach: 

6)  yßk,  w)  9(— Ä,  n)  =  w,  2n  oder  0 

ja  nachdem  n  ungerade,  =  0  oder  =  8  (mod.  4)  ist. 
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plexe  Zahlen  mit  positiyen  reellen  Teilen^  and  bezeichnet  man  allgi 
mit  yx  +  y%  jenen  Wnrzelwert  der  komplexen  Zahl  a;  +  y  *•  ^  we 
der  reelle  Teil  positiv  ist^  so  ist  stets: 


(236)  |/ä+  h%  yc  +  di  =  y{a  +  hi){c  + d%)\ 

denn  ist: 


(237)  yöT+hi^a  +  ßi,      }/c  +  dt  -  y  +  di, 

wo  also  a  >  Oy  7  >  0,  so  ist,  wie  sich  durch  Quadrieren  dieser 
chungen  zeigt,  a*>/3*,  y*>Ä^  also  a*y*>/3*d*  und  folglich  ay\ 
es  ist  also  das  Produkt: 


(238)  yä+bi  yc  +  di  -=  (ay  -  /3*)  +  {ad  +  ßy)  i 

eine  komplexe  Zahl  mit  positivem  reellem  Teile,  womit  die  Oleic 
(236)  bewiesen  ist.    Nun  zeigen  aber  die  Gleichungen: 


a  aa^    ' 


—  3g  __  —  *Qo 

(239) 


aA^ c     ^ 


in  denen  allgemein  z^  den  zu  z  konjugiert  komplexen  Wert  beae» 
daß  die  beiden  auf  der  rechten  Seite  von  (234)  unter  dea  W 
zeichen  stehenden  Größen  in  der  Tat  komplexe  Zahlen  mit  poa 
reellen  Teilen  sind,  und  es  ist  daher: 

4-  +  + 

Setzt  man  diesen  Wert  in  (234)  ein,  erteilt  hieranf  dem  Moi 
den  speziellen  Wert: 

v241)  ^^-^i-j^i 

und  lost  die  entstehende  Gleichung  nach  G{—  ^)  an^  so 


1^  Der  Gleichung  (S49)  enUpridit  bei  4m< 
KeziproxitäUbesiehimg;  welche  EroseeV' 
des  Renproiititigeietoes  ftr  die 
TergL  aaeh:  über  die 


Eigenschaften  der  OanBschen  Summe  O. 
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-Y 

-* 

,     T,^ 

0 

1 

(K 

ß 

-1 

0 

Ist  dagegen 
:243)  T,= 

lo  erhält  man  zunächst: 

*)V^«"^'""'«(-7)-l^"l^«^"*'"'"^"""«(-i) 

■nd  hieraus  auf  die  gleiche  Weise  wie  oben: 

3«)     <^(-i)-yi'^"~'""'<^{-i)- 

Die  im  vorigen  Paragraphen  für  beliebiges  p  durchgeführte  Bestim- 
nung  der  Konstante  C  durch  Integration  wurde  für  p  «=  1  zuerst  von 
BEermite^)   angegeben.     Eine  andere  Methode  der  Bestimmung  der  Kon- 

Stcilien.     Hamb.  Mitth.  Bd.  2.    1890,  pag.  82)  gefunden  und  in  der  eleganten 
r  orm: 


'(1) 


^  1 


iargestellt  hat,  bei  der  p  eine  rationale  rein  imaginäre  Zahl,  (}/p)  jenen  Wurzel- 
v^ert,  dessen  reeller  Teil  positiv  ist,  und  ol — \  die  Summe: 


;»i7) 


2/u-l       a,- 
x==0 


(¥) 


bezeichnet.  Die  Gleichungen  (242)  und  (246)  stellen,  wie  schon  ihre  ähnliche 
^«rm  vermuten  läßt,  nicht  zwei  wesentlich  verschiedene  Eigenschaften  der 
^vnnme  G  dar.  Ersetzt  man  in  der  Gleichung  (242)  a  durch  ^,  so  kann  man 
ibcirch   Einführung    neuer   Summationsbuchstaben  vermittelst   der   Gleichungen 

^  ^  cta  beziehlich  p  =s  70  die  Summen  G  l — j\  und  G  [-^j  in  die  Summen 

&  I—  ~ J  und  G  l —  ~- J  überfahren  und  so  aus  der  Gleichung  (242)  die  Glei- 

4imig  (246)  ableiten.  —  Endlich  wird  man  noch  bemerken,  daß  man  die  Glei- 
^uug  (242)  auch  direkt,  ohne  Zuhilfenahme  der  Transformation  der  Theta- 
\iikktionen  gewinnen  kann,  indem  man  die  Formel  (4)  pag.  98  auf  die  Funktion: 

anwendet. 

1)  Hermite,  Sor  quelques  formules  etc.  J.  de  Math.  (2)  Bd.  8.  1868, 
p.  S6|  vergL  auch  Fuhrmann,  Transformation  der  O- Functionen.  Progr. 
K^berg  1864;  Königsberger,  Vorl.  ü.  d.  Th.  der  elliptischen  Fonctionen. 


:^48) 


*( 


-- j(?+Ö*««+«(?4-Ö*»- 
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stante  C,  welche  von  Herrn  Thomae  ^)  herr&hrt,  besteht  darin,  dafi 
den  lateralen  Teil  des  Thetamodnls  a  einem  rationalen  Vielfachen  y 
gleichsetzt  und  hierauf  den  reellen  Teil  Null  werden  l&ftt 
Nach  Formel  (XVin)  pag.  68  ist  nämlich: 

(2«)  *(OU^„-g'»[|](0),(,^^.,). 

Ist   m   gerade,    so    setze    man   $ « n;   man  erhält  dann  auf  Onino 
Formeln  (XXI)  pag.  70  und  (XLI)  pag.  35: 

(250)  H0).rj^^^-^2^    "^    (0)nV«^^*\ 

"^   n  (>=aO        L  0  J 

und    weiter,    indem   man    auf  die    Thetafimktion    der   rechten   Seite 
Formel  (211)  anwendet: 


(251)  *(0),^^,,-l/^^*[I](0). 


d^  —  ni 


Da  nun: 

(252)  limoU     (0)^ 

r=0 


ist,  so  folgt  aus  (251) 

(.53)      ]».(l/?.*(0),^.^.,)-i2'"/^"'-i'>(T-) 

Ist  tn  ungerade,    so  setze   man   g=  2n;    man  erhält  dann  aof  dies 
Weise: 

(254)      l^/>^*(0),^»J  =  ^2''e^^'"-li,>(m,2«). 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  kann  nun  die  Bestimmung  der  Ti 
formationskonstante  folgendermaßen  bewerkstelligt  werden.  Man  schi 
die  Formel  für  die  ganzzahlige  lineare  Transformation,  indem  man  (^  =  A 
setzt  und  den  von  dem  Thetamodul  a  abhängigen  Teil  der  Transfoi 
tionskonstante  sich  mit  Hilfe  der  Differentialgleichungen  (XXQI)  {N^ 
bestimmt  denkt,  in  der  Form: 


Bd.  2,  pag.  63;  David,  Sur  la  transformation  etc.    J.  de  Math.  (3)  Bd.  6. 
pag.  187;  Landsberg,  Zur  Theorie  der  Gaußschen  Summen  etc.    J.  fOr  1 
Bd.  111.    1893,  pag.  234. 

1)  Thomae,  Abriß  einer  Theorie  der  complezen  Functionen  und 
Thetafimctionen  einer  Veränderlichen.  2.  Aufl.  Halle  1878,  pag.  187;  y 
dazu  Hager,  Ober  die  lineare  TraDsfonnatien  der  Thetafhnctionen.  Inaug.- 
Göttingen  1877. 


Thomaesche  Begjammnng  der  Transformaüoiiskoiistante. 
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6) 

*(«).- ^ol/^e   ^^\*;!]iu\ 

setze  darin: 

B) 

tt  — 0,    o  — r  — y«». 

hierdurch: 

7) 

«'-0,   o'-.;:^  +  J«.- 

i,  so  nimmt  die  Formel  (255),  wenn  man  sie  noch  links  mid  rechts 
yzir'  ni^tipliziert,  die  Gestalt: 

+  p  P^     p 

nnd  liefert,  indem  man  r  —  0  werden  läßt,  für  Cq  die  Werte: 

1.  wenn  a  gerade  nnd  ß  ungerade  ist: 

2.  wenn  a  ungerade  nnd  ß  gerade  ist: 

se  Resultate  stimmen  aber  mit  den  früheren,  wonach  gemäß  (XXX  Ix): 


c„_ö(-«)r^''''""-T'"""'-' 


gem&fi  (213)  and  (215): 


,)     «{-i). 


9 


(-T.?). 


i<p(-a,  2j3)e 


jaßni 


wenn  a  gerade, 
,  wenn  ß  gerade, 


wie  man  leicht  sieht,  überein. 

Sind  a  und  ß  beide  ungerade,  so  kann  die  Formel  (255)  nicht  zur 
der  Konstanten  C^  in  der  eben  angegebenen  Weise  dienen, 
die   vat  der  rechten   Seite   von   (258)   stehende   Thetafnnktion 
festen  Grenzwert  konvergiert,   wenn  r  =  0  wird. 
Transformation  der  Gleichung: 


fX-i         0         1 
-»         — 1       0 


ni 


192  V.  9.   Der  besondere  Fall  p  »  1. 

entsprechend  aus  den  zwei  Transformationen  (243)  zusammeDsetzen,  deren 
erster  die  Formel: 

(264)        »W.-P.yg  r-r,[5'4](_"^) 

+  * 

entspricht,  bei  der  nach  dem  soeben  Bewiesenen: 

a)(— -^,  d),     wenn  y  gerade, 
(265)  2>^=    ^V     2  W'  ^  » 

^g)(— y,  2d),     wenn  y  ungerade, 

ist,  während  die  der  zweiten  entsprechende  Formel  die  Formel  (211)  ist 
Vergleicht  man  die  auf  solche  Weise  durch  Zosammensetzang  entgtehfloda 
Formel  mit  der  Formel  (255),  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  C| 
die  Gleichung: 

(266)       o,y^-B.yEiYiy"'" 

und  aus  dieser,  indem  man  für  a  wieder  den  Wert  (241)  einfletit: 
(267)  C,^Viy''""B,. 

Daß  dieser  Wert  mit  dem  unter  (261)  angegebenen  übereinstimmt,  ist 
unter  Zuziehung  der  Gleichung  (245)  leicht  zu  sehen. 

Schon  Jacob i^)  war  im  Besitze  von  Methoden  zur  Bestinmiung  der 
Konstanten  der  linearen  Transformation;  er  fEihrt  an,  daß  ein  doppelter 
Gang  der  Untersuchung  zu  dieser  Bestimmung  fOhre,  entweder  mittelst 
einer  Kettenbruchentwicklung  oder  mittelst  der  GauBschen  Summen.  Ob  der 
letztere  Weg  mit  dem  eben  angegebenen  Thomaeschen  sich  deckt,  litt 
sich  aus  der  kurzen  Angabe  Jacobis  und  bei  dem  Mangel  weiterer  Ntd- 
richten  nicht  ersehen.  Das  Verfahren  der  Kettenbruchentwicklung  hit 
Herr  Gordan  ^  aufgenommen,  aber  erst  Herr  Landsberg  *)  bis  zur  voll- 
standigen  Bestimmung  der  Konstanten  durchgeführt.  Herr  Gordan  fBhit 
dagegen,  nachdem  er  die  Kettenbruchentwicklung  nur  zur  Ermittlung  der 
Gestalt  (255)  der  Transformationsgleichung  benutzt  hat,  die  Konstanter 
bestimmung  in  einer  eigentümlichen  Weise  durch,  deren  wahre  Bedeutung 
erst  später  (§11)  aufgedeckt  werden  wird.  Er  drückt  nämlich  in  dff 
Transformationsgleichung  (255)  links  die  Thetafunktion  mit  dem  Modul  i 
durch  Thetafunktionen  mit  dem  Modul  ß'^a  und  hierauf  diese  durch  soUm 


1)  Jacobi,  Über  die  Differentialgleichung,  welcher  die  Reihen  l±Sg-f  8f* 
±2g»-|-  etc.,  2V«  +  2V2»+2Vg'"+  etc.  Genüge  leisten.  1847.  Ge«.Weffc» 
Bd.  2.    Berlin  1882,  pag.  171. 

2)  Gordan,  Über  die  Transformation  etc.  Hab.  -  Schrift.  Gießen  18IS; 
yergl.  auch  Enneper,  Elliptische  Funct.  etc.  Halle  1876,  pag.  348  n.  f.  2.  Ad. 
Halle  1890,  pag.  409  u.  f 

8)  Landsberg,  Zur  Theorie  der  Gaußschen  Summen  etc.  J.  ftr  lltft- 
Bd.  111.    1898,  pag.  284. 


ms  (Formeln  (XVÜI)  pag.  68   mä  (XXI)   pag.  70), 
rechts    dagegen    die   Thetafunktion   mit  dem   Modul   a    durch  Thetafank- 

Üonen  mit  dem  Modul  a ^ni  =  -^-r    und   hierauf  diese  durch  solche 

mit  d«m  Modul  ßÄ  ^Formeln  (XXIY)  pag.  76  und  (111)  pag.  98),  und  er- 
hält nun  Cq  durch  Vergleichung  der  linken  und  rechten  Seite. 

Ein  ähnlicher  Gedaake  ist  von  Besch  ^)  verfolgt  worden,  welcher 
die  Bestimmung  der  Konstante  durch  Einführung  solcher  spezieller 
Modulwerte  versucht,  füj'  welche  sich  der  ursprüngliche  und  der  trans- 
formierte Modul  nur  um  ganze  Vielfache  von  7ti  unterscheiden. 

Soll  nur  das  Quadrat  der  Transformationskonstante  bestinunt  werden, 
kann  dies  sehr  leicht  geschehen,  indem  man  die  lineare  Transforraa- 
ÜOQ  T  auf  die  Linke  und  rechte  Seite  der  Gleichung^): 

(268)  *.',(0)  =  i&JO)  *„(0)  *,o(0) 

anwendet  *). 

Endlich  seien  die  beiden  Arbeiten  von  Caylej*)  erwähnt,  in  deren 
erster  er  im  Anschlüsse  an  eine  frühere^)  Darstellung  der  Thetafuuk- 
üonen  durch  unendliche  Produkte  eine  Ableitung  der  Formel  für  die 
lineare  Transformation  gibt,  ohue  aber  auf  die  Bestimmung  der  Konstanten 
einzugehen,  während  er  in  der  zweiten  eine  Verifikation  der  Transforma- 
tionsformel durch  Zusammensetzung  der  den  beiden  Transformationen 


(26^) 


« 

ß 

-  6 

ß 

-  1 

0 

Y 

9 

f 

—  er 

0 

- 1 

atspreehenden  Formeln  durchfuhrt. 


§10. 

Zurftckf&hning    nichtganzzahliger    Traiisformatloiien    auf 
gansaaMige.    Bie  Multiplikatioii  und  die  Division. 

Zo  jeder  gauzzahligen  Transformation  T  von  der  Ordnung  n  gibt 
immer  eine  andere  ganzzahlige  Transformation  Tj,  welche  durch 
äe  Gleichung: 
(270)  TTj  ^  M, 


1)  Besch,  Beitimmuiig  der  bei  der  linearen  Umformung  der  ©-Function 
nflreteiiden  Transformationsconstanten.     Progr.  Königsberg  1877. 

2)  Siehe  Kap  Vn,  §  11. 

3)  Thomae,   Die  Constante  der  linearen   Tranaformation  der  ThetafunC' 
Qbit  Nachr.  1883,  pag.  194  und  Enneper,   Bemerkungen  Über  Theta- 

aonen  V.    Gott.  Nachr.  1883,  pag.  277. 

i)  Cayley,  Ort  the   linear  tranaformation  of  the  Theta-Functions.     Meaa. 
]S.    18M,  pag.  64  und:   Ä  verification  in  regard  to  the  linear  transformation 
the  Theia^Functiotts.     Quart.  J.  Bd.  n.    1B86.  pag  77. 

b)  Cajley«    Mtgmoire   sur   les   fonctions    doublexnent   p^riodiques.     J.   de 
HlUk  Bd.  10.   \u&,  pag.  365. 

KfÄi^r^  Tb€t*ftmkilo&im  13 


194         V.  10.   Zorückf.  nichtganzz.  Transformationen  auf  gaazsahüge. 
in  der  M  die  Transformation: 

(271)  <»;<.-«<»..  (:-tt::::y 

von  der  Ordnung  n*  bezeichnet,  vollständig  bestimmt  ist.  Die  TraoB- 
formation  7\  ist  gleichfalls  wie  T  von  der  Ordnung  n  und  ihre 
Transformationszahlen  c^^^  sind  durch  die  Gleichungen: 

(272)  ;;      '''^''''  Y^       '---' 0.......... 

bestimmt.  Die  Transformation  T^  wird  die  zur  Transformation  T 
supplementäre  genannt;  man  sieht,  daß  auch  umgekehrt  T^  T  »  Jlf  also 
auch  T  die  zu  7\  supplementöre  Transformation  ist.  Im  Falle  »»1 
wird  die  Transformation  M  zur  identischen  J,  die  supplementäre  7^ 
zur  inversen  T'K 

Die  Transformation  M  heißt  die  MidtiplikaHon^  die  zu  ihr  in- 

verse  Transformation  M"^  von  der  Ordnung  -^  ist  die  nichtganzzahlige 

Transformation : 

(273)  <a=>.a,         .  e:;:t..:y 

welche  die  Division  genannt  wird.  Mittelst  der  Division  kann  man 
nun  jede  nichtganzzahlige  Transformation  T  auf  eine  ganzzahlige  zo- 
rückfOhren.  Bringt  man  nämlich  die  Koeffizienten  c^^  von  T  aof 
gemeinsamen  Nenner  tj  setzt  also: 

(274)  <^ai,  =  ^-^,  («./*=1.V-,W 

wo  t  eine  positive  ganze  Zahl,  die  d^^  ganze  Zahlen  sind,  so  kann 
man  die  Transformation  T: 


(275)  ^=2'%'»..  (::l;i.-.::Ü 


aus  den  beiden  Transformationen: 


(276)  <=}»,.,  <a-2^<"<'     (::i:5-.::'J 


t=i 


zusammensetzen,  von  denen  die  erste  eine  Division  (von  der  Ordnung  rX 

die  zweite  aber  eine  ganzzahlige  Transformation  (von  der  Ordnimg 
fin)  ist. 

Für  die  Multiplikation  (271)  ist: 
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c%nn\  A         w^i,  wenn  it  =  v,      ,> 

^  ^*      0,       wenn   ft  ^  v,        '^  '^ 

nd  es  sind  daher  die  Argamente  und  Modalen  der  transformierten 
^etafdnktion  durch  die  Gleichungen: 

278)  tt^  =-  —  tt^,     a^f,'  —  a^^,  (ai,a«'-i,«, --.p) 

«stimmt  Soll  die  ursprüngliche  Thetafunktion  ^[fjMa  durch  die 
ransformierten  ^liJC^la'  ausgedrückt  werden,  so  hat  man  nach  §  7 
nnachst  ^rflMa  ^^  ^^^  Thetafanktion  n^^  Ordnung  mit  den  Ar- 
[omenten  t«^,  den  Modulen  a^^'  und  der  Charakteristik  \)\  homogen 

ind  linear  durch  die  li*^  Funktionen  d'\     *»'       C^'^X^o'  auszudrücken. 

L    nÄ    J  ^,„„^ 

Hese  Darstellung  wird  aber  durch  die  Formel  (XYIU)  pi^.  68  in 
1er  Gestalt: 

0,1,^-1  rp  +  x-i 

279)  ^\j]Wla-2A     \     CnVb,, 

^f   i«p      L    WA    J 

geleistet.  Man  hat  nun  weiter  die  auf  der  rechten  Seite  stehenden 
rhetafunktionen  mit  Hilfe  der  Formel  (154)  durch  solche  mit  den 
Lrgumenten  t«^  und  den  Modulen  a^^'  auszudrücken.  Zu  dem  Ende 
irsetze  man  in  dieser  Formel  n  durch  n\  u  durch  u'  und  a  durch  a ; 
erstehe  sodann  für  p  -  1,  2,  -..,  p  unter  g^l\  ..  -,  ^J^^  Sj\  .-.,  Sj*^ 
Iroßen,  für  welche: 

280)  ^;'+-  +  ^"*'=nj,^,  *;:'+... +  Äi.-^  =  nÄ^  0.=i,..-.i.) 
sty  und  setze: 

281)  ^A.  ^^A*  +-;r~-;iS'    ^  =*^'        Wi,t,  .,p; 

lodaB  die  durch  die  Gleichungen  (151)  definierten  Größen  g'y  h'  die 
Sterte: 

282)  9i,^  ^(9,1 +  ^^-9,17      h'^^nh^  Ou-i,«.--.p) 

iimehmen.  Die  auf  der  linken  Seite  von  (154)  stehende  Thetafimk- 
ion  wird  dann  mit  der  auf  der  rechten  Seite  von  (279)  stehenden 
dentisch  und  man  erhalt,  indem  man  diese  letztere  durch  den  aus 
164)  dafttr  abgeleiteten  Ausdruck  ersetzt,  die  Gleichung: 

18* 


196 


y.  10.   Zurackf.  nichtganzs.  Transformationeii  auf  gaomUige 


n*PK^...^^»r^\M 


0,1,    •,ii  — 1  O,!,.-^— 1 

-2    ^» 

(283) 


M. 


» 


*       '   n       n* 
'  n*      J 


KL^ 


Durch    diese    Gleichung    ist    die    gestellte    Aufgabe,    die    Funktion 

'^[nWa  durch  Punktionen  '^•[^([uX'  auszudrücken,  bereits  gelost 

Man  kann  derselben  aber  leicht  eine  elegantere  Form  geben.  Zu 
dem  Ende  verstehe  man  unter  pj,  •  •-,  p^;  or^,  ...,  i^  irgend  welche 
ganze  Zahlen,  setze  in  (283): 


(284) 


9u 9u  +  «*, 


>> 


(/»-i,»,  -.^ 


multipliziere  linke  und  rechte  Seite  mit  e     ^'^^  und    summiane 

über  die  t  von  0  bis  n  —  1.  Man  erhält  dann,  wenn  man  gleich- 
zeitig rechts  den  Summationsbuchstaben  x^  um  r^  vermehrt,  was  nnr 
eine  Umstellung  der  Summanden  der  rechten  Seite  bedeutet^  zunächst 

die  Gleichung: 

p 


0,1,     ,n-l  0,1,   -.««-l 

=2     2- 

«i.-.'p      "1.   ."p 
(285) 


ÄW  +  -. 

n*     _l 


KL 


a^ 


ttu  L.e 


A*=l 


iu  =  l 


) 


Nun  besitzt  aber  die  in  der  letzten  Zeile  stehende  Summe  nur  dun 
einen  von   Null  verschiedenen  Wert  und  zwar  den  Wert  n^,  w««» 


Multiplikation  und  Diyision  der  Thetafunktionen. 
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^iif  •  •  •,  ^p^^p  (niod.  n)  ist,  und  es  fallen  daher  aus  der  rechten 
'^^  von  (285)  alle  jene  Glieder  heraus,  bei  denen  nicht: 


(^  =  l,2,...,l») 


<286)  <^^  =  *^  +  ^^^ 

\Sity  wo  X^  eine  ganze  Zahl  bezeichnet.    Auf  diese  Weise  entsteht  aus 
^5)  die  Gleichung: 


ca 


«■ 


m\ 


/U  =  l 


bei  der  zur  Abkürzung: 


(288) 


Jf. 


:^ 


fi^i 


Knti-i 


gesetzt  ist,  und  bei  der  die  q,  h  willkürliche  ganze  Zahlen,  die  ^,  h 
beliebige  den  Gleichungen  (280)  genügende  Größen  bezeichnen. 

Vermindert  man  in  der  Formel  (287)  für  ft  =  1,  2,  •  •,|}  jede  der 

Großen  ^^  •  •  -,  ^j;'^  um  ^^ ,  jede  der  Größen  äJ\  •  •  -,  äJ**^  um  J^  ,  mul- 
tipliziert    hierauf     linke     und     rechte     Seite     der     Gleichimg    mit 


e     '""*  und  summiert  über  die  p,  d  von  0  bis  n  —  1,  so 

«EbSlt  man,  da  die  dabei  auf  der  rechten  Seite  auftretende  Summe: 


0,1,    -.«-l  -^  2  (?n^n- ^/u^/i) 
(if-'fp 

iif"»^p 

i  «j  —  . . .  =  X  =  Ai  =  •  •  •  =  A^  =-  0  einen 
und  zwar  oen  Wert  n*'  besitzt,  wenn 
t  gfaitt  if  schreibt,  die  Gleichung: 
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(290) 


0,1,-   ,n-l 

-  2    M.U 

">p' 

?l'»ep         au- 

'"p 

Oly      fOp 

/*«1 


» 


M.. 


Die  Formeln  (287)  und  (290)  sind  die  Lösungen  des  Multipli- 
kations-  und  des  Divisionsproblems  der  Thetafunktionen;  über  die  Be- 
rechnung der  in  den  Eonstanten  M  vorkommenden  Größen  K  mnB 
auf  das  in  §  7  Gesagte  verwiesen  werden. 


§  11. 

Kraier-Prynuiohe  Znaammensetiiiiig  einer  TranaformatU« 

ans  elementaren. 

Herr  Prym  und  ich^)  haben  eine  andere,  von  der  in  den  §5,6 
und  10  auseinandergesetzten  durchaus  verschiedene  Zusammensetzong 
einer  gegebenen  Transformation  T  aus  einfachen  angegeben,  bei 
welcher  nicht  mehr  die  ganzzahlige,  sondern  die  lineare  Transformft- 
tion  in  den  Mittelpunkt  der  Untersuchung  tritt. 

Zu  dem  Ende  werden  zunächst  drei  Arten  elementarer  Uneanr 
Transformationen  eingeführt.  Eine  elementare  lineare  Transformaüim 
erster  Art  S^  ist  definiert  durch   eine  Charakteristik  von  der  Form: 


(291) 


«1  = 


^flV 


0 


^Hv 


wo  die  p^  Größen  c^^  (/*,  r  ==  1,  2,  •  •  •,  p)  rationale  Zahlen  mit  nicht 
verschwindender  Determinante  und  die  c^^  die  durch  den  Wert  dießw 
Determinante  geteilten  Adjunkten  der  e^^  sind.  Da  f&r  diese  Trans- 
formation: 


(292) 


-^fAV   ■"•   ^Vfl^h 


B, 


flV 


(/i,r=l.t,     ,F) 


also  auf  Grund  der  Gleichungen  (IX) — (XII): 

(293)     .«;=2'c,,«„  a;,  =  2'2' 


i"=l 


f4  =  l     ^'=1 


1)  Erazer  und  Prym,  Neue  Grundlagen  etc.  U.  Teil.  Abweichend  vn 
dem  Folgenden  wird  dort  als  zweite  elementare  lineare  Transformation  jcae 
speziellere  Transformation  fi,  eingeführt,  bei  welcher  die  Größen  e  .  gttA 
Zahlen  sind.  ''^'^'^ 


Die  element.  lin.  Transf.  erster,  zweiter  und  dritter  Art 
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ist,  so  erkennt  man  durch  Vergleichung  mit  dem  IX.  Satz  pag.  67, 
daß  der  Zusammenhang  der  ursprünglichen  und  der  transformierten 
Thetafunktion  für  die  Transformation  fi^  durch  die  dortige  ßleichung 
(XV)  bestimmt  wird. 

Eine  dementare  lineare  Transformation  ssweiter  Art  fi,  ist  definiert 
durch  eine  Charakteristik  von  der  Form: 


(294) 


S,= 


1  •  •  •  0 

.  .  . 

0 

0  •  •  •  1 

1  •  •  •  0 

*>+/-.» 

.  .  . 

0  •     •  1 

wo  die  p^  Größen  Cp+^,v  (f*,  v  =  1,  2,  •••,!))  rationale  Zahlen  sind, 
welche  den  Bedingungen  c^^^^  ^  =  c^^^^  (/x,  v  =  1 ,  2,  -  • .,  p;  (t  <  v) 
genügen.     Da  für  diese  Transformation: 


(295) 


^..= 


-fiw 


m,   wenn   ft  =  v, 
0,     wenn   ii^v^ 


%v  +  Cj 


>+/",*' 


Ou,y=l,2,--,p) 

also  auf  Grund  der  Gleichungen  (IX)— (XII): 


(296) 


<  =  u^f    a^v'  =  a^^  +  c  +    ^,  Tci 


7tt, 


(y,»'=»l,8,..,j») 


ist,  so  erkennt  man  durch  Vergleichung  mit  dem  XII.  Satz  pag.  76, 
daß  der  Zusammenhang  der  ursprünglichen  und  der  transformierten 
Thetafunktion  für  die  Transformation  fi,  durch  die  dortige  Gleichung 
(XXIV)  bestimmt  wird. 

Eine  elementare  lineare  TransfarmaMon  dritter  Art  Sj  ist  endlich 
durch  die  folgende  Verfügung  über  die  Transformationszahlen  c^^  de- 
finiert. Bezeichnen  x,  X,  •••,  q  irgend  q  {q^p)  der  p  Zahlen 
1,  2,  •••,  p\  x\  X\  •••,  d'  die  p  —  g  übrigen,  so  ist  für  S,: 


(297) 


>il»+A* 


/«.M 


+  1, 
-  +  l, 


''P  +  A«!/* 


P-^MtP-^/* 


=  -1    für    ft  =  x,  A,  •••,  Q, 
=  +  1    für    p  =  x',  r,  ...,  d'. 


wahrend  alle  übrigen  Transformationszahlen  c  den  Wert  Null  be- 
sitzen. Durch  Vergleichung  mit  (XVIÜ)  sieht  man,  daß  diese  Trans- 
formation Sj  mit  der  Transformation  B^Bx"-  B  identisch  ist.  Da 
femer  für  d^ese  Transformation,  wenn  man  der  bequemeren  Schreib- 
weise wegen  für  x,  A,  •••,  p  die  Zahlen  1,  2,  •••,  g,  für  x',  X'j  ••-,  6' 
die  Zahlen  g+l^  2  +  2,  --^jp  wählt: 
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^.--a„..  B_- 


—  «t,   wenn  fi-»f 


(298)  ^^      **";'  ^^      ^'         wenn^^.; 

_«t,   wenn   ii  =  r}, 
"'      0,     wenn   jt^ij,     ""/«■»      >i» 

also*): 

(299)  '^^ 

^,. -",  ^i''~0,  wenn  ij'^ij, 

und  fo^lich  auf  örund  der  Gleichungen  (IX)— (XÜ): 

"-  =  ^  ^  '^?. «* '   «,  =  N  -  Tfe)  2^  ^  «?*' «»,«<■' 


<* 


'99  J^i  «99  J^l  J^l 


(.==1,  2,    •    ,  9)  («?  =  «+!,  ?+«,  •    -.P) 

(300)        «;.-=5«""  «.;=5iS"'>'" 

«9  99  *=1 


ist,  SO  erkennt  man  durch  Vergleichung  mit  dem  V.  Satz  pag.  108, 
daß  der  Zusammenhang  der  ursprünglichen  und  der  transformierten 
Thetafunktion  für  die  Transformation  fi,  durch  die  dortige  Oleichong 
(VIÜ)  bestimmt  wird. 

Aus  Transformationen  dieser  drei  Arten  läßt  sich  nun  jede  be- 
liebige lineare  Transformation  L  zusammensetzen. 

Nennt  man  eine  lineare  Transformation  eine  singulare^  wenn 
die  sämtlichen  p*  Elemente  c  ^^  (fi,  i/  =  1,  2,  •••,  p)  des  zweiten 
Quadranten  den  Wert  Null  nahen,  so  kann  man  zunächst  eine 
solche,  wenn  man  beachtet,  daß  dann  stets  die  Determinante 
2± ^11  c,2  •  •  •  c^  der  p^  Elemente  c^^  (ft,  i;  =  1,  2,  •  • .,  jp)  des  ersten 
Quadranten  von  Null  verschieden  ist,  und  wenn  man  die  durch  den 
Wert  dieser  Determinante  geteilte  Adjunkte  von  c^^  mit  ?^^  be- 
zeichnet, in  die  Form: 


1)  Wegen  der  Bedeutung  von  aj^^^  und  aj*l  vergl.  pag.  106. 
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5  = 


^fiV 


"^p-^fift 


Jen  und  der  Gleichung: 


)    s> 


%r 

0 

0 

hr 

1  •••  0 

0  ...  1 

0 

p 

1  ..•  0 
0    ••  1 

»rechend,  aus  einer  elementaren  linearen  Transformation  erster 
einer  solchen  zweiter  Art  zusammensetzen. 
Handelt  es  sich  weiter  um  die  Zusammensetzung  einer  nicht 
daren  linearen  Transformation  L  aus  elementaren,  so  betrachte 
zuerst  den  FaD,  daß  die  Determinante  der  p*  Elemente  c^,p+y 
=  1,  2,  •  •  •,  p)  des  zweiten  Quadranten  von  Null  verschieden  ist. 
lehnet  man  dann  die  durch  den  Wert  dieser  Determinante  ge- 
Adjunkte  von  c  +^  mit  c^,p+y,  so  kann  man  die  Trans- 
ation L  zunächst  in  der  Form: 


P+»' 

0 

tt» 

''/•.I'+» 

1  ...  0 

0 

0    ••  1 

_1  ... 

0 

0 

0 ... 

-1 

1  ...  0 

.... 

0 

0  •••  1 

1  ...  0 

^^ 

0  •..  1 

i  zur  Abkürzung: 


^p-^ft,p-\-o  ^t,p-\-a 


Ou,»=sl,i,-.,p) 


zt  ist,  aus  einer  singulären  linearen  Transformation,  der  zum 
3llen  Werte  q^p  gehörigen  elementaren  linearen  Transformation 
ir  Art  und  einer  elementaren  linearen  Transformation  zweiter  Art, 
iaher  auf  Grund  der  Gleichung  (302)  weiter  in  der  Form: 
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(305) 


S.l'+'' 

0 

0 

S.F+» 

1  •••  0 
0  •••  1 

0 

p 

1  ...  0 
0  ...  1 

1  •••  0 

0 

0  •••  1 

_1 ... 

0 

0 

0  ••. 

-1 

1  ••  0 
0  ••  1 

0 

p 

'^^^p+li,P+o^^,P+<> 

1  •••0 
0  •.•  1 

aus  lauter  elementaren  linearen  Transformationen  zusammensetsen'). 
Der  Fall,  daß  die  Determinante  der  p*  Zahlen  c^^^^y(fi,v=  1,2,—,;) 
verschwindet,  wird  am  einfachsten  auf  den  Fall,  wo  diese  Determi- 
nante von  Null  verschieden  ist,  folgendermaßen  zurückgef&hrt  FOr 
die  Matrix: 

^1    ^1«  *  ■  •  ^,«p 

(306)  ^'   ^"  *"  ^^*^P 


^pi  Sa 


""ih^P 


1)  Für  die  ganzzahlige  lineare  Transformation  im  Falle  p  =  1  lautet  diese 
ZuBammensetzung : 


(307) 


a 

ß 

= 

1 

ß 

0 

1 

0 

0 

1 

1 

0 

y 

d 

0 

ß 

aß 

1 

—  1 

0 

d 

ß 

1 

und  es  entspricht  den  vier  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Tranifonnatiooei 
der  sukzessive  Übergang  von  dem  ursprünglichen  Thetamodul  a  sni  den  Modnlei 

^*a,  ßÄy  5-7,  3-;  -f  — -«t=so',    in    Übereinstimmong    nut    dem  von  H«n> 
pA    pA.        p 

Gerd  an  (vergl.  pag.  192)   eingeschlagenen  Verfahren  der  S^oastaiitenbertiB- 

mung. 
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De  man  Hauptdetenninanien  jene  2^  Determinanten  |?^  Grades 

[  denc 


Cla 

«^^ 

••   <i. 

Cla 

Cf;»- 

•   fj. 

<»« 

V 

•'P' 

denen  keine   zwei    der  Indizes  a,  j^,     *  -^  £    einander   kongruent 
dem  Modul  p  sind.     Man  kann  nim  loicht  beweisen,   daß  nicht 
2^  HauptdeterrainaDten   verschwinden    können;   denn   waren   alle 
iptdeterminanten  Null,  m  wäre  es  auch  die  Determinante: 


n 


^v^i  +  \p^xy^   ^^%^i  +  %p^%v%  -'  ^p^p  +  <^,ipVp 
^pi^i  +  ^p^p^iVi  ^p2^i  +  ^^i,+sy»  •••  ^pp^p-^^p.tpVp 


jeden  Wert  der  Größen  x  und  i/.  Nun  besitzt  aber  nach  dem 
§  3  Bemerkten  die  Determinante  A^  =  ^  i  A^i  A^^  •  *  •  Ä^^  der 
|t  unter  (YII)  definierten  Größen  A^^^  stets  einen  von  Null  ver- 
tedenen  Wert.  Nimmt  man  dm  möglichen  speziellen  Fall,  wo  alle 
Itamodulen  «« *j-  =  0  sind,  sobald  fi^fJL  ist,  so  wird  die  Determi- 
ite  (309)  för  die  Werte: 
D)  jc^  =  Tti,       y^  =  a^^^  (>i=i.2,     .p) 

der  Determinante  A^  identisch,  besitzt  also  für  diese  Werte  der 
ißen  Xj  y  jedenfalls  einen   von  Null  verschiedenen  Wert.     Damit 
laber  bewiesen,  daß   von   den   2^  Hauptdeterminanten   der  Matrix 
p)  jedenfalls  eine  von  Null  verschieden  ist. 

Beachtet   man    nun,    daß    durch  Zusammensetzung  irgend  einer 

tisformation   T   mit    der   Transformation   2g    eine    Transformation 

entsteht,  welche  sich  von  T  dadurch  unterscheidet,  daß  die  Ele 

ite  der  3c^**°  Vertikalreihe  von  T  mit  denen  der  p  +  x**°,  die  Ele- 

ite  der  V'^  Vertikalreihe  mit  denen  der  p  +  V^^  ♦  •  •,  die  Elemente 

^ttm  Vertikalreihe   mit  denen   der  p  -f  (>**^  vertauscht  sind,  nach* 

man   zuvor  jedesmal   die  an  letzter  Stelle  genannten  samtlich 

—  1  multipliziert  hat,  so  erkennt  man,  daß  sich  zu  jeder  linearen 

Usformation  L  eine  Transformation  fi^  so  bestimmen  läßt,  daß  in 

Transformation  L*  =  Ü^L  die  Determinante  der  p"  Zalen  c^,p-^t 

1,  2,  •*•,!>)  von  Null  verschieden  ist.     Daim  kann  man  aber 

brmation    L'     und     damit     auch     die     Transformation 

i^  X'  =  iJjL'  nach  dem  Obigen  aus  elementaren  linearen  Trans- 

tionen  zosammensetzen. 
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Damit  ist  bewiesen,  daß  jede  lineare  Transformation  L  ans  de 
mentaren  linearen  Transformationen  der  oben  bezeichneten  drei  Arten 
zusammengesetzt  werden  kann;  beachtet  man  dann  noch,  daß  nach 
dem  oben  Bemerkten  für  jede  elementare  lineare  Transformation 
das  Transformationsproblem  der  Thetafiinktionen  durch  Formehi  des 
zweiten  und  dritten  Kapitels  gelöst  ist,  so  erkennt  man  zugleich,  daß 
man  auf  dem  angegebenen  Wege  zur  vollständigen  Losung  des  Tnuu- 
formationsproblems  der  Thetafiinktionen  für  jede  lineare,  ganzzahlige 
oder  nichtganzzahlige  Transformation  gelangt.  Herr  Prym  und  ich 
haben  a.  a.  0.  im  sechsten  Abschnitte  des  zweiten  Teiles  auf  diese 
Weise  die  Formel  für  die  allgemeinste  lineare  Transformation  her- 
gestellt. 


Eine  zu  einer  beliebigen  Ordnung   n  < 


gehörige  nichtlineare 


Transformation  T  kann  endlich  aus  den  zwei  speziellen  nichtlinearen 
Transformationen : 


(311)     P  = 


Hj  •..  0 
0    ••  ni 


0 


0 


1  ...  0 
0  ...  1 


i;-.' . 

0 

ü  — 

y      V  ^ 

0 

1   ..o 



0  .••! 

von  den  Ordnungen  Wj  und  —  und  der  linearen  Transformation: 


(312) 

in  der  Form: 
(313) 


?v 

1 

L  = 

^^P  +  iU,- 

S  +  iU,l»  +  i' 

T^  QLP 


zusammengesetzt  werden,  und  es  treten  daher  zu  den  elementaiw 
linearen  Transformationen  Si;  Si;  Ss  °^^^  ^  elementare  nichÜiBein 
Transformationen  die  Transformation: 
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JV- 


n  •..  0 

.    .    . 

0 

0  ...  n 

1     ■•  0 

0 

.    .    . 

0  ••.  1 

r  Ordnung  n  und  die  zu  ihr  inrerse: 


iV-i  = 


i-...o 

n 

0 

o...i- 

n 

1  •••  0 

0 

0  •••  1 

r  Ordnung  —  hinzu.     Da  für  die  Transformation  N: 

.  nxi,  wenn   u  =  i/,      -^ 

^*      0,       wenn   i^^Vj        ^^        ^^^ 


'•yr' 


(^,•=1,1, -..J») 


erkennt  man,  daß  der  Zusammenhang  zwischen  den  ursprüng- 
und  transformierten  Thetafunktionen  fiir  die  Transformationen 
N-^  durch  die  Formeln  (154)  und  (152)  bestimmt  wird. 
ie  ganzzaMige  Transformation  n^  Ordnung: 


T  = 


0^. 

^i".P  +  » 

S^  +  A*," 

^1»  +  /",?  +  » 

r  die  c^^  (a,  ß^  1,  2,  "-,  2p)  also  jetzt  ganze   Zahlen  be- 
in,  ist  nach  dem  Obigen  in  der  Form: 
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n 

n 

(319) 

T  = 

^p-^M,^ 

S+i",p+» 

n  •..  0 
0  •••  n 

0 

0 

1     ••  0 

0  ...  1 

aus  einer  linearen  Transformation: 


(320) 


i  = 


n 

n 

^P+Z*,» 

^P  +  fifP  +  V 

und  der  Transformation  N  (314),  die  zu  ihr  gehörige  Thetaformd 
also  aus  den  zur  Transformation  L  und  zur  Transformation  N  ge- 
hörigen zusammenzusetzen.  Es  entspricht  diese  ZusammensetEong 
durchaus  dem  im  §  7  Bemerkten;  die  Formel  für  die  lineare  Trans- 
formation L  ist  nämlich  keine  andere  als  die  Formel  (147),  die 
Formel  für  die  Transformation  N  aber  ist,  wie  schon  oben  bemerkt, 
identisch  mit  der  Formel  (154).  Unter  Beschrankung  auf  den  Fall 
p=l  habe  ich^)  die  Herstellung  der  Formel  für  die  aUgemeine 
ganzzahlige  nichtlineare  Transformation  auf  diese  Weise  vollständig 
durchgeführt.  Man  wird  nur  dazu  bemerken,  daß  man  entsprechend 
dem  pag.  170  Bemerkten  bezüglich  der  Darstellung  der  dort  in  der 
Formel  N^  pag.  485  auftretenden  Konstanten  C^  durch  Thetafiink- 
tionen  einen  weiten  Spielraum  hat  und  nicht  an  den  angeschriebenen 
speziellen  Ausdruck  gebunden  ist.  Für  beliebiges  p  ist  auf  die  Arbeit 
von  Herrn  Prym  und  mir^)  zu  verweisen;  dort  wird  im  sechsten 
Abschnitt  des  zweiten  Teiles  die  zur  allgemeinsten  linearen  Trans- 
formation gehörige  Thetaformel,  Foimel  (L)  pag.  118,  durch  Zusammen- 
setzung dieser  Transformation  aus  elementaren  linearen  Transforma- 
tionen gewonnen.  Um  daraus  die  der  hier  vorliegenden  linearen  Trans- 
formation (320)  entsprechende  Thetaformel  zu  erhalten,  hat  man  in 
der  eben  genannten  Formel  r  =  n  und  s  =  1  zu  setzen,  wodurch  sich 


1)  Erazer,  Die  Transformation  der  Thetafonctionen  einer  Yer&odeilicheB. 
Zweite  Abhandlung.    Math.  Ann   Bd.  48.    1898,  pag.  467. 

2)  Erazer  und  Prym,  Neue  Grandlagen  etc. 
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äsenüiclie  Vereinfachungen  insbesondere  durch  den  Wegfall  der 
imme  S[i'\  ergeben.  Setzt  man  dann  die  so  gewonnene  Formel  mit 
f  der  Transformation  N  entsprechenden  Formel  (154)  zusammen, 
erhält  man  die  in  Bede  stehende  Formel  für  die  ganzzahlige  nicht- 
leare  Transformation  (318),  wie  sie  von  Herrn  Prym  und  mir 
a  0.  pag.  131,  Formel  (Ä^),  angegeben  ist. 

Später  habe  ich^)  eine  andere  Methode  für  die  Herstellung  der 
>rmel  f&r  die  nichtlineare  Transformation  angegeben,  die  zu  ein- 
oheren  Ausdrücken  für  die  Eonstanten  zu  führen  scheint. 


1)  Erazer,  Die  quadratische  Transformation  der  Thetafunctionen.    Math. 
UL  Bd.  46.    1896,  pag.  442. 


Sechstes  Kapitel. 
Die  komplexe  MnltipllkattoiL 

§1. 

Die  komplexe  MnlUplikatioB 
der  ThetaflmktioBeB  einer  Verftnderlichen. 

Es  sei  f(v)  eine  einwertige,  mit  den  Perioden  a^,  (o^  doppelt- 
periodische Funktion  der  komplexen  Veränderlichen  Vy  die  zudem  im 
Endlichen  keine  wesentlich  singulare  Stelle  besitze.  Nach  das 
IV.  Satz  pag.  116  ist  dann  die  Funktion  f{fnv\  wo  m  eine  EonataDie 
bezeichnet,  mit  f{v)  durch  eine  algebraische  Gleichung  yerknllpi^ 
sobald  die  Periodensysteme  der  Funktion  fiv)  samtlich  auch  Periodo- 
systeme  der  Funktion  f{mv)  sind,  d.  h.  sobald  es  ganze  ZaUeo 
^7  Ä  Yj  *  gib*;  ^^  welche  die  Gleichungen: 

bestehen.  Aus  diesen  Gleichungen  folgt  aber  durch  EliminÄtion 
von  m: 

(2)  /Jcö|  +  (a  -  d)  (DiCö,  -  y(o\  =  0. 
Ist  nun  diese  Gleichung  identisch  erfüllt,  d.  h.  ist 

(3)  /J  =  0,    «  =  *,    y-0, 

SO  ergibt  sich  aus  (1)  auch 

(4)  m  =  a^  d; 

es  ist  also  m  eine  ganze  Zahl,  und  es  liegt  die  gewohnliche  Mul- 
tiplikation vor;  ist  dagegen  die  Gleichung  (2)  nicht  identisch  aftl^ 
so  liefert  sie  für  das  Perioden  Verhältnis: 

(5)  ^  =  S 
die  quadratische  Gleichung: 
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lelbst  also: 


2ß  2ß  ' 


ad  —  /Jy  =  n 

wird.     Da  r  nicht  reell  sein  darf^  so  mufi: 

(a  +  *)*  -  4n  <  0 

3raus  für  n  insbesondere  folgt;  daß  es  positiv  sein  mufi;  und  wenn 
ihenfolge  Ton  (o^  und  cd,  so  gewählt  wird,  dafi  der  imaginäre 
►n  r  positiv  ist,  so  hat  man  in  der  Gleichung  (7)  die  Wurzel 
'YAn  —  (a  +  Sy  auszuziehen,  je  nachdem  ß  positiv  oder  negativ 

US  der  ersten  Gleichung  (1)  folgt  aber  jetzt,  indem  man  linke 
ßhte  Seite  durch  a^  dividiert: 

dso  m  eine  komplexe  Große,  deren  Modul  )/n  betragt.  Deshalb 
man  die  zwischen  f{v)  und  f{fnv)  bestehende  Beziehung 
ve  MtUHpliJcation. 

imit  eine  komplexe  Multiplikation  stattfinde,  ist  also  notwendig, 
8  Periodenverhältnis, T  einer  quadratischen  Gleichung: 

nzzahligen  Koeffizienten  Ay  B,  C  genüge,  f&r  welche  zudem 
3ße: 

2)  =  4^C-JB« 

positiven  Wert  besitzt.  Diese  Bedingung  ist  aber  auch  hin- 
d  und  man  erhält  die  zugehörigen  Zahlen  a,  /},  7^,  d,  n  auf 
gemeinste  Weise,  indem  man: 

ß=^pÄ,    a  —  d  =^pB,    y  =  —pC 

vo  p  eine  ganze  Zahl  ist.     Setzt  man  dann  noch: 

«  +  *  =  «, 
1: 

n  =  {{q'-p'B^+p'AC^i{q'  +  pW) 


^^^  +  iVD_  q  +  ip] 


•T,  TbctaftuikiioiMik.  14 
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Die  eingeffllirten  ganzen  Zahlen  p^  q  sind  dabei  nnr  an  die  Bedinj 
geknüpft,  daß 

(17)  q^pB  =  Q  (mod.2) 

ist,  damit  sich  für  a  und  8  ganze  Zahlen  ergeben.  Ist  also  1 
rade,  so  mufi  auch  q  gerade  sein,  irahrend  p  beliebig  bleibt;  i 
ungerade,  so  müssen  p  und  q  entweder  beide  gerade  oder  beidf 
gerade  sein.  Man  kann,  da  mit  B  auch  D  gleichzeitig  gerade 
ungerade  ist,  auch  sagen,  dafi  für  D  =  0  (mod.  2)  auch  $=0  (mo 
für  Z)  =  l  (mod.2)  dagegen  q^p  (mod.2)  sein  moB.  Mm 
also  das  Resultat: 

I.  Sats:   Die  Gleichungen: 

(I)  ma^  =  «Ol  +  /Jfl>j>    woj  =  yco^  +  ^fi>i 
s^ind  hei  ganjsgakligeni  m  durch  die  Annahme: 

(II)  a  =  *  =  m,    /3  -  y  —  0 

für  bdiebige  Werte  der  Perioden  o^,  cd,  eu  erfüllen  (reeUe  Mu 
kation).  Daneben  existieren  für  singulare  Werte  der  Perioden  o 
hei  komplexen  Werten  von  m  Losungen  (komplexe  MuUiplika 
dazu  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  Perioden  Oi,  oi| 
homogenen  quadratisdien  Gleichung: 

(III)  A(ol  +  BcD^o)^  +  CioJ  -  0 

mit  ganzzahligen  Koeffizienten  Ay  B,  C  genügen,  für  wdche  gmk 

(IV)  D^AAC-B" 

positiv  ist.  Das  Periodenverhältnis  r  =  ©2 :  Oj  sowie  der  MuUipl 
m  sind  dann  komplexe  Zahlen  von  der  Form  r  +  %y8,  wo  r  i 
rationale  Zahlen  sind. 

Geht  man  jetzt  zu  der  Thetafunktion  d'(u)^  über,  deren  , 
mcnt  u  und  Modul  a  durch  die  Gleichungen: 

(lo)  ti  =   --  ,       a  =  -'—  =  TAI 

bestimmt  sind,  so  sagt  die  aus  (1)  folgende  Gleichung: 
(19)  a=  ^-    ."^  V-   Ä? 

aus,  daß  in  dem  vorliegenden  Falle  für  die  Tranafi 

ß 


(20; 


y      d 
der  ursprüngliche  Thetamodnl  a  und  dar 
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dnd;  am  dies  auszudrücken,  möge  die  Transformation  T  eine 
de  genannt  werden.  Der  Inhalt  des  I.  Satzes  laßt  sich  dann 
ussprechen,  daß  prinzipale  Transformationen  und  zwar  für  alle 
nktionen,  mit  beliebigen  Modulen,  die  Transformationen: 


m 

0 

0 

m 

0  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  bezeichnet.    Eine  solche  Trans- 
3n  ist,  wenn  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  eine  Multiplikation 
Thetafunktion;    im  Falle,    daß    m   eine  negative  ganze  Zahl 
,  setzt  sie  sich  gemäß  der  Gleichung: 


—  n 

0 

n 

0 

-1 

0 

0 

—  n 

0 

n 

0 

-1 

er  Multiplikation  und  der  Transformation: 

en.  Daneben  gibt  es  dann  noch  für  Thetafunktionen  mit 
en  Modulen  prinzipale  Transformationen  im  eigentlichen  Sinne, 
der  komplexen  Multiplikation  der  doppeltperiodischen  Funk- 
äntsprechen,  und  bezüglich  welcher  der  Satz  gilt: 

Sats:  Soll  für  die  Ttietafunktion  d'{u)^  eine  prinzipale  Trans- 
m  im  eigentlichen  Sinne  existieren,  so  ist  dazu  notwendig  und 
end,  daß  die  Größe: 

a 
r  ==  — . 

m 

tadratischen  Gleichung: 

^r«  +  J?T  +  C  =  0 
zzahligen  Koeffizienten  A,  B,  C  genüge,  für  welche  zudem 

ist.     Zu  dieser  Thetafunktion  mit  dem  Modul: 

n  dann  unendlich  viele  prinzipale  Transformationen,  deren 
rmationszahlen  a,  ß,  y,  S  und  Grad  n  durch  die  Gleidiungen: 

x^i(q+pB),    ß^pA,    Y^^pC,    8-^{q-pB), 

n  =  \{q'  +  p'D) 

14* 
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bestimmt  sind,  wo  p,  q  beliebige  ganee  ZcMen  begeiehnen,  icelehe 
der  Bedingung  unterworfen  sind,  daß  a  und  d  sich  als  gange  Zi 
ergeben. 

Umgekelirt  existiert  su  einer  TVanrformation  n^  Grades: 

(X)  r= 

sobald  sie  der  Bedingung: 

(XI)  (a  +  *)«  -  4n  <  0 

genügt,  stets  eine  Thetafunktion  ^{u\,  für  wdche  diese  Transform 
eine  prinzipale  ist;  der  Modul  a  dieser  Thetafunktion  ist  durd 
Gleichung: 


a 

ß 

V 

d 

(XH) 


^  —  2ß *• 


eindeutig  bestimmt,  wobei  die  Wureel  positiv  oder  negcUiv  antsnu 
ist,  je  nadidem  ß  positiv  oder  negativ  ist 

So  ist  insbesondere  die  lineare  Transformation: 


(24) 


eine  prinzipale  für  die  Thetafunktion  mit  dem  Modul  a  »:  —  ar;  fi 
sind  die  linearen  Transformationen: 


\25i 


0 

1 

-1 

0 

0 

1 

r 

1 

1 

-1 

1 

-1 

0 

prinzipale  für  Thetaftmktionen  mit  den  Modulen  a  —  —  -^  ar  ± ! 

Mit  Rücksicht  auf  die  jetzt  folgenden  ünterrocliiuigen  IIIm) 
prinzipale  Transformation  der  Thetafunktionen  Ton  bdieUig^ 
Variablen  wird  man  noch  bemerken,  daß  der  Wert  (10).  ^ 
tiplikators  m  »  a  +  ^r  die  eine  Wurzel  der  OleiduiBig: 


i2Ö) 


a  —  m       ß 
y       Ä  —  m 


-0 


ist.   deren   andere  Wurzel   durch   den  dr 
Wert  geliefert  wird,  und  daB  die  soebi 
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rakterisüscbe  Eigenschaft  der  prinzipalen  Transformation  damit 
ommeniäilt^  daß  diese  Gleichung  nur  für  komplexe  Werte  von  m, 
«n  Modul  Yn   beträgt^  erfüllt  sei. 

Die  komplexe  Multiplikation  der  elliptiBcben  PuBktionen  findet  sich 
eits  bei  Abel  und  Jacob i,  Abel  stellte  im  J.  für  Math.  Bd,  2. 
27,  pag.  286*)  den  Satz  zum  Beweise 

„Theoreme.     Si  requation  diff^rentieÜe  separee 
adx  dif 

a^  ß^  fy  j,  c,  a  sont  des  quantit^s  reelles,  est  algebriquement  inte* 
de,  il  faut  necessairement  que  la  qnantite  a  soit  um  nombre  rationnel/* 

Hierzu  bemerkte  Jacobi^k  ,J1  existe  un  nombre  infini  d^echetles  de 
lules  pour  lesquelles  a  peut  aussi  avoir  la  forme  a  +  b  ]/ —  1  ^  -  ^ 
i>e  nouvelle  methode  pour  la  multipHcation  est  encore  remarquable, 
■cequ'elle  a  Jieu  dans  les  cas,  oü  la  transformation  rentre  dans  la 
IdpUcatiou,  c*est-tt-dire  oü  le  moduk  transfoiTue  devient  egal  a  celni 
ron  est  parti/^ 

Unterdessen  hatte  aber  schon  Abel')  die  Theoreme  ausgesprochen: 
Theoreme  L     En   supposant   n   reel,    et  requation  integrable  alge- 
|aement^  il  fant  necessairement  que  a  soit  un  nombre  rationneL 

Theoreme  d.  En  supposant  a  imaginaire,  et  requation  integrable 
Sbriquement,  il  faut  necessairement  que  a  soit  de  la  forme  m  ±  Y—  1  • )/» , 
m  et  n  sont  des  nombres  rationnels,  Daus  ce  cas  la  quantite  fi*) 
t  pas  arbitraire;  il  faut  qu'elle  saiisfasse  a  une  equation  qui  a  une 
ite  de  racines  reelles  et  imaginaires.  Chaque  valeur  de  ft  satisfait 
»  question/' 

Seitdem  ist  die  komplexe  Multiplikation  der  ellipti«eheii  Funktionen 
Gegenstand  zahlreicher  Untersuchungen  geworden.  Da  di<?se  aber 
^schließlich  zahlen  theoretischer  Natur  sind,  indem  sie  die  merkwürdigen 
»etze  untersuchen,  welche  die  als  singulare  Modulen  auftretenden  alge- 
ifichen  Zahlen  beherrschen,  fallen  sie  außerhalb  der  Grenzen,  welche 
diese  DarsteUung  gesteckt  äind^). 


1)  Abel,     Theor^mes    et    probl^mes.      Ouevrea    compl    Bd.    1.     2.  Aufl. 
i«iiania  1881,  pag.  018. 

2)  Jacobi,  Noticee  sur  les  fonctionB  elJiptiquea.    1828.    Ges.  Werke  Bd,  1. 
liu  1881,  pag   254. 

B)  Abel,   Recherchen  aur  les  fonctione  elliptiquefi.    1828.    Oeuvres  compl. 
l.    2.  Äufl,    Christiania  1881,  pag.  877, 
i)  Die  Wurzel  ist  hier  in  der  Form  Y{\  —  x^)  (1  -|-  (ta?*)  ¥Orausge«e»t 
h)  VergL  dazu  Weber,   Elliptische  FunctianeQ  und  algebraische  Zahlen, 
tmuchweig  1891,  pag,  327. 
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§2. 
Binlge  SAtse  aus  der  Lehre  von  den  bllinearen  Fonm 

Ein  System  von  w*  Großen : 


die  in  n  Horizontalreihen  und  n  Vertikalreihen  angeordnet  sind, 
man  bequem  in  dem  Bilde  der  hilinearen  Form: 

n         n 

(28)  Ä=^2!%^'^,yr 

.«  =  1  »=1 

zusammen;  dabei  kann  für  beides^  Größensystem  und  bilineare  F 
dasselbe  Zeichen  Ä  dienen,  wie  man  im  folgenden  tatsächlich  u 
diesem  Zeichen  fast  immer  ebenso  gut  das  eine  wie  das  andere 
stehen  kann.    Eine  Gleichung: 

(29)  A^B 

zwischen  zwei  Formen  (oder  Größensystemen)  Ä  und  B  ersetzt 
w*  Gleichungen: 

(30)  %,  =  \r-  (^.'=>- 

Unter  der  Summe: 

(31)  C=^Ä  +  B 

zweier  Formen  versteht  man  jene  Form,  deren  Koeffizienten  durch 
Gleichungen: 

(32)  c^^=.a^^  +  h^^  (;..=iA 

bestimmt  sind.     Bezeichnet  r  irgend  eine  Größe,  so  wird  mit: 

(33)  C^rA 
die  Form  mit  den  Koeffizienten: 

(34)  c^v-ra^r  <^»'=^»^' 
bezeichnet.     Unter  dem  Produkte: 

(35)  C^AB 

zweier  Formen  versteht  man  jene  Form,  deren  Koeffizienten  d 
die  Gleichungen: 
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n 

stimmt  sind,    unter  J  yersteht  man  speziell  die  Form: 

n 

)ren  Koeffizienten  also  die  Werte: 

ION  Ij   wenn   a  =- v, 

^  '"^      0,   wenn   fi^v, 

esitzen.     Man  nennt  zu  A  Tconjugiert  die  Form: 

n         n 

ind  dann  J.',  jB',  C  die  zu  -4,  jB,  C  konjugierten  Formen  und  be- 
keht  zwischen  Ä,  B,  C  die  Gleichung  (35),  so  ist: 

W)  C^B'A\ 

tan  nennt  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Determinante 

>r  Form  A  nicht  Null  ist,  zu  A  reziprok  die  Form: 


2)  •    ^-^=2'^«- 


V/i  "^^  y»; 

0  0,,^  die  durch  den  Wert  der  Determinante  |  A  \  geteilte  Adjunkte 
m  a,^  in  dieser  Determinante  bezeichnet;  es  ist  dann: 

ti)  AA-'^A-'A^J, 

it  Hilfe   der   reziproken  Form   kann  jetzt   auch   die  Division   der 
onnen  ausgeführt  werden.     Aus  (35)  folgt  nämlich: 

14)  A^CB-^ 

id: 

5)  B^A'^C-, 
nier  ergibt  sich: 

6)  C-'^B-^A-\ 

ad  die  Koeffizienten  einer  Form  A  Funktionen  eines  Parameters  r, 

ist  o—  eine  Form  mit  den  Koeffizienten  -ö^-     Es  ist  daun: 
dr  CT 

0  WM^-Tr^^^'l 
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dJ 


und  speziell^  da  ^  =  0  ii 


ist: 


(48) 


\äA-')  =  ^^ä-'  +  A^'^~^ 


dr 


dr 


dr 


0; 


daraus   ergibt   sich   aber   die  für   den  Beweis  der  Satze  lY  uod  T 
nötige  Relation: 


(49) 

Die  Determinante: 


^-1 


dr  dr 


A-K 


(50) 


\A^tJ\ 


*i.i 


*n% 


heifit  die  charakteristische  Determinante  oder  die  charakteristische  Fmik- 
tion  der  Form  A,  Sie  ist  eine  ganze  rationale  Funktion  n*^  Grad» 
von  r,  die  gleich  Null  gesetzt  die  charakteristische  GReichung: 

(51)  |^-rJ|-0 

der  Form  A  liefert.  Es  sei  a  eine  m-fache  Wurzel  dieser  Gleichang; 
also  \A  —  rJ\  durch  (r  —  a)^  teilbar.  Haben  dann  alle  ünierdeto^ 
minanten  n  —  1**°  Grades  Ton  |  A  —  rj\  den  Faktor  (r  —  a)*>,  aDe 
ünterdeterminanten  n  —  2*^  Grades  den  Faktor  (r  —  a)"^,  •  •  •,  so 
nennt  man  die  Größen: 


.,   (r-a)'-«,     (r^ay 


(52)  {r-a)\    {r-^ay\ 
wo: 

(53)  e  =  m-mi,  e^^Wi- Wj,  ••.,  6„.3  =  m„_,-m^.i,  c^.i=iii,-i 

ist,  Elementarteiler  der  charakteristischen  Fuf Jetion  \A  —  rJ\.  Die 
Reihe  der  Exponenten  der  Elementarteiler  genügt  den  Bedin- 
gungen^): 

(54)  e^e,^...^e._,^e,_j. 

Zu  jeder  Wurzel  der  charakteristischen  Gleichung  gehört  auf  dieee 
Weise  eine  Reihe  von  Elementarteilem;  die  Reihe  der  unter  (52) 
angeschriebenen  wird  man  zum  Unterschiede  von  anderen  Reihen  die 
Reihe  der  zur  Wurzel  r  =  a  gehörigen  Elementarteiler  nennen. 


1)  Einen  Beweis  dieses  Satzes  hat  Herr  Frobenius:  Ober  die  Elemellta^ 
teuer  der  Determinanten.  Berl.  Her.  1894,  pag.  31  gegeben;  deraelbe  iA  re- 
produziert bei  Muth,  Theorie  und  Anwendung  der  Elementazteiler.  LopV 
1899,  pag.  6  u.  f. ,  wo  sich  auch  weitere  Literaturangaben  über  den  Sab  ÜJukß. 


Formen. 

Eine  Form  B  heißt  eioer  Form  A  äquivalent^  wenn  zwei  Formen 
^  mit  nicht  Tersch windenden  Determinanten  existieren,  welche  die 
hieichuug: 
i)  B=PÄQ 

►r-füllen.     Indem   man   hier  P,  Q  nicht  als  bilineare  Formen  auffaßt, 
»mlt^rn  die  Suhstüutiomm  P\  Q: 


S) 


H^x  > 


Vy 


ift,w='tt% 


^trachtet,  vermittelst  welcher  in  der  Form  -4  an  Stelle  der  bisherigen 
"^Eriablen  j?,  y  neue  x\  y'  eingeführt  werden,   kann  man  den  Inhalt 
l^   Gleichung    (55)    dahin    aussprechen^    daß    die    Form    A    durch 
Substitutionen  P\  Q  in   die  Form  B  übergehe»     Aus   der  Glei- 
(55)  folgt  auch: 

itt  also  auch  die  Form  A  der  Form  B  äquivalent,     Ist  speziell 
«P"»,  aUo: 

[58)  B=PAP-\      A^P-'BP, 

heißen  die  Formen  A  und  B  ähnlieJi,     Es  ist  dann  auch  für  be- 
9bige8  r: 

))      B~rJ^  PiA  -  rJjP-',     A--rJ^  P-\B  -  rJ)P. 

%xx^  folgt  aber,  daß  jede  Ünterdeterminante  i/**°  Grades  der  De- 
srminante    \A^rJ\   eine   homogene    lineare    Funktion    der   Unter- 
aanten   v^^   Grades   der  Determinante   \B  —  rJ\  ist  und  um- 
,   daß  also  der  größte   gemehisame  Teiler  der  Unterdetermi- 
iteu    v*^   Grades   von    \A  —  rJ\   mit   dem   größten   gemeinsamen 
reiler  der  ünterdeterminanten  v^  Grades  von  \B  —  rj\  zusammen- 
It^   und  hieraus,    daß   die  charakteristischen   Funktionen   \A  —  rJ\ 
\B^rJ\  die  gleichen  Elementarteiler  besitzen. 

m.  Sats:    Sind  die  Formm  A  und  B  ätmlicJif  so  stimmen  ihre 
*"    '--?i  Funktionen  <p(r)  =  \A  —  rj\  und  ^ (r)  =  | B  —  r J| 
artedem  iiberein. 

Jene  Form,   welche  aus  A  hervorgeht,   wenn  man  jeden  Koef- 

atcni  durch  deu  konjugirten  komplexen  Wert  ersetzt,  sull  mit  A^ 

j,..4  Mr.rf^-vn.  «ebenso  soll,  wenn  m  irgend  eine  Größe  bezeichnet, 

zu  konjugierte  komplexe  Größe  bezeichnen*  ist  m 


,.tiriiM*n    *<i»i^!t*r*   i^iv»     7?^  pine   wichtige  RoUe^ 
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ist.  Für  den  Fall,  daß  B  reelle  Koeffizienten  hat,  ist  B^'  =-£',  also  die 
Substitution  B  eine  orthogonale.  Für  Formen  22  gelten  nun  ebenso 
wie  für  die  speziellen  reellen  orthogonalen  Formen  die  beiden  %tze'): 

rv«  Sats:  Die  Wureeln  der  cfiaraJcteristischen  Gleidmug 
I  jR  —  rj\  =  0  einer  Form  B,  wdclie  der  Bedingung  B^'B  -»  J  gemi^ 
hijihen  aüe  den  Modul  1. 

V.  Sats:  Die  charakteristische  Funktion  \B  —  rJ\  einer  Form  ^ 
welche  der  Bedingung  BqB=-J  genügt,  hat  lauter  lineare  Elementar- 
teuer. 

Im  folgenden  treten  bilineare  Formen: 

n  n 

(61)  ^ = 2  2  ^f^-^t^y- 

auf,  bei  denen  je  zwei  Koeffizienten  a^^  und  a^^  konjugierte  kom- 
plexe Größen  und  die  Koeffizienten  a^^  reell  sind.  Setzt  man  f8r 
die  X  und  y  solche  Werte,  daß  x^  und  y^  konjugierte  komplexe 
Größen  sind,  so  ist  der  Wert  von  A  reell.  Eine  solche  Form  genügt 
den  Bedingungen: 

(62)  A  =  ^\      A'=^ 

und  ist  durch  jede  dieser  beiden  Gleichungen  charakterisiert  Führt 
man  an  Stelle  der  bisherigen  Variablen  x,  y  neue  x\  y'  ein  mit 
Hilfe  der  Substitutionen: 

n  n 

(63)  x^^  =  ^pI^x;,      y,  =  ^p.xVxj         0*.«!,».  •  '"^ 

x=i  ;i=i 

wo  p®^  die  zu  p^^  konjugierte  komplexe  Größe  bezeichnet,  so  geht 
aus  der  Form  A  eine  Form: 

(64)  B  =  P,'AP 

derselben  Art  wie  A  hervor,  bei  welcher  also  wiederum  6,^  und  h^^ 
konjugierte  komplexe  Größen,  die  6^^  reelle  Größen  sind. 

Jede  Form  A  kann  so  auf  unendlich  viele  Weisen  in  die 
Normalform: 

(65)  N^^x^y^^^x^y^ 

x=l  ^=9  +  1 

1)  Der  Beweis  der  Sätze  IV  und  V  wird  für  die  hier  vorliegenden  Fonn« 
R  genau  in  derselben  Weise  gefillirt,  wie  für  die  reellen  orthogonalen  Form»; 
diesen  aber  siehe  bei  Frobenius,  Cber  lineare  Substitutionen  und  bilineire 
Formen.  J.  für  Math.  Bd.  84.  1878,  pag.  51  und  58;  vergl.  auch  Muth,  Theoiie 
und  Anw.  d.  Elementart.,  pag.  175;  femer  Löwy,  Über  bilineare  Formen  mit 
koi^ugiert  imaginären  Variablen.  Hab.  -  Schrift.  Freiburg  1898  und  NovaAeU 
Leop.  Bd.  71.    1898,  pag.  377. 
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transformiert  werden.  Wie  dies  aber  aucli  ausgef&hrt  wird,  immer 
haben  die  Zahlen  q  und  r  dieselben  Werte.  Man  nennt  r  den  Rang, 
q  den  Tragheitsindex  der  Form  Ä,    Da  aus 

(66)  ^  Po'äP^N 

durch  Übergang  zu  den  konjugierten  komplexen  Formen: 

(67)  P-A^P^-^N 

fol^,  so  sind  A  und  A^  auf  die  nämliche  Normalform  reduzierbar, 
besitzen  also  gleichen  Rimg  und  gleichen  Tragheitsindex;  daraus  folgt 
insbesondere,  daß,  wenn  die  EoefBzienten  a^^  =*  0,  die  Koeffizienten 
a^^  =  —  a^^  aber  rein  imaginär  sind  und  infolgedessen  A^  =  —  A  ist, 
r  eine  gerade  Zahl  und  g  =  ^r  sein  muß. 

Eine  Form  -4,  die  far  konjugierte  komplexe  Werte  der  Variablen 
X  und  y  nicht  verschwindet,  ohne  daß  die  Veränderlichen  sämtlich 
Null  sind,  heißt  eine  definite  Form  und  zwar  eine  positive,  wenn  sie 
beständig  positiv,  eine  negative,  wenn  sie  beständig  negativ  ist. 
Damit  eine  Form  definit  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 
r  ^  n  und  entweder,  wenn  die  Form  positiv  sein  soll,  ^  =  n,  oder 
"Wenn  sie  negativ  sein  soll,  q=^  0  sei.  Sie  läßt  sich  also  dann  stets 
in  eine  der  beiden  Normalformen: 

n 

(68)  ±e7=±2^.y. 

transformieren  und  es  läßt  sich  daher  auch  umgejcehrt  eine  Form  P 
ixiit  nicht  verschwindender  Determinante  finden,  welche  die  Gleichung: 

(69)  PoVP==Po'P=±^ 

Qrf&llt.  Ist  dann  8  eine  Substitution,  welche  zusammen  mit  der  kon- 
jngierten  komplexen  Sq  die  Form  A  in  sich  transformiert,  f£lr  welche 
also: 

(70)  S^'AS^A 
ist,  so  ist: 

(71)  So'Po'P5=±^  =  Po'P 
tmd  daher: 

(72)  p;,-^s^p^'psp- '  =  cT. 

Setzt  man  also: 

(73)  PSP-^^R, 
mo  wird: 

(74)  P^S^T^^  -  Bo,      Po'- '8^P^  =-  Äo' 
und  die  Oleichmig  (72)  sagt  aus,  daß: 
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(75)  B^R  =  J 

ist.  Nach  (73)  sind  aber  die  Formen  B  und  8  ähnlich  und  es  haben 
daher  ihre  charakteristischen  Funktionen  alle  Elementarteiler  gemein- 
sam. Infolgedessen  gelten  die  Sätze  lY  und  Y  auch  fBr  die  Form  8 
und  man  hat  den  Satz  bewiesen: 

VI.  Satz:  Wenn  eine  SubsüttUion  S  zusammen  mit  der  honjugierim 
komplexen  Sq  eine  definite  Form  Ay  in  welcher  a^^  und  a^^  für  jedes 
ft  und  V  konjugierte  kompleoce  Werte  hesüzen,  in  sich  sdbst  fransformtai^ 

sodaß: 

(XIU)  SoAS  =  A 

ist,  sö  verschwindet  ihre  charakteristische  Funktion  \  S  —  rJ\  nur  fit 
solche  Werte  von  r,  deren  Modul  1  ist,  und  besitzt  femer  Javkr 
lineare  ElementarteUer, 

Der  Inhalt  dieses  Paragraphen  rührt  von  Herrn  Frobenius^)  her 


§3. 

Die  komplexe  MnlUplikation  bei  den  ThetaftmktioiieB 
mehrerer  Verftnderliohen. 

Mit  f{v}  sei  eine  2p-fach  periodische  Funktion  von  der  pag.  128 
betrachtet.en  Art  bezeichnet,  deren  2p  Periodensysteme  Oia>"*j®M 
(«=  1,  2,  •••,  2p)  also  den  dort  angegebenen  Bedingungen  (2)-(4) 
genügen,  wobei  man  sogleich  noch  für  das  folgende  bemerke,  (U 
die  Ungleichung  (4)  auch,  indem  man  die  zu  den  «„  konjugiörttt 
komplexen  Größen: 

(76)  <  =  Va-ita  ia^l^t^P 

einführt,  in  der  Form: 
p 

(77)  i2'K^^(>~^p^.^?)>Ö 

geschrieben  werden  kann.  Sollen  nun  die  2p  Periodensysteme 
ß^i«;  •  •  •;  ^pa  (a  =  1;  2,  .  •  •,  2p)  der  Funktion  f(v^\-'\  v^)  samtlich 
auch  Periodensysteme  der  Funktion  /"(w^Vi  |  •••  |m  t?^)  sein,  wo 
^i7"?^V  Konstanten  bezeichnen,  in  welchem  Falle  dann  naA 
dem  IV.  Satz  pag.  116  die  Funktion  fimv}  mit  der  Funktion 
fl[v}  und  p  —  1  anderen  mit  denselben  Periodensystemen  periodisdcn 

l)Frobeniu8,  Über  lineare  Substitutionen  etc.  J.  für  Math.  Bd.  84.  WK 
pag.  1;  und:  Über  die  prinzipale  Transformation  etc.  J.  ftlr  Math.  Bd.  95.  188^ 
pag.  264. 
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mktionen  durch  eine  algebraische  Gleichung  yerknüpft  ist;  so 
Qssen  gauze  Zahlen  c^^  (a^  ß  ^  l,  2^  "-,  2p)  existieren,  für  welche 
e  2p^  Gleichungen: 

»stehen. 

Die  Gleichungen  (78)  sind  entweder  identisch  erf&llt^  indem 

id  für  jedes  Ton  a  yerschiedene  ß: 

iy  in  welchem  Falle  die  gewöhnliche  Multiplikation  vorliegt;  oder 
e  sind  nicht  identisch  erfüllt;  dann  gelten  sie  nur  fQr  gewisse  sin- 
cdare  Werte  der  Oy  und  in  diesem  Falle  soll  die  Beziehung  zwischen 
3r  Funktion  fifnv}  und  der  Funktion  fl[v]j  wieder  komplexe  Mul- 
plikation  genannt  werden. 

Durch  die  Gleichungen  (78)  wird  eine  Transformation  der 
erioden  cd  im  Sinne  der  im  vorigen  Kapitel  entwickelten  Trans- 
»rmationstheorie  definiert;  fOr  welche  die  transformierten  Perioden 
ie  Werte: 

»sitzen.  Daraus  ergibt  sich  einmal,  dafi  die  in  den  Gleichungen  (78) 
ifbretenden  ganzen  Zahlen  c^^  die  unter  (II)  pag.  131  und  unter 
U)  pag.  137  angegebenen  Bedingungen  erfüllen  müssen;  weiter  aber 
geben  sich  aus  (81)  bei  jeder  Transformation  der  hier  vorliegenden 
rt  für  die  Determinante  o'  =  ^±  oi/iCd^  •••  ©p^  und  deren  Ad- 
nkten  o^,,  wenn  man 

2)  m^fn^  '"tn^^^M 

tzt,  die  Werte: 

id  aus  diesen  sofort  die  Gleichungen: 
p  p 

(^,a=l,«,..-,p) 

ise  aber  sagen  aus,  daß  für  die  hier  vorliegenden  Transformationen 
B)  die  transformierten  Thetamodulen  den  ursprünglichen  gleich 
id,  daB  diese  TTansformationen  also  in  der  Bezeichnung  des  ersten 
dragraphen  prinzipale  sind. 
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In  diesem  Paragraphen  soll  nun  noch  eine  notwendige  Be- 
dingung für  die  Koeffizienten  c^^  der  Gleichungen  (78)  abgeleitet 
werden,  d.  h.  eine  Bedingung,  die  immer  erfüllt  ist,  wenn  den  Glei- 
chungen (78)  überhaupt  durch  Perioden  o  genügt  wird,  oder  mit 
anderen  Worten,  wenn  überhaupt  Thetamnktionen  existieren,  f&r 
welche  die  vorliegende  Transformation  eine  prinzipale  ist 

Sind  die  transformierten  Modulen  den  ursprünglichen  gleich,  w 
ergeben  sich  aus  (XI)  pag.  141  die  Gleichungen: 

p 
(85)  ^^^  =  ^-2^^^V  (^.-^v.,) 

und  hieraus  durch  Übergang  zu  den  konjugierten  komplexen  Großen: 

(86)  ^.r--ii2  "^U «?-  (..-M,     ..) 

Aus  den  Gleichungen  (85)  und  (86)  aber  folgt  zunächst: 

(87)  v=i  Ou,^'«i,i.-  ,j^ 

p      p 

und,  indem  man  für  den  zweiten  Teil  der  auf  der  rechten  Seite 
stehenden  Summe  die  Summationsbuchstaben  v  und  q  miteinander 
vertauscht: 

(88)  ^ (^„, £«,,,  -  A%  Ji^r)--ii^2 ^.' ^"'f  («?'  +  "'»' 

p      p 

wenn  wie  immer  r^^,  den  reellen  Teil  von  a^^  bezeichnet.    Nun  ü 
aber  andererseits: 

p 

x=l 
x  =  l 

p 


(89) 


0<,r=l,«,    -.ll 


(^,,=1,8,    jl 


\ 
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p      p 


ö)  +2'2'(^-A.^p+-.p+x"''p+^M^^p+«) '*''-''* 


P  P  P 


+  ^   ^   ^  (^»'.P  +  x^P  +  ^P  +  jC         ^p  +  »,p  +  x^»,p  +  x')%xVx' 
x=l  x*«!  »=1 

id  man  erhalt  durch  Vergleichung  von  (88)  und  (90): 
p      p 


as  in  dieser  Gleichung  niedergelegte  Resultat  kann  man  folgender- 
aBen  aussprechen. 

VTL  Satz:   Ist  die  Transformation  T  für  die  Thetafunldionen  mit 
m  Modulen  a^^  eine  prineipalej  so  geht  die  büineare  Form: 


f=:l    •=! 


51  welcher  r^^  den  reellen  Teü  von  a^^   hezeichnety   durch  die  Sab- 
'itution  8: 


^  die  dassu  konjugierte  komplexe  S^: 


p 


sich  selbst  über;  es  ist  also: 
VIT)  S^'RS'-R 

Beachtet  man  nun^  daß  die  Form  R  infolge  der  Konvergenz- 
^ngung  für  die  Thetareihe  eine  definite  ist,  so  ergibt  sich  aus  dem 
I.  Satz  weiter^  daß  die  charakteristische  Funktion  von  S  lauter 
Deare  Elementarteiler  besitzt  und  nur  fOr  Werte  von  r  verschwindet, 

Qren  Modul  1  ist.    Indem  man  r  -»  -^  setzt,  erhalt  man  das  Resultat: 
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vm.  Satz:    Für  jede  pringipaie  Transfarmatian  T  ftegifai 
ewr  hüinea/ren  Form: 

(XVni)  A^^.^^A^,x^yi 

gehörige  charakteristische  Funktion  \  A  —  gj],  und  daher  auch  die 
konjugierte  komplexe  Funktion  \  A^—zJ\  lauter  lineare  Elementartak 
s^ie  verschunnden  hdde  nwr  für  solche  Werte  von  0,  deren  Modul  V»  h 

Bezeichnet  man  nun  mit  |P|  die  Determinante: 

0      a^i  "'  a^ 


(92) 


so  ist: 


(93)    !Pi«« 


m 


0 
—  xi 


nt    a^ 


0      «0, 


"pp 


0    ■•■  -«»    aji 


Ät    •  •  . 

u 

Oll  •• 

•«1, 

0  ... 

xi 

0,1     • 

«w 

—  3ti  ■  ■ . 

0 

o?i- 

<P 

0 ni    a«i  . 


^pp 


'11 


-pjp 


•«1.    -Oll- 


.  aj,    -a„ 


dr» 


sri 


0 

7ti     0 


VPP 


und  sohin  |  P  {  von  Null  verschieden.    Durch  P  wird  also  ei 
mit  nicht  verschwindender  Determinante  definiert.     BeEeidme 
ferner  mit  T  die  Form: 

und  mit  ?t  die  Form: 


(94) 


(95) 


«-A.^>J( 


J 


SO  besteht,  wie  sich  unmittelbar  durch  Ausreohoi 
chnng  (36)  ergibt^  die  Gleichung: 
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k97)  r=p->«p. 

[Die  Fonnen  T  and  ^  sind  daher  älmlich  und  ea  stimmen  deshalb 
hhre  charaktemtiachen  Funktionen: 

[und 

<99)  *(j)-ia-ier|  =  M"^j||^^-^j] 

lixi  den  Elementarteilem  überein.     Daraus  ergibt  sich  der 

I  IX.  Satz:  Wenn  eine  Transformation  T  für  irgend  eine  Tlieta- 
w^üUiitn  eine  pritwptiJe  Ist,  so  zerfiiUt  ihre  charakteristische  Determi- 
mmUe  \  T  —  mJ]  in  Imäer  lineare  ElanctitarteUer  und  verschwindet 
Vwmr  für  solche  Werte  von  js,  deren  Modtd  gleidi  der  QuadratwwrMel  aus 
bbii  Transforfnation^ffrade  n  ist, 

^^     Hat  also  die  Gleichung  \T  —  ssJ\^0  reelle  Wurzeln,  so  können 

Miese  nur  ±  ]/»  seiiL    Komplexe  Wurzeln  können  femer,  da  die  Koef- 

ifizienten  der  Oleichung  reell  sind,  nur  paarweise  auftreten,  sodaB  die 

Wurzeln  eines  Paares  konjugierte  komplexe  Größen  sind;  zwei  solche 

Wurzeln  haben  dann^  da  jede  den  Modul  ]/«  besitzt,  das  Produkt  «; 

list  also  die  eine  von  ibnen  m,  so  ist  die  andere  Wa  =  —  •  Das  Fro- 
I  '  *       m 

[4ukt  aller  2p  Wurzeln  der  Gleichung  beträgt  |  T  |  =  -(-  n**;  es  kann 
I  daher  — *  }/n  nur  in  gerader  Anzahl  als  Wurzel  auftreten;  dann  aber 

ebenso  +  "j/n,   und  wenn   die   Gleichung  nur  einfache  Wurzeln  hat, 

ist  sicher  keine  reelL  Im  Falle  n  =  1  haben  die  Wurzeln  alle  den 
I  Modul  1,  und  da  die  Gleichung  ganzzahlige  Koeffizienten  hat,  80  ist 

in    diesem  Falle  jede  Wurzel  nach  einem  Satze   von   Kronecker ^) 

eine  EinheitawurzeL 

§  4. 

rVachweiSf  daß  die  im  IX.  Satz  ang^egebene  notwendige 
Bedingung  auch  hinreichend  ist. 

Es  BoU  jetzt  gezeigt  werden,  daß   die  im  IX.  Satz  angegebene 
Tatwendige  Bedingung  für  eine   prinzipale  Transformation   auch  hin- 
reichend ist,  d.  h,  daß  es  zu  einer  Transformation  T^  sobald  sie  die 

1)  Kroneeker,    Zwei   8&tze   über  Oleichtmgen   mit   ganzxahligen  Koef- 
fiseatea.    J.  für  Math,  ßd,  53.    1857,  pag.  173.    Der  Kroaeckereche  Sats  laatet: 

„TTifun  dir  Wurzdn  cin^  gavuMohhgen  Gleichung^  in  wddier  der  erstr  Koef- 
fisicni  Eins  ist,  alle  imaginär  und  ihre  analytischen  Moduln  sämtlich  gkich 
Eins  wW,  80  müHsen  dienlhen  jfeto  Wuruln  der  Einheit  sein,** 
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im  TK.,  Satz  angegebene  Bedingung  erfüllt,  immer  auch  ThetafonktioneD 
gibt,  für  welche  sie  eine  prinzipale  ist,  und  zugleich  soll  gezeigt 
werden,  wie  die  Modulen  dieser  Thetafunktionen  berechnet  werdai 
können. 

Zuvor  muß  aber  zur  Orientierung  folgendes  Torausgeschickt  werden. 
Die  2p  Wurzeln  jer^,  ^j,  •  •  •,  n^^  der  Gleichung: 

(100)  \T^gJ\^0 

bestehen  nach  dem  Vorigen  aus  den  p  Wurzeln  der  Gleichung:         , 

(101)  \A-0j\^O 

und  den  p  Wurzeln  der  dazu  konjugirten  komplexen  Gleichung: 

(102)  \A^-gJ\^0. 

Die  ersteren  sollen  die  Wurzeln  erster  Art  von  (100),  die  leteteren 
die  Wurzeln  zweiter  Art  gqnannt  werden.  Sind  jeTj,  jet,,  •  •  •,  5^  die 
p  Wurzeln  erster  Art,  so  sind  ifj,  ifj,  •  •  •,  s^  die  p  Wurzeln  zweiter 
Art,  und  es  ist  stets  js^s^  =»  n. 

Für  eine  prinzipale  Transformation  T  bestehen  nun  gemäß  doi 
Gleichungen  (78)  für  jeden  Wert  des  Index  q  die  2p  Gleichungen: 

(103)  '='  (^,M.-  ,1 

P 

und  man  schließt  daraus  zunächst,  daß  für  den  Wert  des  Moltipü- 
kators  m  nur  die  2p  Wurzeln  der  Gleichung  (100)  in  BetncU 
kommen;  es  ist  also  insbesondere  der  Modul  von  m  gleich  Yn  rd 
m  w®  =  w.  Aus  den  Gleichungen  (103)  folgt  daher  durch  Auflosong 
auf  Grund  der  Gleichungen  (11)  pag.  131: 
p 

(104)  /^-^  (.^U-.'J 

p 

^  (-^p-^M.^^Qf^  +  ^f^^^P'^l^)         "^^^^l^P  +  ^f 

und   hieraus    ergibt  sich,   wenn  man  unter  den  -4,  B  die  in 
(VIII)  pag.  141  definierten  Größen  versteht: 

(105)  ^ (A,^ o^^p^^  -  B^^ (o^^)  =  mliio^^^^^xi  -  ^  V^'«)' 

/«-=1  jr— 1 

(•^-1,1, -..,11) 


n]>cr    die  vorgelegte   Tracsfonnation   T  für   die  Thetafunktionen 
den  Modulen  a^^^  eine  pritizipiile,  so  ist  wegen  (85)  aucli: 

p 


^=-1 


18  folgt,  wenn  man 

p 

101)  ^n^p+.^i  -  2  ^g. «..  ^  'w 

jtzt,  durch  Vergleichung  von  (105)  und  (106): 


108) 


ii2^MV-=*«?V 


(»-1,»,   ,1») 


(»«i,t..^  ,p) 


^=1 


Ist  nun   m    eine  ^-fache  Wurzel  der  Gleicliiiug  (100),  go  ver- 
1  winden   für  das  Gleich ungensystem  (103),   da  alle  Elementarteiler 
9n    \T  -  zJ\    lineare    sind,     alle    ünterdetermiuauten    2/j  -  1**", 
ip  —  2^,  *  '  *,  2p  —  s  +  l^   Grades;    die    Gleichungen    (103)    sind 
llao  ^-fach    unbestimmt  und   haben    s   linearunabhängige   Lösungen. 
>lche    jr    linearunabhäügige    Lösungen    seien    mit    ©  j,  •  *  -,  ^^.t;» 
f—  1^  2|  *••,  s)  bezeichnet;  ihnen  entaprechen  auf  Grund  von  (107) 
i  Wertesysteme  r^j,  ••-,  v      ((>  =  1,  2,  -*,  s%  welche  alle  die  p  Glei- 
chungen (108)    befriedigen.     Nun   sei  m    eine   g- fache   Wurzel  von 
[101)  und  eine  r  ^  s  —  //-fache  Wurzel  von  (102);  mj  ist  dann  nm* 
ekehrt  eine  g- fache  Wurzel  von  (102)  und  eine  r-fache  Wurzel  von 
[101),     Die  Gleichungen  (108)  besitzen  also  nur  r  linearunabhängige 
ungen;  es  müssen  folglich  zwischen  den  s  Wertesystemen  ^\if"t^^p 
[p  =  l^  2f    "f  $)  s  —  r  ^  (i  Relationen  bestehen,  und  man  kann  die 
Loisongen  o^i,  ♦*%  ^o,%p  (^  =  1?  2,  »•♦,  s)  der  Gleichungen  (103)  so 
rälilen,  daß  filr  q  von  ihnen  die  zugehörigen  Großensysteme  t^^i,  -  •  •,  t? 
TuU  irerdeSy  also  für  sie  die  Gleichungen: 


10Ö> 


.^. 


tO^.p+^Ä«  ^  ^  w^-ö. 


"^if  "'fif 


>^' 


.   '\(^^^')  welche  ly-fache  Wurzel  von 

4  ige  Losungen  der  Gleichungen 

_cen  (109)  befriedigen  und  welche  die 
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q  zu  m    gehörigen  Lösungen  erster  Art  der  Oleiohimgen  (103)  ge- 
nannt werden  mögen. 

Indem  man  an  Stelle  von  m  der  Reihe  nach  die  similidMi 
Wurzeln  erster  Art  Ton  (100)  treten  laBt,  erhalt  man  p  Lörangn 
erster  Art  der  Gleichungen  (103),  die  mit  o^i,  •••,  ß>- j,  (p=- 1,2, •••,]!) 
bezeichnet  seien  und  von  denen  jede  die  p  Gleichungen  (109)  eiMt 
Für  irgend  zwei  derselben,  co  j,  •••,  (o^^%p  die  eine  und  ©^j,  •••,  o^i, 
die  andere  ist  daher: 


p       p 

(110)         =2'2'(v®«^^''""®?''®^»^»») 


*=1  «=1 


irahrend  fOr  jede  lineare  Yerbindving 

(111)  o»a=-^*e«»fa  («-1.».    .W 
derselben  aus  den  Gleichungen: 

(112)  «=»  (,=^V  .1 

x  =  l 

sich: 

(113)  --22!'"r<«+''J 


=  -22'^''««'*»2>o 


»=1    je  =  l 

ergibt. 

Ebenso  wie  den  p  Wurzeln  erster  Art  w^  der  Gleichung  (100) 
p  Lösungen  erster  Art  ©^i,  "'}  ^n,%p  (p  =*  i;  2,  •••,  p)  der  Glfii* 
chungen  (103)  entsprechen,  so  gehören  zu  den  p  Wurzeln  m^  siratff 
Art  von  (100)  p  Lösungen  co'i,  •  •  •,  o^^j-  (p  ""^  1;  2,  •  •  •,  p)  der  GW* 
chungen  (103),  welche  die  Losungen  zweiter  Art  dieser  Gleichmig« 
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genannt  werden  sollen;  und  da  die  p  Wurzeln  zweiter  Art  m^  Ton 
(100)  den  p  Wurzeln  erster  Art  konjugiert  komplex  sind,  sodaß 
m'  «•  m^  ist,  80  werden  auch  die  eben  definierten  Lösungen  zweiter 
Art  mL,  •••,  o^  |^  der  Gleichungen  (103)  durch  die  konjugierten  kom- 
plexen Werte  der  p  Losungen  erster  Art  oj  t^  "•,  a  ^^^  geliefert, 
sodaB  also: 

(114)  «;.-a,j„  C:;:!:::::Ü 

ist.  Daraus  ergibt  sich  aber  sofort,  daß  jede  von  ihnen  den  p  Glei- 
chungen 


~®^.P+^**  =  2'®i«*' 


(115)  -  (o',m^>  ©'  aj,,  (v-i.!,   -.P) 


»»1 


genügt,  und  hieraus  wiederum,  daß  zwischen  irgend  zwei  Lösungen 
zweiter  Art  der  Gleichungen  (103),  fo'ij  -")  fo'^p  die  eine  und 
^oif  '"}  ^'a,%p  ^^^  andere,  die  Relation: 


(116) 


^  iPq^^a.p-^i^  —  ®^,p  +  v®aJ  =  0 


besteht,  gleichgültig  ob  sie  zu  gleichen  oder  yerschiedenen  Wurzeln 
zweiter  Art  der  Gleichung  (100)  gehören,  während  für  jede  lineare 
Terbindung 

(117)  o;  =  2'*^*^i«  (a-l,2,...,ap) 

Ton  ihnen: 

(118)  i  ^  (a,;  <,  -  0,;^,  <»;•)  <  o 

ist 

Die  allgemeinste  Lösung  Q^,  ••*,  Q,^  der  Gleichungen  (103)  bei 
gegebenem  m  setzt  sich  aus  den  q  dazu  gehörigen  Lösungen  erster 
-A^  ®oi?  "f  ^Qfp  (Q  ^  ^7  ^f  '"}  i)  ^^^  ^®^  ^  Lösungen  zweiter  Art 
^^19    "f  ®Mp  ^^  ="  1;  2,  •••,  r)  zusammen  in  der  Form: 

(119)  Q„=  ©„  +  <,  («-1,1.  ..,fp) 
wo  zur  Abkürzung: 

9  r 

(120)  ß>a-2^C%«>  ®a-2y?®J«  (a-l.l,....8^) 

^=.1  ^=1 

ist    Es  ist  infolgedessen: 
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p 


(121)  =2i'('"''»^'  -  «p+v«?) +2'('»>A»-  ";+»«?o 


»==1  r=l 


Nun  ist  aber,  weil  coi^ -**;  c'sp  ^^^^  Lösung  erster  Art  der 
chungen  (103)  ist,  oj,  •••,  ©g^  eine  Losung  zweiter  Art,  und 
(o[y  •••,  Ojp  eine  Lösung  zweiter  Art  ist,  Oj®,  •••,  ©^  eine  Li 
erster  Art.  Daraus  folgt  aber,  daß  die  an  den  beiden  letzten  S 
stellenden  Summen  infolge  der  Relationen  (110)  und  (116)  den 
Null  haben.     Setzt  man  dann  weiter  den  nach  (113)  stets  pos 

Ausdruck: 

p 

(122)  i  2  («» <^r  -  «,+.. «?)  =  X, 

den  nach  (118)  stets  negativen  Ausdruck: 

(123)         «•  2"  («>;^ -<-'»'")=-  ^' 

v  =  l 

so  wird: 

(124)  iZ^^rK^^  -  ^P^r^)  =  X  -   r. 

»—1 

Nun  ist  aber  auf  Grund  der  Gleichungen  (120): 

(125)     x=2'2'v^(.^-  y=-22^o''i>9i^«' 

n^l    n--=l  Q=l    a=l 

WO  zur  Abkürzung  für  (>,  <y  =  1,  2,  ••  •,  (/  bez.  r: 

p 

(126)  ^=^1 


1=1 


(V^^^  +  v-W^sp+yß^a^r) 


gesetzt  ist,  und  man  hat  so,  wenn  man  beachtetf 
Formen  vom  Range  q  bez.  r  sind,  der  ^-ikchen  "' 
welche  eine  g- fache  Wurzel  von  (101)  ist,  da' 
eine   Form    vom   Range  s   and    dem  TrSgi 
Diese  Form  hangt  von  den  zur  DarateUni 
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••>  Qfp  gewählten  q  Lösungen  erster  Art  o^j,  •••,  ci  ^^^  (p  =  l,  2,  •••,g) 
1  r  Lösungen  zweiter  Art  oj^'j,  ...,  ojj  ^^  (p  =  1,  2,  •••,  r)  ab;  läßt 
Q  an  deren  Stelle  irgend  s  andere  linearunabhängige  Lösungen  von 
3)  öJpi;  •••;  «^,2p  (p  =*  1;  2,  •••,  s)  treten,  so  tritt  an  Stelle  von 
-  Y  eine  andere  Form: 


«^a  =  *2'(^e-^2.p  +  .  -  ß»^,p  +  .ß»2 


die  aber,  da  die  ö  sich  linear  durch  die  a  und  o'  und  umgekehrt 
drücken,  mit  X—  Y  äquivalent  ist  und  daher  nicht  nur  den 
chen  Rang  s,  sondern  auch  den  gleichen  Trägheitsindex  q  hat. 
Nach  diesen  Vorbereitungen  kann  man  nun  zeigen,  daß  im  Falle 
Erfülltseins  der  im  IX.  Satz  angegebenen  Bedingung  stets  Theta- 
ktionen  existieren,  für  welche  die  vorgelegte  Transformation  eine 
Lzipale  ist,  und  kann  zugleich  angeben,  wie  die  Modulen  dieser 
ttafunktionen  berechnet  werden. 
Man  löse  die  Gleichung  (100)  auf;  ist  m  eine  5 -fache  Wurzel, 
bestimme  man  s  zu  ihr  gehörige  linearunabhängige  Lösungen 
>  '••»  ^p,2p  ((>  =  1;  2,  •••,  s)  der  Gleichungen  (103)  und  bilde  mit 
3n  auf  Grund  der  Gleichungen  (128)  die  bilineare  Form  (127). 
Igt  man  dann  diese  durch  eine  lineare  Substitution  und  die  zu 
konjugierte  komplexe  in  die  Normalform: 

9  r 

reten  an  Stelle  der  Lösungen  5  i,  •••,  ö  2p  ^  Lösungen  ©  j,  ••^c^o^ap? 
denen  irgend  zwei  durch  die  Gleichung: 

einander  verknüpft  sind,  während  für  jede  einzelne: 

9 

»-=1 

je   nachdem   ()  =  1,  2,  •••,  g    oder    (>  =  0^+ 1,  ^'  +  2,    ••,  s    ist; 

nenne  die  ersten  q  'Lösungen   die   zu   m^  gehörigen  Lösungen 

^r  Art,  die  letzten  r  die  Lösungen  zweiter  Art.    Ist  m    reell,  so 

2 » r » ^s;  ist   dagegen   m    komplex,  so   ist  auch  mj  ^-fache 
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Wurzel  der  Gleichung  (100)  und  die  zu  den  Torigen  8  Chrößensystemen 
fOgif  "f  (o^tp  konjugierten  komplexen  ®Ji;  •••>  fl>J,i«  bilden  jetit 
s  linearunabhängige  Lösungen  der  mit  dem  Werte  rnftai  Stelle  tod 
m  gebildeten  Gleichungen  (103);  von  denen  die  q  ersten  von  der 
zweiten  Art,  die  r  letzten  Ton  der  ersten  Art  sind. 

Führt  man  dies  für  alle  Wurzeln  von  (100)  durch,  so  eiUlt 
man  im  ganzen,  neben  ebensovielen  Lösungen  zweiter  Art^  p  Lösongen 
erster  Art,  die  mit  o^j,  •  •  •,  oj^  ,y  (p  =»  1,  2,  •  •  •,  p)  bezeichnet  seien. 
Beachtet  man  nun,  daß  aus  (7§)  die  Gleichung: 


^  («^^®(r,p  +  y  -  %,p  +  ^®ay) 


So       9p        p 

(132)  -222iP.ß<^p^:.r-%r^p^..ß)^ifß^aY 

ß^l  y==l   1,^1 


V 


=  n  2  ^^qn  ^o,p  +  ^  -  %,^^  ®a^) 

folgt,  so  erkennt  man,  daß: 
p 

(133)  2  Kv  G>a.p+.  -  ®^.p+.  ^a.)  =  0 

ist,  sobald  die  Lösungen  o^,  •••,  o^.sp  ^^^  ^ai)  '"f  ^atp  ^^^  ^ 
zwei  Wurzeln  m  und  m^  gehören,  die  zueinander  konjugiert  komplex 
sind,  und  für  welche  infolgedessen  m  w^  =  n  ist.  Ist  aber  i»^=««{, 
so  ist  jede  zu  m„  gehörige  Lösung  erster  Art  o^i,  •••,  ^o,%p  einer  zu 
m  gehörigen  Lösung  zweiter  Art  konjugiert  komplex  und  die  Glei- 
chung (133)  ist  wegen  (130)  erftOlt.  Es  gilt  also  (183)  für  irgend 
zwei  der  p  Lösungen  erster  Art. 

Da  weiter,  wenn  o^i,  •••,  fOa.tp  ®^°e  ^^  ^a  g<^borige  Lösung  ?on 
(103)  ist,  stets  (öJi,  •••,  oJ^2i»  ei°®  zu  mj  gehörige  Lösung  dieser 
Gleichungen  bildet,  so  ist  nach  (132): 

p 

(134)  2'K^<p+'  -  '»P.P+»«-)  =  0, 

sobald  nicht  m„  =  m  ist;  ist  aber  w^  =  w  ,  so  ist  diese  RelatioB 
wegen  (130)  erfüllt.  Es  gilt  also  (134)  gleichfalls  für  irgend  m 
der  p  Lösungen  erster  Art  von  (103),  und  da  für  jede  einzelne: 


(135) 


ist,  so  folgt  fflr  jede  lineare  Verbindung 
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p 

rselben: 

Durch  die  Bedingcmgen  (133)  und  (137)  sind  aber  die  2p  Gh*ofien- 
steme  a>i^,  •••,  m^^  (a  =»  1,  2,  •••,  2p)  als  die  2p  Periodensysteme 
ler  2jp-fach  periodischen  Funktion  charakterisiert^  und  es  werden 
B  Modalen  a^^  der  ihnen  zugeordneten  Thetafunktionen  durch  die 
[eichnngen: 


«=1 


38)  ®P./+v«»= //  «>px«.K  (^.•'=1.«.  ••>p) 


»timmt.  Es  ist  nun  endlich  noch  zu  zeigen,  daß  in  bezug  auf 
betafunktionen  mit  diesen  Modulen  die  Torliegende  Transformation 
ne  prinzipale  ist.  Nun  nehmen  aber  die  Gleichungen  (103),  wenn 
an  ihre  linken  imd  rechten  Seiten  mit  ni  multipliziert  und  hierauf 
e  Gleichungen  (138)  anwendet,  die  Gestalt: 


.39) 


»  =  1      \  X  =  l  / 


(M^Q^l  2,    ..,p) 

der: 


^  Am  %y  ""  ^Q  ®pAi  **  f 

140)  ""^  (/.,e=i,f,.    ,p) 


»=1  ö=l 


D;  und  durch  deren  Verbindung  folgen  die  weiteren  Gleichungen: 

Blche    endlich    infolge    des    Nichtverschwindens    der    Determinante 
i  ±  ©li  ©„  •  •  •  Op^  die  Gleichungen: 


^)  ^^.-h^Ao<^, 


at=l 


^«,  (fi,f— l,l,.-,ji) 
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nach  sich  ziehen.    Vergleicht  man  aber  diese  mit  den 
(XI)  pag.  141,  so  erkennt  man,  daß  fBr  die  roigdegte  Trangfonn 
tion  in  der  Tat  die  transformierten  Thetamodnleii  o^,  dan  nrsprSaf 
liehen  a^^  gleich  sind. 

Man  wird  dazu  noch  bemerken,  daß  äie  Wahl  dier  p  der  Beredt- 
nung  der  Thetamodulen  a^^  zu  gründe  liegenden  LSsungen  ei^ 
Art  der  Gleichungen  (103)  auf  unendlich  viele  Weisen  möglich  iä, 
da  die  bilineare  Form  Z  durch  unendlich  yiele  Tendiiedeiie  X\m^^ 
Substitutionen  in  die  Normalform  (129)  tmnsfonnieri  werden  kmi; 
in  dem  Falle  aber,  wo  die  den  yerschiedenen  Wurzelm  m  von  (lOO) 
entsprechenden  bilinearen  Formen  Z  sämtlich  definite  sind,  wo  ib 
die  einer  Wurzel  m  zugehörigen  Lösungen  Ton  (103)  stets  emtwedir 
alle  von  der  ersten  Art  oder  alle  von  der  zweiten  Art  «ind^  liefoi 
die  Gleichungen  (138)  bei  einer  anderen  Auswahl  der  Loeungp 
G)  1,  •••,  ö  ,p,  da  die  neuen  p  Losungen  erster  Art  immer  lineirt 
Verbindungen  der  früheren  sind,  für  die  Thetamodulen  a^^  wieder 
die  gleichen  Werte;  in  die^sem  Falle  existiert  alao  our  eine  eiidgi 
Thetafunktion,  für  welche  die  vorliegende  Transformation  eine  prinzi- 
pale ist;  sind  dagegen  die  Formen  Z  teilweise  oder  alle  indefinit,  ¥i 
gibt  es  unbegrenzt  viele  solche  Funktionen. 

Aus  der  definierenden  Eigenschaft  der  prinzipalen  Transfonnfttioa 
als  einer  solchen,  bei  welcher  die  transformierten  Thetamodulen  diQ 
ursprünglichen  gleich  sind,  folgen  sofort  die  folgenden  Sfitze* 

Alle  Transformationen,   welche   für   ein    gegebenes  Sjstem 
Thetamodulen  prinzipale  sind,  bilden  eine  Gruppe. 

Ist  eine  Transformation  T  hinsichtlich  eines  Systems  von  Tln 
modulen  eine  prinzipale,  so  ist  es  auch  die  durch  die  Gleichiingf® 
(272)  pag.  194  definierte  dazu  supplementäre  T|.  Durch  ZoaammBih 
halten  dieser  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  (104)  erkennt  bb 
dabei,  daß  die  Multiplikatoren  bei  der  supplementären  TransfonzuticnTi 
die  konjugierten  komplexen  Werte  von  denen  der  Moltiplikitam 
der  Transformation  T  besitzen. 

Geht  durch  die  lineare  Transformation  L  das  Sjrstem  der  Theti^ 
modulen  a^^,  fQr  welches  die  Transformation  T  eine  prinzipilii  Ui 
in  das  System  der  Thetamodulen  6^,  über,  so  iit  die  Tisnafoimatiocr 

(143)  r^L'^TL 

eine  prinzipale  für  die  Thetafunktionen  mit  den  Hodiügü  fr^,.    Am 
der  Gleichung: 

(144)  r  ^eJ^L'^{T-B 

folgt   dabei,    daß   die   charakteristiBcheiL  } 
\T  —  zJ\   in   ihren  Elementarteilem  ftl 
Multiplikatoren  fOr  die  prinapalen  T 
nämlichen  sind. 


SchluBbemerkungeti.    Historischefi. 

Die  priüaipalö  Transformation  der  Thetafimktionen  beliebig  vieler 
iablen  ist  zuerst,  von  Kronecker^)  und  sodann  von  Herrn  Weber*) 
bdtet  worden;  beide  Autoren  beschränken  sich  aber  auf  den  Fall,  daß 
c'barnktcristische  (ileichung  \T  —  zJ  \  =0  lauter  verschiedene  Wurzeln 
und  auch  hier  ist  ihnen  die  im  IX.  Öntze  angegebene  Bedingung  filr 
priimpale  Transformation  noch  unbekannt;  sie  bemerken  vielmehr  nur, 
wie  Beispiele  zeigen,  nicht  immer  Thetafunktionen  existieren,  füi* 
she  die  gegebene  Trans fonnation  eine  prinzipale  ist.  Bezüglich  des 
,68,  daß  die  charakteristiHche  Gleichung  mehrfache  Wurzeln  besitzt^ 
hräuken  sie  sich  auf  die  Bemerkung,  daß  die  Thetamodulen  in  diesem 
e  teilweise  unbestimmt  bleiben.  Die  im  Vorigeo  mitgeteilte  Behand- 
\  der  prinzipalen  Transformation  rührt  von  Herrn  Frobenius^)  her» 
Wiltheiß^)  hat  speziell  die  prinzipalen  Transformationen  erster  uud 
ter  Ordnung  der  Thetafunktionen  zweier  Veränderlichen  in  der  Riub- 
l  bearbeitet,  daß  er  die  Bedingungen  für  die  sechs  Verzweigung^' 
kt«  des  zu  gründe  Uegeaden  algebraischen  Gebildi^s  aufsuchte,  welche 
ben  müssen,  damit  für  die  zugehörigen  Thetafunktionen  eine  prinzipale 
Qsformation  existiere;  doch  ist  nur  der  Fall  der  linearen  Transforma- 
vollständig  durchgeführt.  Dabei  hat  sich  insbesondere  ergeben,  daß 
prinzipale  Transformation  der  Thetafunktion  in  allen  jenen  FÄllen 
tiert,  in  denen  die  zugehörigen  byperelliptiscben  Integrale  auf  elüp- 
e  reduzierbar  sind,  oder,  was  dasselbe,  die  vorliegende  Thetafunktion 
ier  Variablen  nach  einer  Transformation  in  das  Produkt  zweier  Theta- 
ktionen  von  je  einer  Veränderlieben  zerfällt''). 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  und  zugleich  des  allgemeineren,  daß 
jede  Thetafunktion  von  p  Veränderlichen,  welche  nach  einer  Trans- 
tion  durch  das  Verschwinden  gewisser  seiner  Äfodulen  In  ein  Pro- 
von  Thetafunktionen  von  weniger  Veränderlichen  zerfällt,  stets  eine 
pale  Transformation  existiert^),  läßt  sich  leicht  folgendemiaßen  einsehen* 
Für  jede  Thetafunktion  ist  die  Transformation  ^((4d  ="  ^C~**L 
prinzipale.    Zerfällt  nun  eine  Thetafunktion  in  ein  Produkt  mehrerer, 


1)  Kronecker,   Über  bilineare  Formen.     Berl.  Her  1866,  pag.  697;  auch 
Miith.  Bd,  68.    1868,  pag.  273,     Etwas  früher  hatte  schon  Herr  Könige- 

ger    in   eeinen   Untersuchungen    ,,über   die  Transformation    der  Äberschen 
^onen  erster  Ordnung'*  (J.  für  Math,  Bd.  65,    1866,  pag.  335)  auf  die  kom- 
!  MoltipUkation  dieser  Funktionen  hingewiesen. 

2)  Weber,  Über  die  Tranaformationath,  etc.   Ann.  di  Mai  (Ä)  Bd.  9.    187ü, 

8)  Frobeniue^  Olier  die  prindpale  Transformation  etc.  J.  für  Math. 
96,    1883»  pag   264. 

4)  Wiltheiß^  Bestimmung  Abel'acber  Functionen  mit  zwei  Argumenten^ 

denen    compleie    MuUiplicationea    stattfindon.     Hab.  *  Schrift.     Halle  1881; 

1.  damit  die  Resultate  bei  BoUa,  Über  Binürformen  secbater  Ordnung  mit 

n   Sobatitutionen  in  sich-    Math,  Ana.    Bd.  30.    1887,  pag.  546  und:    On 

»exticfl    with    linear   transformationg   into   themeelveB.     Am.  J.   Bd.  10. 

pag.  47 

6)  Vcrgl    dazu  das  letzte  Kapitel  dieses  Boches. 

8)  Wiltheiß,  Über  Thetafunctionen,  die  nach  einer  Transformation  in 
Prodnct  von  Thetafunctionen  serfallen.    Math.  Ann.  Bd.  26.    1886,  pag.  Ii7. 
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so  kann  man  diese  Transformation  auch  nur  auf  einen  Teil  der  Faktoren 
anwenden.     Jede  so  definierte  Transformation  U  ist  dann  eine  prinzqMJe 
auch    für   die  gegebene  Thetafunktion.     Zerfallende  Thetafimktionen  be- 
sitzen also  stets  prinzipale  Transformationen^  die  yon  den  TransformatioiuD 
d  ([ü)^  =»  <&  ([±  u])^  verschieden  sind.    Zerfällt  <&  ^u\  erst  nach  einer  Trans- 
formation T,  so  ist  die  Transformation  THT"^  för  sie  eine  prinäpak 
Die  Untersuchungen  des  §  3   haben  davon  ihren  Ausgangspunkt  ge- 
nonmien,  daß  jeder  komplexen  Multiplikation  einer  2|7-fiEU^  periodiscben 
Funktion  eine  Transformation  ihrer  Perioden  zu  gründe  liegt,   und  haben 
aus   diesem  Umstände    geschlossen,    daß    die  Koeffizienten   c^ß    der  Glei- 
chungen (78)    den    fOr   Transformationszahlen   geltenden  Relationen  (11), 
(m)  des  fünften  Kapitels  genügen  müssen.    Nun  wurde  aber  im  An&oge 
des   fünften   Kapitels    bemerkt,   daß   die   genannten   Relationen   nur  dnoi 
notwendige  Bedingungen  der  Transformation  sind,  wenn  die  vorliegenda 
2j)-fach  periodischen  Funktionen  allgemeine  sind,  ihre  Perioden  »also 
keinen    speziellen    Bedingungen    unterworfen    werden,     daß    dagegen  in 
letzteren  Falle  recht  wohl  Transformationen  existieren  können,  deren  Tnms- 
formationszahlen   die  Belationen   (11),  (HI)    nicht   erfdllen.      Nennt  man 
solche  Transformationen  singulare  und  im   Gegensatze   dazu  die  anderen 
ordinäre,    so   wird   man   den   Gegenstand   der  in   den  §  3  und  4  durch- 
geführten  Untersuchung  genauer  so  bezeichnen  müssen,  daß  jene  komplexen 
Multiplikationen   der   2i>-fach  periodischen  Funktionen  aufgesucht  worden 
seien,  welche  ordinäre  Transformationen  ihrer  Perioden  sind,  und  es  eigiU 
sich  zugleich  als  weitere  noch  ungelöste  Aufgabe  die,  zu  untersuchen,  ob 
und    unter   welchen   Bedingungen    sich    komplexe   Multiplikationen  aock 
unter    den    singulären   Transformationen   der  Perioden   vorfinden  können.  I 
Herr  Humbert*)  hat  zuerst  auf  diesen  Punkt  hingewiesen  und  zugleifik  I 
im   Falle  |>  =  2   die   zuletzt   gestellte   Aufgabe   gelöst.      Herr  Humbert 
nennt  singulare  Abelsche  Funktionen  von  zwei  Veränderlichen  solche,  flr 
welche  die  zugeordneten  Thetamodulen  durch  eine  Relation  von  der  Foim: 

(145)       g^Tti*  +  ggOiiTtt  +  q^a^^ni  +  q^a^iti  +  %{a^y^a^t  -"  »Ji)  =  ^ 

miteinander  verknüpft  sind,  bei  der  die  g  ganze  Zahlen  bezeichnen,  fr 
zeigt  einmal,  daß  alle  Abelschen  Funktionen  zweier  Veränderlichen,  weld» 
überhaupt  eine  komplexe  Multiplikation  zulassen,  in  diesem  Sinne  an* 
guläre  sind,  sodann  weiter,  daß  alle  singulären  Abelschen  Funktionen  no 
ihrerseits  singulare  Transformationen  besitzen  und  daß  unter  diesen  sin- 
gulären Transformationen  auch  komplexe  Multiplikationen  vorkommen. 


1)  Humbert,  Sur  la  multiplication  complexe  des  fonctions  ab^ennes.  CK. 
Bd.  127.  1898,  pag.  867  und:  Sur  les  fonctionB  ab^iennes  singnli^res  (Denxi^ 
memoire).  J.  de  Math.  (5)  Bd.  6.  1900,  pag.  279;  auch  PainUT^,  Sur  Ie6lo^ 
faces  qui  admettent  un  groupe  infini  discontinu  de  transformations  hirationelle^ 
C.  R.  Bd.  126,  1898,  pag.  612. 


Zweiter  Teil 

Die  allgemeinen  Tlietafnnktionen 
mit  rationalen  Charakteristiken. 


.  * 


ü 


Siebentes  Kapitel. 

Die  Thetafnnktionen,  deren  Charakteristiken 
ans  halben  Zahlen  gebildet  sind. 

§1. 

Die  Funktionen  ^[c],!«^]). 

Unter  den  im  ersten  Kapitel  definierten  Funktionen  '^iflC^)) 
elen  diejenigen  die  wichtigste  Rolle;  bei  denen  die  Charakteristiken- 
mente  g^,  --y  g^j  h^,  -  *  -;  %p  ration^e  Zahlen  mit  dem  gemeinsamen 
iiner  2  sind^  ako: 

i>M  =  T'    K-T  0.-1.«.-  -.i» 

In  diesem  Fidle  sei  die  Charakteristik  mit 

^r,  wenn  ausschließlich  solche  Charakteristiken  in  der  Untersuchung 
treten,  auch  unter  Fortlassung  des  Nenners  2  mit 


i'-i-Cit'-'Ü- 


zugehörige  Thetafunktion  mit  '0'[e],fw])  oder  '^•[ejft*])  bezeichnet, 
r  diese  Funktionen  liefern  dann  die  Formeln  (XXIX) — (XLII) 
;.  30  u.  f.  die  folgenden  Gleichungen: 

Die  Thetafunktion  d-ls^^u}  ist  definiert  durch  die  Gleichung: 
*.i$t  nrit  der  FunkHen  »(u)  verJmSpß  durch  die  Oleidnung: 
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d.  /(.  sie  geht  abgesehen  von  einem  Eacpotwntidifaktor  am  der  FnM 
dfu|  hervor,  wenn  man  deren  Argvmmtenag^em  (u)  vm  das  Sgäa 

(in)       {«},-2't«x/.  +  t«*I--i5t«..+  t«» 

zusammengehöriger  Halber  der  Periodizitätsmodulen  mii  der  PerM 
charaJäeristik  {b\  vermehrt.  So  entspricht  der  Theta^aräUeristik  [ 
also  die  PeriodencharaJcieristik  (s)^,  wenn  man  'fr[£]tM  ^/^^l^o^  M 
die  Funktion  ^ilu]j  betrachtet. 

Die  durch  die  Gleichung  (I)  definierte  ThetafuiMion  <&[£](«) 
nügt  der  Gleichung: 

(IV)  ^     ^  p  p 

in  welcher  {2x}s  jenes  Systern  zusammengehöriger  Gunter  der  tt 
dizitätsmodulen  bezeichnet,  welches  aus  (lÜ)  für  «^  —  2»^,  */*"' 
(fi  =  1^  2^  •  •;  p)  hervorgeht  Aus  dieser  Gleichung  folgen,  imkm  i 
das  eine  Mal  x/  =  1,  die  übrigen  jp  —  1  Zahlen  x  und  die  p  Zd 
X  gleich  NuU  setzt,  das  andere  Mai  x,  =  1 ,  die  übrigen  p  —  1  ZU 
X  und  die  p  Zahlen  X  gleidh  Null  setzt,  die  speziellen  Gleiehiimgen: 

(V)     ^M,K|  •••  |«,  +  «t|  •••!«,)  =  (- i>»H«uj, 

(VI)     »yi  (Mi+fliJ"-|«,  +  a„)-(-l)-'*[e]i««)«-"'-«'' 

(»=l,»,...,p) 

hervor,  aus  denen  man  die  Gleichung  (lY)  wieder  erteugen  taim. 
Endlich  genügt  die  Funktion  ^[«Ifw)  den  Qleiehmigen: 

(VIII)  ^[e  +  2x],  W  =  (-  1)''='       ^[^i  W, 

(IX)         *™-«)  -  *L-*1W  -  (-1)""'"  "♦[ 
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Die  Formel  (VUI)  sagt  aus,  daß  zwei  Funktionen  ^[«]jfw))  und 
|^([m|,  für  welche  die  Charakteristikenelemeote  f^,  •*•,  f^,  Bi,  '■-,  f/ 
Vu  "f  V  '?i''  •>  V  ^^°  2|j  Kongruenzen: 

f^  =  i2^,     £^  =  1^^  (mod.  2)  (^  =  i,Ä,  •  ,p) 

Igen,  nur  um  einen  Faktor  ±  1  voneinander  Terschieden  sind,  und 
schließt  daraus,  daß  es  im  ganzen  überhaupt  nur  2'^  wesentlich 
ickiedene  Funktionen  ^[«IjfwJ  gibt,  als  welche  man  diejenigen 
len  wird,  bei  denen  die  Zahlen  f,  «'  nur  die  Werte  0,  1  besitzen. 
Die  Formel  (Vll)  zeigt  weiter,  daß  man  von  jeder  dieser  2*^ 
Iktionen  zu  jeder  anderen  von  ihnen  abgesehen  von  einem  Ei- 
ßntialfaktor  gelangen  kann,  indem  man  ihr  Argumentensystem  (ii) 
ein  passend  gewähltes  System  zusammengehöriger  Halber  der 
odizitätsmodulen  vermehr.  Dadurch  erscheinen  die  2*^  Funk- 
ien •9'[£]j((«)}  untereinander  als  gleichberechtigt  und  insbesondere 
Ausnahmestellung,  welche  von  vornherein  'Ö'[0]|[t<J  =  dftt|  hatte, 
[ehoben. 
Die  Formel  (IX)  zeigt,  daß  die  Funktion  ^[flafttl  eine  gerade 
ungerade  Funktion  ihrer  Argumente  ist,  je  nachdem  der  Ausdruck: 

p 

oder  =  1  (mod.  2)  ist;  man  nennt  daher  auch  eine  Theta- 
takteristik  [f]j  gerade  oder  ungerade,  je  nachdem  der  Ausdruck  (5) 

oder  =  1  (mod.  2)  ist.  Beachtet  man  dann  noch,  daß  eine  Theta* 
ktion   ^[^lj(iw))    mit  einer  ungeraden   Thetacharakteristik   [t],    als 

ungerade  Funktion  ihrer  Argnmente  für  die  Nullwerte  derselben 
ichwindet,  so  erkennt  man  mit  Hilfe  von  (VU),  daß  eine  Funktion 
[mJ  verschwindet  j  sobald  filr  das  Argumentensystem  (w)  ein 
tem  zusammengehöriger  Halber  der  Periodizitätsmodnlen  mit  einer 
ihen  Periodencharakteristik  (rf)^  gesetzt  wird,  für  welche  die  Theta- 
rakteristik  [b  +  ^j\  ungerade  wird. 

Die  Einführung  der  2®^  Funktionen  ^[f]^((wj)  reicht  bis  in  die  An- 
;e  der  Theorie  der  Thetafimktionen  überhaupt  zurück  Schon  Jacobi^) 
in  seinen  Vorlesungen  über  elHptiscbe  Funktionen  die  vier  Funktionen 
FaUes  jo  =  1  angegeben,  ebenso  finden  sich  die  sechzehn  Funktionen 
Falles  p  =  2  schon  bei  Göpel*)  und  Rosenhain ^)  und  die  2'^ 
ktionen  fcU*  beliebiges  p  bei  Weierstraß  *). 


1}  Jaoobif  Tbeorie  der  eUiptiichen  Funktionen  etc.     Ges.  Werke  Bd.  1. 
in  iSäl ,  pag.  497, 

2)  Göpel,  Theoriae  trunso.  etc.     J.  für  Math.  Bd_  8ö.    1847,  pag,  277, 

3)  Hoaenhain,  Memoire  6ur  len  fonctions  etc.     M^m.  priSa,  Bd,  IL    18M, 

4)  WeierBtraß»  Beitrag  2ur  Theorie  etc.    Math.  Werke  Bd.  h    Berlin  1894, 
1»K 
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Erster  Abschnitt. 

Die  Gharakteristikentheorie. 

§2. 

FeriodenoharakterlstUcML 

Man  gehe  jetzt  auf  den  Anfang  des  f&nften  Kapitels  zorfick  i 
bezeichne  wie  dort  mit  o^^,  •••,  o      (a  «  1,  2,  •••,  2p)  die  2p  ei 
Thetafunktion    zu    gründe    liegenden    PeriodensTsteme.      Sind  A 
h>  "'}  hp  ganze  Zahlen^  so  nennt  man  ein  (JrSßensystem  von 
Form: 

(6) 


2»  %p 


a»l 


ein  System  eusammengehöriger  Halber  der  Perioden  a,  den  Eom] 
der  2p  Zahlen  ^ii'-'^^sp  aber  die  PeriodendiaraJcteristik  (Per. Ch 
(f)  des  Systems  (6). 

Hängen  Perioden  o,,a  und  o^«  U«  i'  2  •  •*  2  )  ^8*''^°*®'^  ^^ 
eine  ganzzahlige  lineare  Transformation: 

0)  «;a=^<'a,«.,,  e:t{:::; 

wobei   also   die  c^^  ganze  Zahlen  sind^   welche   den  p{2p^i) 
dingungen: 

(8)  y(c    c         -c         c   ^-^'  ''^°''  ^-1>  +  «, 

W  ^^  <^^(>aS  +  p,/*        (^p  +  Q.a^i)  -  Q^    ^enn     ß^P  +  a, 

(flr,,*=l,2,-.,2p;  a  <  fi) 

oder  den  damit  äquivalenten: 

W  ^^^^aaC,f,p+o        Ca,p  +  aC;,a)-Q^     ^^^^     ß^P  +  a, 

genügen,  so  ist: 


wenn: 

2p 


a=>l 


Lioeare  TranBformation  der  Per.  Cban 
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tjct  wird*    Man  sagt  dann,  daß  die  Per,  Char.  (f)  durch  die  Trans- 

naHon  (7)   in  die  Per,  Chm\  (f)  übergehe.     Bezeichnen  weiter  (b) 

id   (ij)   irgend   zwei  Per.  Char.,    (i)  und   {if)   die  daraus   durch  die 

iliche    ganzzahlige    lineare    Transformation    (7)    herTorgehenden, 


ist: 


12)    ^(.l»V,^o-fpi.aVa) 


ip     ip 


,  w  ^, 


a=l  fi=l  a=l 


id  daher  auf  Orund  der  Gleichungen  (9): 


-1  ^  =  1 

bleibt  sohin  der  Wert  des  Äusdrticks: 


ri4) 


f'^p 


*^p) 


fi  jerfo*  gamsahUgen  Umarm  Transformation  ungeänd<rL 

Zwei  Systeme  (6),  bei  denen  die  Charakteristikenelemente  £|, 
ind  ij^,  -*,  ijj^  den  2/>  Kongruenzen: 

(15)  £^,  ^  1^^  (med  2)  (o  =  i. », 

&DQgen^  sind  einander  nach  den  Perioden  o  kongruent;  zwei  solche 
?er.  Char.  («)  und  (ty)  werden  in  dieaem  ganzen  Abschnitte  als  nicht 

rsrhiedefi  angesehen*  Es  gibt  dann  im  ganzen  nur  2'^  verschiedene 
*er.  Chan  (£),  als  welche  man  diejenigen  wählte  die  entstehen ^  wenn 
Dan  an  Stelle  des  Systems  der  2p  Elemente  «i,  •••^  ^j-  alle  2''' Varia- 
ionen mit  Wiederholung  zur  2|)**^  Klasse  der  Zahlen  0,  1  setzt, 
^e  solche  Per.  Char.  sei  in  der  Folge,  indem  man  fj,  fj,      >  f^^  statt 

f^tf  ^p^tf    -t  hp  ^^  h\  hf-'f^p   ^^^^  ^ifh>"  }^p  schreibt,  mit: 

ri6) 


w -(:;■;:• :::;;) 


<-3&etchneL     Die   Elemente  i^,  ?^   (fi^  1,  2,  --^^  p)   der   Per,  Char. 
^1),    in  welche  die  Pen  Chan  (b)  durch  die  Transformation  (7)  über- 
eilt^ aind  dann,  wie  sich  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (11)  mit 
[fe  Ton  (9)  ergibt,  bestimmt  diirch  die  Kongruenzen: 


17) 


i,^^''- 


r.^ 


(r 


-i^r,^.,,0       (mod.2), 


i.n  fmod.  2V 


04^1.8, 


,p> 


bei    der 
egenttber 
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eine  Ausnahmestellung  ein^  da  sie  und  nur  sie  bei  jeder  Traimfon» 
tion  (7)  in  sich  übergeht.  Man  teilt  daher  die  2''  Per.  Char.  ii 
zwei  Klassen;  die  eine  Klasse  besteht  aus  der  einzigen  Per.  Char.  (Oj^ 
welche  die  tuieigenüiclie  Per.  Char.  genannt  wird,  die  andere  nu  da 
22p  —  1  übrigen  Per.  Char.,  welche  die  eigenÜichen  Per.  Char.  g^ 
nannt  werden. 

Unter  der  Summe: 

(18)  w  =  (^i2e-o 

mehrerer  Per.  Char.  («),  (iy),  (g),  •  •  •  wird  jene  Per.  Char.  yeietande^ 
deren  Elemente  durch  die  2p  Kongruenzen: 

^'^^  <^.;  +  i?;  +  g;  +  ...(moi2) 


bestimmt  sind.  Man  nennt  gegebene  Per.  Char.  (e),  (ij), 
hmgig,  wenn  nicht  die  Summe  irgend  einer  Anzahl  derselben  der  HI- 
eigentlichen  Per.  Char.  (0)  gleich  ist;  man  nennt  femer  eine  Summe 
von   V   unter   gegebenen   Per.  Char.   («j),  («,),  •  •  •   eine   JEbm&MolMi 

1^**'  Ordnung  dieser  Per.  Char.  und  bezeichnet  sie  mit  \2bj. 
Für  das  Symbol: 

p 

(20)  |,,^|  =  (-iy*=^ 

bestehen  die  folgenden  Gleichungen: 

i*,*:-  +  i,   i«,oi-+i,   !o,e|-+i, 

\hv\  =  \v,^l 

l«1    «4 


e,  cj 


(21) 


!fi»%l 

1  h,  Vi  1 

1  «r>  Vi  1 

l«r,'?»|- 

•\fr,V.\- 

Zwei  Per.  Char.  (e)  und  (iy)  heißen  syzygetisch  oder  afjgeftffft, 
je  nachdem  |  £,  iy  |  ==  -f  1  oder  =  —  1  ist. 

I.  Satz:  Die  uneigenüiche  Per.  CMr,  (0)  ist  su  jeder  der  2* 
Per,  Char.  syzygetlsch;  jede  eigentliche  Per,  Cliar.  (jb)  dagegen  itt  !■ 
22;^- 1  df.^  Per,  Char.  syzygetisch,  zu  den  2^'"*  anderen  asj^etisA. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  lasse  man  in  dem  Ausdrucke  |c,  ^L 
währc^nd  man  die  Per.  Char.  («)  festhält,  (rj)  die  Reihe  der  2"'  Pter. 
(Jhar.  durchlaufen.     Die  entstehende  Summe: 
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lat,  wie  der  auf  der  rechten  Seite  stehende  Ausdruck  zeigt^  dann 
ind  nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  und  zwar  den 
W^ert  2*^,  wenn  gleichzeitig  «^  =  . . .  =  £^  =  «j'  =  . . .  =  f^'  =  0  ist. 
daraus  schließt  man  aber^  da  der  Ausdruck  |  £;  17 1  nur  entweder  + 1 
^r  —1  sein  kann^  daß  derselbe ;  wenn  die  Per.  Char.  (s)  die  un- 
dgentUche  (0)  ist,  2*'-mal  den  Wert  +1,  in  jedem  anderen  Falle 
lagegen  2*^-*-mal  den  Wert  +1  und  2*'-^-mal  den  Wert  —1  an- 
genommen hat,  womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

Das  Resultat  des  I.  Satzes  kann  man  auch  so  aussprechen: 

IL  Satz:  Die  Gleichung  |  5,  a;|  =  +  1  hat,  wenn  die  Per.  Char. 
[d)  die  uneigetiäiche  (0)  ist,  2^';  in  jedem  anderen  Falle  2*^~^ 
Lösungen  und  hesümmt  die  zu  (e)  syzygetischen  Per.  Char.  Die  Glei- 
tkung  I «,  a:  I  =  —  1  hat,  wenn  die  Per.  Char.  («)  die  uneigentliche  (0) 
18^,  keine;  in  jedem  anderen  Falle  2^''"^  Lösungen  und  bestimmt  die 
tu  (e)  aeygäischeti  Per.  Char. 

Die  durch  den  IL  Satz  beantwortete  Frage  ist  ein  spezieller 
Fall  der  allgemeineren  nach  der  Anzahl  s  jener  Per.  Char.  (:r),  welche 
den  r  Gleichungen: 

-23)    \e„x\^{-\)\     U„a;|  =  (-l/S   •••,   |«.,:r]  =  (-l)'' 

renügen,  wo  die  S  willkürlich  gegebene  ganze  Zahlen,  (tj),  (a^),  •  •  •,  (a^) 
ber  r  unabhängige  Per.  Char.  bezeichnen. 
Setzt  man  für  p  =  1,  2,  •••,  r: 

>  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  der  Anzahl  s  der  aus  Zahlen 
f    1  gebildeten  Lösungen  x^y  •••,  x^,  x^y  •••,  x^  der  r  Kongruenzen: 

p 

-^)  ^i^,Q^'f^-'''f^Q^,)  =  ^Q    (mod.2).  (0  =  1,1,.    -»r) 

Uxiächst  kann  man  nun  ohne  Mühe  für  die  Zahl  s  einen  analytischen 
-Ufidruck  anschreiben.  Genügen  nämlich  die  Zahlen  x,  x'  der  Kon- 
>*tienz: 

^   besitzt  der  Ausdruck: 

^7)      /,(x)-.-iVi+(-ir-»  ; 

^  Wert  1;  genügen  dag^n  die  Zahlen  x^  oi  der  Kongruenz  (26) 
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nicht^  so   besitzt  fA^)  den  Wert  0.     Daraas  folgt  sofort^   daß  der 

Ausdruck: 

p 

(28)  i^w=/i(^)..Y.(^)=^]7n+(-ir"'  j 

für  jedes  Zahlensystem  x^  x\  das  eine  Lösung  des  Eongruenzensyst^ns 
(25)  ist,  den  Wert  1,  für  jedes  andere  den  Wert  0  hat,  und  daß 
daher  die  über  alle  2*^  Per.  Char.  {x)  erstreckte  Summe: 

(29)  ^F{x) 

den  Wert  s  angibt.  Man  hat  also  für  die  Anzahl  s  der  Losungen 
des  Eongruenzensystems  (25)  den  Ausdruck: 


(30) 


p 


Führt  man  min  auf  der  rechten  Seite  die  Multiplikation  aus,  so  wird 
das  erste  Glied  der  Summe: 

(31)  ^1  =  2^ 

w 

irgend  eiu  anderes  Glied  aber: 

(32)  (') 

wo  ^  über  einen  Teil  oder  alle  Werte  1,  2,  •••,  r  zu  erstrecken  ist 

Sind  aber  die  Per.  Char.  (t^),  (fg),  •••,  (s^),  wie  vorausgesetzt,  unab- 
hängig,  so   ist   keine  Summe   von  irgend  welchen  unter  ihnen  der 

Char.  (0)  gleich,  und  es  sind  daher  die  2p  Zahlen  2  ^igy  '"}  2^f0 

^  e 

^^igy  "'}  ^^PQ   niemals   gleichzeitig   =0  (mod.  2).      Daraus  folgt 
Q  ^. 

aber,  daß  mindestens  einer  der  Faktoren  des  auf  der  rechten  Seite 

von  (32)  stehenden  Produkts  und  daher  das  Produkt  selbst  den  Wert 
Null  hat.  Man  erhält  daher  aus  (30),  da  sich  die  rechts  stehende 
Summe  auf  das  erste  Glied  (31)  reduziert: 


Thet«charakteristikeii.    Lineare  Transfonnation  derselben.  247 

(33)  s  =  l2«p  =  2«^-'- 

und  hat  den 

m.  Sati:  Unter  den  2^p  Per,  Chor,  sind  stets  2*p"^  in  vor- 
gesditiAener  Weise  syeygetisch  und  asygetisch  zu  r  gegebenen  unab- 
hängigen Per.  Char. 


§3. 

Theteoharakteristiken. 

Führt  man  an  Stelle  der  der  Thetafnnktion  '&[e]([u])  zu  gründe 
liegenden  Perioden  O;  aus  denen  sich  die  Argumente  u  und  die  Mo- 
dalen a  in  der  pag.  129  angegebenen  Weise  berechnen^  durch  eine 
ganzzahlige  lineare  Transformation  (7)  neue  Perioden  gj'  ein^  und 
heißt  die  Argumente  und  Modulen  der  neuen  zu  den  w'  gehörigen 
Thetafunktionen  u  und  a,  so  sind  die  Großen  u  und  a  mit  den 
Größen  u  und  a  in  der  pag.  141  angegebenen  Art  miteinander  ver- 
knQpft,  die  zugehörigen  Thetafunktionen  aber  selbst  nach  dem  XII.  Satz 
pag.  180  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(34)  Hm^}a  =  Ce-''Hni^%, 

wobei  bezüglich  der  Bedeutung  von  C  und  U  auf  das  dort  An- 
gegebene verwiesen  werden  mag,  die  Elemente  £^,  £^  der  Th.  Char. 
[e]  aber  sich  aus  den  Elementen  f^^  €^  der  Th.  Char.  [s]  berechnen 
mit  Hilfe  der  Gleichungen: 


P 


A 

(35)  "^^  (^=i.«,--,P) 


y=l 


Man  sagt  dann^  daß  die  Th.  Char.  [e]  durch  die  Transformation  (7) 
in  die  Th.  Char.  [b]  übergehe. 

Die  Gleichung  (34)  zeigt,  daß  die  transformierte  Th.  Char.  [e] 
immer  gleichzeitig  mit  der  ursprünglichen  [{]  gerade  und  ungerade 
ist,  daß  also  durch  eine  ganzzahlige  lineare  Transformation  stets  eine 
gerade  Th.  Char.  wieder  in  eine  gerade,  eine  ungerade  Th.  Char. 
wieder  in  eine  ungerade  übergeht. 

Yen  der  Richtigkeit  der  Kongruenz: 

(36)  ^t/B;^^B^B'^{mod.2) 

^-1  ^-1 
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kann  man  sich  auch  wie  folgt  direkt  überzeugen.    Es  ist  zttnacli 

p 

WO  die  Summen  ^,  ^,  ^  wie  stets  im  folgenden  von  1  bis  p 

erstrecken   sind.     Beachtet  man   nun,   daß   für  ganze   Zahlen  g^ 
welche  den  Bedingungen: 

(38)  9,-^=  9,^- 
genügen,  die  Kongruenz: 

(39)  ^'29,,-^29,,{v,oL2) 

besteht,  und  daß  für  jede  ganze  Zahl  g: 

(40)  g'  =  g  (mod.  2) 

ist,    so    erkennt    man    sofort   auf  Grund   der   Gleichungen   (9)  ' 
Richtigkeit  der  Kongruenzen  mod.  2: 


(41)      ^ j^  ^  ^/<v V"! ^  ^p+/i,»''^p+/t'p+r') 


i"      i" 


und: 


^    ^  \       ^f*,P  +  v^p-^ft,v'^p-^fi,p-\-y'  +  S  +  /u,p  +  «'^/tty'^//,p  +  r') 


/*       y 


^  ^'     L  \    r'  / 

Aus  diesen  Kongruenzen  folgen  aber  auf  Grund  der  Gleichungen 
die  weiteren: 
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=^)   — ^  (^  ^A',p+i'^p+iu,p+*')  ^  (Vy'S+/'',p+*""  ^p+/'S*'V,p+*) 

^  ^    ^iW,P  +  1'^P  +  /",P  +  ''' 

a  nun  ferner  auf  Grund  der  Gleichungen  (8)  und  der  Kongruenzen 
>9)  und  (40)  die  Kongruenzen: 

•^)  ^    ^   ^   ^/tt»^p  +  //,y'^i'V  =  ^    ^   ^fiV^p  +  fi.V^V} 

V  V*  fi,  V  /l 

id: 

•®)  ^  ^   ^  ^iU,p  +  y^p  +  //,p  +  v'^yV  =^  ^  ^//,P  +  vS  +  iU,p  +  i'*v 

»stehen^  so  erkennt  man,  daß  der  von  den  drei  ersten  Zeilen  her- 
Llirende  Beitrag  zur  rechten  Seite  der  Gleichung  (37)  der  Zahl  0 
>iigruent  ist  nach  dem  Modul  2.  Auf  Grund  der  Gleichungen  (8) 
b  femer: 

=  •)         ^  j2j  ^  \^fiy^p+fhP  +  y'  "^  ^p+fifV^fi,p-\-v')^v^v'  —  ^  ^v^v 

EidUch  ist  auf  Grund  der  Gleichungen  (9)  und  der  Kongruenzen  (39): 

^  ^  j^  ^/«y^A«,P  +  y^P  +  /',i^^P  +  /',P  +  i^ 
II         V         y/ 

—  ^  ^  [^  ^f^y^P  +  H^P-^^jy^  S  +  zu^y-ViP  +  vj 

id  daher  auf  Grund  der  Gleichungen  (8)  weiter: 

^  2j  jZj  %y^i^.f-^y^p-^f*^^%+i^*9-^y^ 2li  ^  ^p+iw',»'V.p+'' 

+ ^  ^  \2j  ^*+/«.»  ^f^p+^j  [^  ^p+f^\*'  v.p+»j  • 
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Nun  ist  aber  infolge  der  Kongruenzen  (39)  und  (40)  f&r  beliebige 
ganze  Zahlen  h^^. : 

(50)  2'2''*'>'>^2'*"^^*"; 

daher  ist: 

(51)  '     ••       "^^^  "' 

y         n 

und  es  folgt  aus  (49)  endlich: 

womit  der  gewünschte  Nachweis  erbracht  ist. 

Da,  wie  im  §  1  bemerkt  ist,  zwei  Funktionen  0"[«]{[mJ  und  ^[i?]H 
deren  Charakteristikenelemente  f^,  •••,  «^,  «/,  •••,  6  '  und  ijj,  ••*,  ij,» 
^1?  •  •  •;  %  ^®^  2p  Kongruenzen  (4)  genügen,  auf  urund  der  Formd 
(VIII)  sich  nur  um  einen  Faktor  ±  1  unterscheiden,  so  sollen  for 
die  Untersuchungen  dieses  Abschnitts  zwei  solche  Th.  Char  [f]  und 
[?;]  als  nicht  verschieden  angesehen  werden.  Es  gibt  dann  im  gamoi 
nur  2*'  verschiedene  Th.  Char.  \ß\  als  welche  man  diejenigen  wählt, 
die  entstehen,  wenn  man  an  Stelle  des  Systems  der  2p  Elemente 
£,  h  alle  2*^  Variationen  mit  Wiederholung  zur  2p*^  Klasse  der 
Zahlen  0,  1  setzt.  Man  teilt  die  2*^  Th.  Char.  in  zwei  Klassen;  die 
eine  Klasse  besteht  aus  den  g^  geraden,  die  andere  aus  den  m^  un- 
geraden Th.  Char.    Es  handelt  sich  darum,  diese  Anzahlen  g^  undt^ 

zu  bestimmen. 

[k  k  . . .  ^       "1 
^,  ^,        Fr^    abgekünk 

mit  \  S\  irgend  eine  p  —  1- reihige  Th.  Char.  und  verschafft  derselben 

durch  Anhängen  von  n?  o?  i'  i  jedesmal  eine  p*®  Vertikalreihe,  so 
entstehen  zunächst  die  vier  verschiedenen  p-reihigen  Th.  Char.: 

p')        ß-a.  ß-a-  ['■:].  ß-a- 

Setzt  man  dann  in  diesen  Gleichungen  für  KJ   der  Reihe  nach  afle 

22p- 2  p—1- reihigen  Th.  Char.,  so  erhält  man  die  sämtlichen 
p-reihigen  Th.  Char.,  die  dadurch  zugleich  in  vier,  den  vier  in- 
geschriebenen  Typen  entsprechende  Gruppen  eingeteilt  erscheiDeB, 
von  denen  jede  2^'"'  Th.  Char.  mit  gemeinsamer  j^  Vertikalreibe 
enthäft.     Berücksichtigt  man  dann,  daß  jede  Th.  Char.  vom  l^nF* 
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2,  3   gerade  oder  ungerade  ist,  je  nachdem  die  TL  Char.  f*'], 

I  der  aie   entstanden,  gerade  oder  ungerade  ist;  daß  dagegen  jede 

.  Char.  vom  Typus  4  bei  ungerader  Th.  Char.  1^,1   gerade,   bei 

•ader  Th.  Char.  K  J  ungerade  ist,  so  erkennt  man  sofort,  daß  von 

1  vier  Gruppen,  in  welche  die  2*'  zur  Zahl  p  gehörigen  Th.  Char. 
geteilt  wurden,  die  drei  ersten  aus  je  ^^_i  geraden  und  u^_i 
geraden  Th.  Char.  bestehen,  während  die  vierte  Gruppe  u  ^  ge- 
le  und  g^__^  ungerade  Th.  Char.  enthält.  Man  hat  daner  die 
Ziehungen: 

i  denen  durch  Übergang  von  p  zu  p  —  1,  p  —  2,  •  •  •,  3,  2  und 
ter  Berücksichtigung  von  ^j  =  3,  Mj  =  1  die  Gleichungen: 

^p  +  t*,  =  4P,      g^^2P-'(2P+l), 

gen. 

Zweite  Methode:  Da  jede  Th.  Char.  [s]  entweder  gerade  oder 
gerade  ist,  so  ist: 

0  ?,  +  «,=  2". 

weiter  der  Ausdruck: 

p 

1  man  den  Charakter  der  Th.  Char.  [s]  nennt,  für  jede  gerade 
.  Char.  den  Wert  +  1,  für  jede  ungerade  den  Wert  —  1  bat, 
ist: 

die  Summe  über  alle  2*'  TL  Char.  [b]  zu  erstrecken  ist.  Aus 
ser  Gleichung  folgt  aber,  wenn  man  für  je]  seinen  Ausdruck  aus 
')  einsetzt,  sofort  weiter: 

1  da  jede  der  p  hier  als  Faktoren  auftretenden  Summen,  wie  die 
ekte  Ausreehnang  ergibt,  den  Wert  2  benitzt,  so  ist: 

mit  wiedetvm  die  Qhaebangai  (d5)  gewomwo  und. 
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Man  hat  also  den 

IV.  Sata:   Van  den  2*^  Tfi.  Char.  sind  g^  =  2^-*  (2^  +  1)  jerofe, 

u^  =  2^-1  (2^  —  1)  ungerade. 

Ordnet  man  die  2^p  Tb.  Char.  \ß\  in  ein  qoadratisches  Schemi 
derart;  daß  für  die  2^  in  einer  Horizontalreihe  stehenden  Th.  Chsr. 
die  Zahlen  B^y  b^,  "•,  B^y  für  die  2P  in  einer  Yertikalreihe  stehenden 
Th.  Char.  die  Zahlen  b^j  b^\  •  •  •,  b^'  die  lulmliclien  Werte  haben,  ao 
stehen  in  jener  Horizontalreihe,  für  welche  a^  =  «,«•••  =  ««Ois^ 
2^  gerade,  in  jeder  der  2^—1  übrigen  Horizontalreihen  Aer  2'"* 
gerade  und  2^"^  ungerade  Th.  Char.  Die  Richtigkeit  dieser  Be- 
hauptung ergibt  sich  daraus:,  daß  für  eine  jede  Horizontalreihe,  wenn 
man  mit  g  die  Anzahl  ihrer  geraden,  mit  u  die  Anzahl  ihrer  un- 
geraden Th.  Char.  bezeichnet: 

(61)  9-u  =  ^\e\-n(2(-^r'-A 

ist.  Ist  nun  «i  =  «2  =*"*='  ^p  ^  0;  ^^  ^**  J^^®  ^®^  P  ^®^  *'■ 
Faktoren  auftretenden  Summen  den  Wert  2,  das  Produkt  selbst  also 
den  Wert  2^;  in  jedem  anderen  Falle  ist  dagegen  mindestens  eine 
der  p  Summen  und  daher  auch  ihr  Produkt  Null;  es  ist  daher  för 
jene  Horizontalreihe,  für  welche  «^  =  fj  =  •  •  •  =  £^  =  0  ist: 

(62)  <7  -  te  =  2^ 
für  jede  andere 

(63)  g-u^O, 
und  da  stets 

(64)  g  +  u^2P 
ist,  so  ergibt  sich  im  ersten  Falle: 

(65)  g^2P,      t*  =  0, 
im  zweiten  Falle: 

(66)  g-2P-\      M  =  2^-S 

wie  zu  beweisen  war*). 
Unter  der  Summe: 

(67)  M  =  Nr-] 

mehrerer  Th.  Char.  [b],  [t?],  [  g],  •  •  •  wird  in  diesem  Abschnitte  jew 
Th.  Char.  verstanden,  deren  Elemente  durch  die  2p  Kongruenzen: 


1)  Auf  diesem  Wege  hat  Borel,  Sur  leg  caractdristiques  des  fonctiotf^ 
Bull.  S.  M.  F.  Bd.  26.    1898,  pag.  89,  die  Anzahlen  g^  und  u    berechnet 


[ 


tböl  [f ,  13,  f].   Sjzyg.  ti,  azjg.  Tli.  Char.    Bezieh,  zw.  Per,  Char.  1 

^^^^^  +  %  +  t^+'     (mod.  21, 
'  tf;  =  ^;  ^_  ,;  +  g;  4. . , .  (mod.  2) 

tiinmt  sind.  Man  nennt  gegebene  Th.  Char*  [s]^  [iy],  *  *  wesejitiich 
ibhängigf  wenn  nicht  die  Summe  einer  geraden  Anzahl  derselben 
Th.  Char.  [OJ  gleich  ist;  man  nennt  ferner  eine  Summe  von  v 
\T  gegebenen  Th.  Chan  [f^],  [fj],     -  eine  Kombination  v**''  Ord- 

y 

%g  und  bezeichnet  sie  mit  [^fj:  die  Kombinationen  ungerader 
Inung   nennt  man    die  wesentlichm  KomhmaUoiien   der  gegebenen 

Char. 

Drei  Tb,  Char.  [f],  [i;],  [g]  beißen  stjzygetiscii  oder  a^ygeiisch^  je 
lidem  der  Ausdruck: 

)  \hn,l\-U\-Wr\%\-Unl\ 

(-  1  oder  ^  —  1  ist,  je  nachdem  also  von  den  vier  Th.  Char.  [i\ 
f  [?Jj  t^lS]  ^iöö  gerade  oder  eine  ungerade  Anzahl  gerade  (oder 
[erade)  ist  oder,  wie  man  auch  sagen  kann,  je  nachdem  der  Theta- 
itient: 

»  gerade  oder  ungerade  Funktion  seiner  Argumente  ist. 
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Das  verscbiedene  Verhalten   der  Per.  Char.  und  der  Th.  Char. 

ganzzahliger  linearer  Transformation  zeigt  sich  vor  allem  darin, 
die  Per,  Char.  (o)  stets  in  sich   übergeht,    daß  also  symbolisch 
ihrieben  (ö)  =  (o)  ist,    während  die  Th,  Char,  [o]  bei  der  Trans- 
lation (7)  in  die  Th.  Char.  [o]  übergeht,  deren  Elemente  o^,,  o^ 
eh  die  Kongruenzen: 


K-2 


*=i 


^H*^f*,j>-¥rt 


ünunt  sind.  Für  eine  beliebige  Per.  Char.  (b)  und  die  aus  den- 
!n  Zahlen  gebildete  Tb,  Char,  [i]  erhält  man  die  Elemente  s^,  bJ^ 
transformierten  Th.  Char.  [i]  aus  den  Elementen  J^,,  ei  der 
isformierten  Per.  Char.  (i),  indem  man  zu  diesen  die  Größen  o^,,  o^ 
ieii;  es  ist  also  &ymbolißch  geschrieben  [i^^]  =  [^u].  Gehen  weiter 
Per.  Char.  {b),  {jj),        durch  eine  Transformation  in  die  Per,  Char. 
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(^)}  (ji)}  '"  ^^^h  so  gellt  durcli  diese  Transformation  die  Summe 
(£)}••)  in  die  Summe  (i^--)  über;  gehen  dag^^n  die  Th.  Chir. 
[s],  W;  ••'  durch  eine  Transformation  in  die  Th.  Ghar.  [f],  h],  ••• 
über,  so  geht  die  Summe  [fi?**-]  einer  ungeraden  Anzahl  Yon  ihneo 
in  [^i?***]  über,  die  Summe  [^17***]  einer  geraden  Anzahl  dagegen  in 
[of^*--].  Man  kann  auch  sagen,  daß  die  Summe  einer  geraden  An- 
zahl von  Th.  Char.  sich  wie  eine  Per.  Char.,  die  Summe  einer  un- 
geraden Anzahl  von  Th.  Char.  aber  wie  eine  Th.  Ghar.  transformiot 
Beachtet  man  dann  endlich  noch,  daß  im  Falle  einer  geraden  AnaU 
von  Per.  Char.  (£^'-)  =  (f  ly  •••)  ist,  so  wird  man  mit  Vortal 
Th.  Char.  als  Summen  einer  ungeraden.  Per.  Ghar.  als  Summen  einer 
geraden  Anzahl  gewisser  Fundamentalcharakteristiken  darstellen,  die 
dann  bei  einer  Transformation  als  Th.  Char.  behandelt  werden. 

Zwischen  den  für  Per.  Char.  definierten  Symbolen  |  f,  17 1  und  da 
für  Th.  Char.  definierten  Symbolen  |£|  bestehen,  wenn  die  aufbretoh 
den  Per.  Char.  {e),  (rj),  (0,  •••  und  Th.  Char.  [«],  [ly],  [fl,  ...  die 
nämlichen  Elemente  haben,  die  Gleichungen: 

,^2^  \^\'\V\'\^V\-\^,V\, 

\^\'\v\'\t\'\Bvi\-\B,v\'Ut\'\i>^l 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  dann,  wenn  man  das  Symbol  \i,^\ 
auch  für  Th.  Char.  gelten  läßt,  insbesondere  für  das  im  vorigen 
Paragraphen  eingeführte  Symbol  |f,  iy,  51  der  neue  Ausdruck: 

(73)  \e,tj,t\  =  \e,7,\.\ri,t\-H,e\. 
Hieraus  ergeben  sich  aber  leicht  die  beiden  Gleichungen: 

(74)  |x,  x£,  xri\  =  \e,ri\,       {sti,  fE|  =  |£,  iy,  g|, 

von  denen  die  erste  zeigt,  daß  mit  den  Per.  Char.  (f),  (rj)  immer 
gleichzeitig  die  Th.  Char.  [x],  [xs],  [xrf\  und  zwar  für  jede  Th.  Char. 
[x]  syzygetisch  und  azygetisch  sind;  die  zweite  aber,  daß  mit  den 
Th.  Char.  [s],  [tj],  [g]  immer  gleichzeitig  die  Per.  Char.  (erj),  («^ 
syzygetisch  und  azygetisch  sind. 

Man  bemerkt  endlich,  daß  infolge  der  Un Veränderlichkeit  des 
Ausdrucks  |  £;  ^  {  durch  eine  beliebige  ganzzahlige  lineare  Transfor- 
mation zwei  syzygetische  Per.  Char.  stets  wieder  in  zwei  syzygetisch«^ 
zwei  azygetische  Per.  Char.  stets  wieder  in  zwei  azygetische  üb»- 
gehen.  Ebenso  gehen  infolge  der  Unveränderlichkeit  des  Charakters 
j  e  I  durch  eine  beliebige  ganzzahlige  lineare  Transformation  drei 
syzygetische  Th.  Char.  immer  wieder  in  drei  syzygetische,  drei  uj- 
getische  Th.  Char.  immer  wieder  in  drei  azygetische  über.  Es  gdiei 
aber  weiter  drei  syzygetische  oder  azygetische  Th.  Char.  auch,  «ie 
aus   den   Gleichungen   (74)   folgt,    durch   Addition  einer    beliebigen 
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i.  Char.  wieder  in  drei  syzygetisclie  oder  azygetische  über^  d.  h. 
ist: 

>)  \x6,xrj,xf;\  =  \s,ri,  t|. 

Für  die  Summe  [s^  «2  •  •  •  « J  von  n  gegebenen  Th.  Char.  [e^], 
1    ••;[««]  ist-- 

>)  Ui «» •  •  • « J  =  JJ I  ^- 1  •  JJ I  ^/"  ^- 1 ' 

»  in  dem  ersten  Produkt  v  die  Werte  1,  2,  •••,  n  durchlauft,  in 
in  zweiten  für  fi,  v  alle  ^(n— l)n  Kombinationen  ohne  Wieder- 
iung  zur  zweiten  Klasse  dieser  Zahlen  zu  treten  haben.  Für  eine 
sentliche  Kombination  von  Th.  Char.  kann  diese  Formel  in  eine 
dere  Form  gebracht  werden.     Aus: 

gt  hier  zunächst: 

>  in  dem  ersten  Produkte  v  von  0  bis  2m  geht,  in  dem  zweiten 
Stelle  von  q,  <y  die  m(2m  —  V)  Kombinationen  ohne  Wiederholung 
r  zweiten  Klasse  der  Zahlen  1,  2,  •  •  *,  2m  zu  setzen  sind,  sodaß  an 
bUo  von  Q  und  6  zusammen  jede  der  Zahlen  1,2,  •••,2m  im 
nzen  (2m  — 1)- mal  tritt.  Auf  Grund  der  Gleichung  (73)  erhält 
iVL  jetzt: 

id  daher  die  2m  +  1  Th.  Char.  [ej,  [«1],  •  •  •,  [^2 ml  ^^  J®  dreien 
Kygetisch,  so  ist: 

2  m 

id  dagegen  die  2m  +  1  Th!  Char.  [f^],  [c^],  •  •  •,  [f,^]  zu  je  dreien 
frgetisch,  so  ist: 

2m 

Wenn  zwischen  drei  Th.  Char.  [c],  [x],  [A]  die  Gleichung 
I  =  [xA]  besteht,  so  sagt  man  auch  die  Per.  Char.  {ji)  sei  in  die 
den  Th.  Char.  [x]  und  [A]  zerlegbar  und  schreibt: 

2)  W-M  +  W. 

oQglieh  dieser  2^rl^^gen  gelten  folgende  Sätze: 
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V.  Sata:  Jede  eigentliche  Per,  CJiar.  läßt  sich  auf  2*'"*  Wom 
in  zwei  immer  verschiedene  Th,  CJiar.  zerlegen. 

I  Man  kann  nämlich  in  der  Gleichang  (82)  bei  gegebener  Per.  Char. 
{b)  immer  noch  [x]  ganz  nach  Belieben  annehmen ^  dann  erst  ist  dar 
zweite  Summand  [A]  =  [ffx]  und  damit  die  Zerlegung  selbst  bestimmi 
Setzt  man  nun  für  [se  j  der  Reihe  nach  die  sämtlichen  2^^  Tk  (3ur^ 
so  erhält  man  2^^  Zerlegungen  der  Pen  Char.  (f),  unter  denen  aber, 
da  neben  einer  Zerlegung  («)  ^  1«J  +  [>IJ  immer  auch  die  damit  iden- 
tische (b)  =  [X]  +  [x]  sich  findet,  jede  mögliche  Zerlegung  zweimal  Tor- 
kummt,  sodaß  im  ganzen  nnr  2^^'^  verschiedene  Zerlegungen  von  (i) 
existieren. 

Was  die  bei  dieser  Betrachtung  ausgeschlossene  uneigenÜidit 
Per.  Char.  (0)  betrifft,  so  läßt  eich  dieselbe  entsprechend  der  für  j«dt 
beliebige  Th.  Char.  [se]  geltenden  Gleichung: 

(83)  (0)  =  M  +  M 

auf  2*^  Weisen  in  zwei  immer  gleiche  Th.  Char.  zerlegen. 

Die  ßämtlichen  2*^~*  Zerlegungen  (82)  einer  eigentlichen  Per. 
{i)  kann  man  in  drei  Arten   einteilen.     Zur  ersten  Art  rechne 
alle  diejenigen  Zerlegungen,  bei  denen  [x]  und  \X\  beide  gerade 
ihre  Anzahl  sei  j^;   zur  zweiten  Art  alle  diejenigen,   bei   denen 
und  [I]    beide   ungerade   sind^   ihre  Anzahl  sei  ^j,;   zur  dritten 
endlieh  diejenigen,  bei  denen  von  den  beiden  Th.  Char.  [x\  [i] 
eine  gerade,  die  andere  ungerade  ist;  ihre  Anzahl  sei  j^.    Die  ^ 
Ep>  %}  ip  sollen  jetzt  bestimmt  werden;   es   wii'd  sich   dabei 
daß  dieselben  von  der  besonderen  Per.  Char.  (c),  auf  die  sie  »< 
ziehen,  unabhängig  sind,  also  für  alle  2*^  —  1  eigentlichen  Per. 
(i)  die  nämlichen  Werte  besitzen. 

Erste  Methode:  Setzt  man  in  der  Gleichung  (82)  bei  gegebca« 
Pen  Char.  {b)  für  [x]   der  Reihe  nach  die  g^  geraden  Th.  1  ' 
bestimmt  jedesmal   [A]  aus   der  Gleichung  [Xj  =  [£x],  so  erh. 
von  den  Zerlegungen    der  Per.  Char.  {e)  jede  Zerlegung  der  entiM 
Art  zweimal,  jede  Zerlegung  der  dritten  Art  einmal;   setzt   man  *h* 
gegen  filr  [x]  der  Reihe  nach   die  u    ungeraden  Th,  Char.,  so  erhilt 
man   auf  dieselbe  Weise  jede  Zerlegung   der   zweiten  Art  zwei] 
jede  Zerlegung   der  dritten  Art   einmal     Hieraus  ergeben  sich 
Beziehungen: 

(84)  9p  =  np+hpf      %='^p  +  %r 
Man  bilde  nun  aus  den  Elementen  der  beiden  Th,  Char.  [x]  nnd  \}\ 
die   einer   beliebigen    Zerlegung   (82)    der   gegebenen    Per.  Char.  (f 
entsprechen,  den  Ausdruck  ]x|  •  |  A|  und  bezeichne  denselben,  insofiar 
als  bei  gegebener  Per,  Char,  («)  die  Th.  Chan  [X]  mit  [x]  eoglr 
bestimmt  ist,  mit  f\%\    Es  besitzt  dann  /*[x]  den  Wert  +  1,  irt 
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die  betrachtete  Zerlegung  yon  der  ersten  oder  zweiten  Art,  dagegen 
den  Wert  —  1,  wenn  dieselbe  yon  der  dritten  Art  ist.  Läßt  man 
daher  an  Stelle  von  [x]  der  Reihe  nach  die  sämtlichen  2'^  Th.  Char. 
treten  und  bildet  die  Summe  s  der  entsprechenden  Werte  yon  f[x], 
80  ist: 

(86)  «  =  2(E,+  9,-J,), 

da  jede  Zerlegimg  der  Per.  Char.  («)  zweimal  auftritt,  wenn  [x]  in 
der  Gleichung  (82)  der  Reihe  nach  alle  2*^  Th.  Char.  durchläuft 
Berücksichtigt  man  aber,  daß  der  mit  f[x]  bezeichnete  Ausdruck, 
weil  [A]  =  [ex]  ist,  auf  Grund  der  ersten  Gleichung  (72)  auch  in 
die  Form: 

(86)  f[x]  =  \x\.\sx\  =  \s\.\s,x\ 

gebracht  werden  kann,  und  daß,  wie  beim  Beweise  des  I.  Satzes 
gezeigt  wurde,  die  über  alle  2*^  Th.  Char.  [x]  erstreckte  Summe 

(87)  2l*>''|-0 

M 

ist,  wenn  wie  hier  (s)  eine  der  2*^  —  1  eigentlichen  Per.  Char.  be- 
leichnet,  so  erhält  man  für  s  die  weitere  Gleichung: 

(88)  s  =  ^f[x-]  =  \B\.2\s,x\^0. 

[X]  [X] 

Setzt  man  die  beiden  für  s  gefundenen  Werte  einander  gleich,  so  ent< 
steht  die  Relation: 

(89)  lp  +  ^-ip  =  0. 

Durch  Kombination  der  Gleichungen  (84)  und  (89)  ergibt  sich  aber: 

^^^  ^p+lp=%,     äp  =  E,  +  V 

und  hieraus  wegen  (54)  und  (55)  endlich^): 

^^^)     9,-u,_i  =  2.-»(2.-i-l),     ip-^p-i  +  %-^-''       • 
Zweite  Methode:  Der  Ausdruck: 

(92)  yM-Hi  +  ylHXi  +  ^h«!), 

wo  y*  =  d*  =  1  ist,  hat  nur  dann  einen  yon  Null  verschiedenen  Wert 
und  zwar  den  Wert  1,  wenn 


1)  Einen  direkten  Beweis  der  Gleichungen  Jp  =  ^p_ii  9p  =  «*p_i  i 
■•^  j  +  i»  j  hat  Moore,  On  a  theorem  conceming  jp-rowed  characte- 
tiet  with  denominator  2.  Bull.  Am.  M.  S.  (2)  Bd.  1.  1896,  i»ag.  262  gegeben. 
JCrftstr,  Tb«taftiiikiio]i«a.  17 


(94) 
und  da 

(95) 


Ix]  [X] 
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(93)  |xHy,     \ex\^8 

ist,  d.  h.  wenn  die  Th.  Char.  [x]  und  [A]  =  [«x]  eine  Zerlegung  (82) 
der  Per.  Char.  (js)  in  zwei  Th.  Char.  von  den  YOTgeachriebaMn 
Charakteren  y,  d  bestimmen.  Laßt  man  daher  an  Stelle  Yon  [«]  dar 
Reihe  nach  die  samtlichen  2'^  Th.  Char.  treten  und  bildet  die  Suniiiw 
6  der  entsprechenden  Werte  von  q)  [x],  so  gibt  diese  Summe  die  An- 
zahl der  derartigen  Zerlegungen  der  Per.  Char.  (b),  wobei  aber  n 
bemerken  ist,  daß  in  den  Fällen,  wo  die  beiden  Th.  Char.  [»]  und 
[X]  von  gleichem  Charakter  sind,  jede  Zerlegung  Eweimal  auftritt 
daß  also,  wenn  y  =  d  =  +  1  ist,  ts  =  2 j^,  wenn  y  —  d  —  —  1  iit^ 
6  =  2t)p,  während,  wenn  y  =  -fl,  d==  —  1  ist,  ^  ==  J^  wird.  Nun 
ist  aber: 

[X]  [IC]  Ix] 

M  [X] 

[X]  [X] 

ist,  so  erhält  man: 

(96)  (y  =  22p-»  +  (y+d)2^-», 

woraus  sich  sofort  die  obigen  Werte  (91)  für  j^,  9^,  g^  ergeben. 
Man  hat  also  den 

VI.   Satz:     Jede    eigentliche    Per.    Cliar.    läßt    sich    auf  g^^y 
=  2''-* (2''-^  +  1)   Weisen  in  zwei  gerade,  auf  ti^.i  =  2''-*(2'-*-  1) 
Weisen  in  zwei  ungerade,  endlich  auf  g^_^  +  u^_^  =  2*'~*  Weism  1» 
eine  gerade  und  eine  ungerade  TIi.  Char,  zerlegen. 

Dieselben  Resultate  lassen  sich  auch  wiedergeben  durch  den 

vn.  Satz:  Addiert  man  zu  den  sämtlichen  2*'  37*.  CJiar.  eine  he- 
liehige  der  2*^  —  1  eigentlichen  Per.  Char.,  so  gehen  dadurch  van  den 
g^  geraden  Th.  Char.  2//^_i  ^2p-'^{2p-^+  1)  wieder  in  gerade,  die 
übrigen  2^p~^  in  ufigerade  über,  während  andererseits  von  den  u^  wir 
geraden  Tli.  Char.  2Mp_i  =  2^-^(2^-^  —  1)  wieder  in  ungerade,  die 
übrigen  2*''"*  in  gerade  übergehen. 

Von  jetzt  ab  werden  von  den  Zerlegungen  (82)  einer  gegebeop 
eigentlichen  Per.  Char.   (e)  nur  die  in  zwei  gleichartige  TL  Gb 
also  die  g^^^  2ierl6gungen  in  zwei  gerade  und  die  u^^i  ~ 
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Äwei  ungerade  Th.  Char.  berüeksiclitigt.    Von  den  darin  aiiftreton- 
ifü    2y  ^^  geraden  und  2i4     j   uugeraden  Tk  Cliar,  sagt  man,  daß 
m  der  Gruppe  (i)  etttJialtmi,  und  zwar  von  zwei  Th.  Chan  wie  [x] 
,  \l]f  daß  sie   in  der  Gruppe  (s)  gepaart  enthalten  seien.     Es  gibt 
im  ganzen  2-*  —  1  verschiedene  Gruppen^  von  denen  jede  durch 
^ne    der    eigentlichen   Per    Char.    bezeichnet    wird.      Im    folgenden 
adelt    es    sich    um   die   Bestimmung   der    in    zwei    und   mehreren 
j^roppen  gemeinsam  enthaltenen  Th.  Char. 
£s  sei: 


17) 


(0-M  +  W 


Ine  Zerlegung  der  eigentlichen  Per.   Char.  {()  in  zwei  gleichartige 
fh.  Char.,  sodaß  also 

m  ixi.ui  =  +  i 

Ist  dann  (i?)  eine  andere  eigentliche  Per.  Chan,  so  ist  wegen  (72): 
9)  \fi%\^\f}l\^\ri,x\'\n,  X\^\nf9cX\^\ri,£l 

lind  also  die  beiden  Per  Char.  (f)  und  (rf)  azjgetiscb^  so  ist; 

100)  |,^|,|^i|=«l. 

i«t  also  von  den  beiden  Th,  Char.  [rix]  und  [tjA]  die  eine  gerade^ 
lie  andere  ungerade;  sind  dagegen  die  beiden  Th.  Char.  (je)  und  (ff) 
sygetisch^  so  ist: 

101)  Uxl-h^H  +  l; 

sind  also  die  beiden  Th.  Chan  [ijx]  xmd  [ijjl]  entweder  beide  ge- 
oder  beide  ungerade. 

Für  den  ersten  Fall,  wo  die  beiden  Per.  Char.  [s)  und  (ij)  azj- 
etisch  sind,  seien: 

102)  (*)  =  K]  +  U,]  <.-i.v-.»,-.) 

S©  9p. t  Zerlegungen  der  Pen  Chan  (i)  in  zwei  gerade  Th.  Char.; 

"inn  die  Bezeichnung  so  gewählt^  daß  die  i/^^j  Th.  Chan  [lyx^J 

ich  gerade,    die   f/^_^   Th.  Chan  [i/^^,]  sämtlich  ungerade  sind^ 
sind: 

103)  (i?)  =  [xj  +  [TyxJ  (/i=i,  s,     ,  ff^-u 

similichen  Zerlegungen  der  Per.  Char.  (fj)  nnd 

Be  «amtlichen  g^^^  Zerlegungen  der  Pen  Chan  (stf)  in  zwei  gerade 
""    Chan     Zum  Beweise  dieser  Behauptung  erübrigt  es  nur  noch  zu 
daß  keine  zwei  der  Zerlegungen  (103)  und  ebenso  keine  zwei 
Z^jrirgungen  (104)  miteinander  Übereinstimmen  können^  d-  h.  daß 
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weder  [rjoc^]  =  [xj  noch  [i^x^]  =  [AJ  sein  kann  fflr  irgend  ein  Zahlen- 
paar  ft,  v.     Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  aber  würde: 

(105)  [rjl,]  =  [x^A^xJ  =  [£xj  =  [AJ, 
und  ebenso  aus  der  zweiten: 

(106)  hA^l  =  [x^A^y  =  [aj  =  W 

folgen;  zwei  Gleichungen,  die  beide  unmöglich  sind,  da  der  Voraus- 
setzung nach  die  Th.  Char.  [rjX^']  ungerade,  [x^]  und  [AJ  aber  ge- 
rade sind. 

Aus  den  Gleichungen  (102),  (103),  (104)  ergibt  sich  aber,  wem 
man  noch  beachtet,  daß  dieselbe  Untersuchung  an  die  u^.^  Ze^ 
legungen  der  Per.  Char.  (s)  in  zwei  ungerade  Th.  Char.  geknüpft 
werden  kann,  der 

vm.  Sata:  Smd  die  beidm  Per.  CJiar.  (s)  ufid  (ij)  aeygetisA,  so 
enÜuütefn  je  zwei  der  drei  Gruppen  («),  (iy)^  (ci?)  g^^^  gerade  und  «^.i 
ungerade  Th,  Char,  gemeimam,  von  deneti  aber  keine  zwei  gepaart  auf- 
treten;  alle  drei  Gruppen  haben  Iceine  Th.  CJiar.  gemeinsam  und  ad- 
halten  zusammen  ^gp_i  verschiedene  gerade  und  Stt^^i  verschiedene  unr 
gerade  Tlu  Giar, 

In  dem  zweiten  Falle,  wo  die  beiden  Per.  Char.  (s)  und  (^) 
syzygetisch  sind,  ist  für  eine  beliebige  Th.  Char.  [x]  nach  (74): 

(107)  |x|.|6x|.hx|.|£i2x|  =  +  l 

und  mau  schließt  daraus,  daß  mit  der  Th.  Char.  [x]  jedenfalls  noch 
eine  der  drei  Th.  Char.  [ex],  [^x],  [fi?x]  möglicherweise  alle  drei 
gleichzeitig  gerade  und  ungerade  sind.  Beschrankt  man  sich  daher 
zunächst  auf  den  Fall,  daß  [x]  gerade  ist,  so  folgt  aus  dem  soeben 
Gesagten,  daß  überhaupt  jede  gerade  Th.  Char.  jedenfalls  in  einer 
der  drei  Gruppen  («),  (rj),  (srf),  möglicherweise  in  allen  dreien  «it- 
halten  ist.  Da  nun  alle  drei  Gruppen  6gp_i  gerade  Th.  Char.  ent- 
halten, die  Anzahl  aller  verschiedenen  geraden  Th.  Char.  aber  g^  be- 
trägt, so  ergibt  sich,  daß  in  den  drei  Gruppen: 

(108)  3</,_i  -  l-ff^  =  4<7,_, 
gerade  Th.  Char.  dreimal,  die  übrigen 

(109)  <7,-%_3  =  3.2*'-» 

geraden  Th.  Char.  nur  eiimial  auftreten,  und  daß  also  je  zwei  der 
drei  Gruppen  4r7^_2  gerade  Th.  Char.  gemeinsam  enthalten,  die  dann 
alle  überdies  auch  in  der  dritten  Gruppe  enthalten  sind.  Um  die 
Verteilung  dieser  den  drei  Gruppen  gemeinsamen  geraden  Th.  Cbtt. 
zu  untersuchen,  nehme  man  an,  daß  [x]  eine  derselben  sei;  dann  ^ 
geben  sich  sofort  für  jede  der  drei  Per.  Char.  (f),  (ij),  (etji)  zwei  Zer- 
legungen in  zwei  gerade  Th.  Char.  von  der  Form: 
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W    =M  +  [fx]     =hx]    +[fi?x], 

(110)  (v)    =[x]  +  hx]    =[.i?x]  +  M, 
(eri)  =  [x]  +  [srjx]  =  [«x]    +  [i?x], 

Yon  denen  ^  wie  man  sieht,  jedes  Paar  aus  den  nämlichen  vier  Th. 
Char.  nur  in  anderer  Zusammenstellung  besteht.  Die  4:g^__^  den  drei 
Gruppen  (f),  (i?),  (erf)  gemeinsamen  geraden  Th.  Char.  ordnen  sich 
also  in  ^^_g  Systeme  von  je  4,  derart  daß  die  4  Th.  Char.  eines  solchen 
Systems  in  jeder  der  drei  Gruppen  zwei  Paare  bilden.  Das  oben  ge- 
fundene Resultat,  daß  die  beiden  Th.  Char.  \r}x]  Und  [r^k]  =  [fiyx] 
stets  Ton  gleichem  Charakter  sind,  wird  man  jetzt  genauer  dahin 
aussprechen,  daß  sie  gerade  sind,  wenn  [x]  (und  [A])  zu  den  in  den 
drei  Gruppen  dreifach  auftretenden  geraden  Th.  Char.  gehört,  dagegen 
ungerade,  wenn  [x]  (und  [A])  in  den  drei  Gruppen  nur  einfach  ent- 
halten ist. 

Da  wiederum  für  die  Zerlegungen  in  zwei  ungerade  Th.  Char. 
die  nämliche  Untersuchung  angestellt  werden  kann,  so  hat  man  den 

IX.  Satz:  Sind  dk  leiden  eigentliclien  und  verschiedenen  Per.  Char. 
(s)  und  {rj)  syzygetisch,  so  treten  in  den  drei  Gruppen  (c),  (i^),  (erf) 
alle  geraden  und  alle  ungeraden  Th.  Clmr.  auf,  und  zwar  kommen  von 
ihnen  3-2^^"*  gerade  utid  3-2*^"*  ungerade  Th.  Char.  nur  in  einer 
der  drei  Gruppen  vor,  während  die  übrigen  ^9p-%  geraden  und  4Up_j 
ungeraden  Th.  Cfiar.  allen  drei  Gruppen  gemeinsam  angeluiren.  Biese 
^9p-%  geraden  bez.  4w^_j  ufigeraden  Th.  Cliar.  ord^nen  sich  in  g^_^ 
hee.  M^_,  Systeme  von  je  vier  derart,  daß  die  vier  Th.  Char.  eines 
solchen  Systems  in  jeder  der  drei  Gruppen  zwei  Paare  bilden. 

Die  in  den  Sätzen  VUI  und  IX  auftretenden  Anzahlen  der  zwei 
Gruppen  (s)  und  (rf)  gemeinsamen  Th.  Char.  können  auch  folgender- 
maßen bestimmt  werden.     Der  Ausdruck: 

(111)  9M  =  i(l  ±  |x|)(l  ±\bx\){1  ±  hxl) 

hat  nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Wert,  und  zwar  den 
Wert  1,  wenn  im  Falle  der  oberen  Zeichen  die  drei  Th.  Char.  [x], 
[ex],  {rjx]  alle  drei  gerade,  im  Falle  der  unteren  Zeichen  die  drei 
Th.  Char.  [x],  [f  x],  [rix]  alle  drei  ungerade  sind,  d.  h.  wenn  die  ge- 
rade bez.  ungerade  Th.  Char.  [x]  den  beiden  Gruppen  («),  (rf)  ge- 
meinsam angehört.  Man  erhält  daher  die  Anzahl  aller  diesen  beiden 
Gruppen  gemeinsamen  geraden  bez.  ungeraden  Th.  Char.,  wenn  man 
an  Stelle  von  [x]  der  Reihe  nach  die  sämtlichen  2*^  Th.  Char.  treten 
laßt  und  die  Summe  der  entsprechenden  Werte  von  g>[x]  bildet. 
Kennt  man  daher  diese  Anzahl  9,  so  ist: 

(112)  9-i2(.^±\*Ki±\^»\)(X±U*\)- 

w 
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Nun  ist  aber: 

(l±|x|)(l±|*x|)(l±i,x|) 

=  1±|X|±|£X1±|1JX!  +  |X||£X| 

(113)  +|x|Nx|  +  |£x|hx|±ix||«|h«i 

^I±\x\±\ex\±\fix\  +  \B\\S,X\ 

+  hl|ij,x|  +  |c|ii?|  |fi?,x|±|f,ij||«ij«!, 

also  da: 

[X] 

(114)  ^|x|=^|5x|  =  2h«l-2'l*'?*l  =  2', 

[X]  [X]  [X]  [X] 

[X]  [X]  [X] 

ist: 

(115)  <p  =  2P-'[2P±i3  +  \B,v\)]- 

Daraus  folgt  aber,  wenn  wie  bei  dem  VII.  Satz  |  a,  iy  |  =  —  1  ist: 

(116)  9  =  2P'\2P-^  ±  1)  =  ^'"" 
wenn  dagegen  wie  bei  dem  VIII.  Satz  |  £,  iy  |  =  +  1  ist: 

(117)  9,  =  2P-H2''-«±1)  =  2'-*' 

In  derselben  Weise  lassen  sich  nun  auch  die  Anzahlen  der  irgend 
drei  Gruppen  (f),  (rj),  (J;)  gemeinsamen  Th.  Char.  bestinunen,  indem 
man  den  Ausdruck: 

(118)  ^[x]  =  /,(l  +  |x;)(l±|£x!)(l±|i,x|)(l±Ux|) 

bildet  und  berücksichtigt,  daß  dieser  nur  dann  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Wert  und  zwar  den  Wert  1  hat,  wenn  bei  den  oberen 
Zeichen  die  vier  Th.  Char.  [x],  [fx],  [r?x],  [§x]  alle  vier  gerade,  bei 
den  unteren  Zeichen  die  vier  Th.  Char.  [x],  [f  x],  [rjx]^  [gx]  alle  rier 
ungerade  sind,  und  daß  man  also  die  Anzahl  der  den  drei  Gnippsi 
(f),  (rj),  (5)  gemeinsamen  geraden  bez.  ungeraden  Th.  Char.  erhili» 
wenn  man  an  Stelle  von  [x]  der  Reihe  nach  die  sämtlichen  2*'  Tk 
Char.  treten  läßt  und  die  Summe  der  entsprechenden  Werte  von  ^M 
bildet.     Heißt  man  daher  diese  Anzahl  f,  so  ist: 

(119)  t-2tbc]^^,^{l±\x\)il±\ex\)(l±\rix\)(l±m 

[X]  [X] 

woraus  man  in  der  gleichen  Weise  wie  oben  bei  9: 


J 
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^  +l*lhlUI^I*'?&*l] 

M 

lt. 

Ist  nun  zunächst: 

)  it)-i^v). 

»esitzt  die  am  Ende  der  letzten  Formel  stehende  Summe  den 
k  2^P  und  da  dann  ferner: 

.  \^\-\v\-\t\-\^\-\v\-\^v\-\^,v\, 

>  \^A\  =  \n,l\  =  \B,rt,l\  =  \B,rt\ 

jo  erhält  man: 

)  ^  =  (l  +  |6,,j|)2''-»(2P-'±l), 

wenn  |  £,  i;  |  »  —  1  ist,  in  Übereinstimmung  mit  dem  VIL  Satz: 
)  ^  =  ö, 

L  dagegen  |  £^  17 1  =  +  1  ist^  ^  Überstimmung  mit  dem  YIII  Satz: 

)  ^  =  2P->(2''-»±l)  =  2'-*' 

Ist  (S)  nicht  (eri)  gleich ^  so  besitzt  die  am  Ende  der  Formel 
)  stehende  Summe  den  Wert  0  und  man  erhält: 

)     ^  =  2P-i[2p±(4  +  |£,^|  +  |f,S|  +  |i?,e|  +  |«,i?,g|)]. 

Sind  nun  zunächst  die  drei  Per.  Char.  (f),  (1^),  (g)  zu  je  zweien 
3tisch^  d.  h.  ist: 

)  |,,,|  =  |,,ei  =  |,,g|  —  1 

daher  auch 

•gibt  sich: 

)  ^  =  2^^-*; 

iben  also  in  diesem  Falle  die  drei  Gruppen  («),  (iy),  (f)  2*^"*  ge- 
und   2*^~*  ungerade  Th.  Char.  gemeinsam,   die,   wie  aus   dem 
Satz   folgt,   in   allen   drei   Gruppen   ungepaart   enthalten   sind, 
hat  daher  den 

X.  Satz:  Sind  die  drei  Ter.  Cha/r,  (/),  (iy),  (g)  zu  je  zweien  cusy- 
h  und  ist  nicht  (g)  =  (eij),  $0  haben  die  drei  Gruppen  (s),  (ri),  (Q 
*  gerade  und  2*'"*  ungerade  Th.  Char.  gemeinsamy  wdche  in  jeder 
Irei  Gruppen  ungepaart  auftreten. 
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Sind  weiter  die  beiden  Per.  Char.  (e)  und  (iy)  azygetisch,  die 
Per.  Char.  (g)  aber  zu  beiden  syzygetisch,  d.  h.  ist: 

(130)  |«,i?l  =  -l,      |f,6|-|i?,5|-+l 
und  daher 

(131)  \e,f,,t\  =  -l, 
SO  ergibt  sich: 

(132)  ip  =  2P-^(2P-^  ±  1)  =  2^"^"*' 

es  haben  also  in  diesem  Falle  die  drei  Gruppen  (i),  (rj),  (J)  2jf^., 
gerade  und  2u^_2  ungerade  Th.  Char.  gemeinsam,  welche  in  (b)  und 
(rf)  ungepaart;  in  (g)  dagegen  gepaart  enthalten  sind.  Man  hat 
daher  den 

XI.  Satz:  Shid  die  leiden  Per,  Giar.  (b)  und  (rj)  azygetisch,  ({) 
aber  zu  beiden  syzygetisch,  so  haben  die  drei  Gruppen  («),  (rj),  ({) 
^ffp^i  g^ode  und  2Up__2  ^^^Hf^rade  Ilh.  Cliar.  gemeifisam,  tcddie  in  im 
Gruppen  {b)  und  (rf)  ungepaart  enthalten  sind,  in  der  Gruppe  (J)  da- 
gegen g^_2  bez.  Wp_2  Paare  bilden. 

Sind  weiter  die  beiden  Per.  Char.  (b)  und  (tf)  syzygetisch;  die 
Per.  Char.  (g)  aber  zu  beiden  azygetisch,  d.  h.  ist: 

(153)  h,i?i  =  +  i,    |5,ei  =  h,ei  =  -i 

und  daher 

(134)  i*,i?,ei  =  +  i, 

so  ergibt  sich: 

(135)  ^  =  2P'\2P-'  ±  1)  -  l^P-'' 

^^^p-8  5 

es  haben  also  auch  in  diesem  Falle  die  drei  Gruppen  (b),  {ri),  (Ö 
2gp^2  gerade  und  2Up_2  ungerade  Th.  Char.  gemeinsam,  welche  aber 
jetzt  in  allen  drei  Gruppen  ungepaart  enthalten  sind.     Sind  nämlich: 


die  2^^_2  bez.  2u^_^  den  beiden  Gruppen  (b),  (rf)  gemeinsamen  Paire 
gerader  bez.  ungerader  Th.  Char.,  so  enthält  die  Gruppe  (g)  außer 
anderen  den  Gruppen  (b)  und  (rj)  fremden  die  folgenden  2g  ^  bei 
2Mp_2  Paare  gerader  bez.  ungerader  Th.  Char.: 

(137)         (g)  =  [^]  +  [ex,]  =  [6i/>c^]  +  [£i?gx,]  (^=i.v-.^;:D 

und  es  sind  also  [xj,  [fiyxj  (/x  =  1,  2,  •••)  die  den  drei  Gruppen 
(b),  (rj),  (g)  gemeinsamen  Th.  Char.    Man  hat  daher  den 
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TTTT.  Satz:  Sind  die  beiden  Per.  Char.  (s)  und  (rj)  syzygeüsch, 
aber  eu  beiden  ajsygetisch,  so  haben  die  drei  Gruppen  (s),  (ty),  (g) 
,_2  gerade  und  2u^__^  ungerade  Th.  Char.  gemeinsam,  welche  in 
*n  drei  Gruppen  ungepami  enOialten  sind,  zu  zweier^  aber  in  der 
nse  zusammengeMren,  daß  immer  zwei  zusammengehörige  Th.  Char. 
der  Gruppe  {srji)  gepaart  enthalten  sind. 

Sind  endlich  die  drei  Per.  Char.  (c),  {ri),  (f)  zu  je  zweien  syzy- 
isch,  d.  b.  ist: 

'S)  |f,i,|  =  |e,g|  =  |i,,g|  =  +  l 

1  daher  auch 

i9)  |f,1?,g|  =  +l, 

ergibt  sich: 

»)  V'  =  2P-^{2P-^  ±  1)  =  Q^'"'' 

haben  also  in  diesem  Falle  die  drei  Gruppen  {t),  (rf),  (g)  Sg^^^ 
•ade  und  8tt^_8  ungerade  Th.  Char.  gemeinsam,  welche  sich  in  gp_^ 
;.  u^_j  Systeme  von  je  8  derart  ordnen,  daß  die  8  Th.  Char. 
es  solchen  Systems  in  jeder  der  drei  Gruppen  vier  Paare  bilden 
1  der  Form: 

W  =  Kl  +  [^^]  =  bi%]  +  bv^f.] 
^1)  (v)  =  W  +  [^%]  -  [S«,]  +  hSx,] 

(O-'W  +  KxJ-^^^l  +  K^^] 

XIII.  Satz:  Sinti  die  rfrei  Per.  Char.  (f),  (ly)  wwd  (g)  zu  je 
^i^n  syzygetisch,  und  ist  nicht  (g)  =  (srf),  so  haben  die  drei  Gruppen 
»  (v)y  (0  8^_p_3  gerade  und  Sw^^j  tingerade  Th.  Char.  gemeinsam, 
che  in  Systeme  von  je  6  in  der  Weise  sich  ordnen,  daß  die  8  Th. 
ir.  eines  solchen  Systems  in  jeder  der  drei  Gruppen  vier  Paare  bilden. 

Periodencharakteristiken  sind  zuerst  von  Herrn  Prym  ^)  und  zwar 
Darstellung  jener  Systeme  korrespondierender  Halber  der  Perioden 
Seefahrt  worden,  in  welche  das  System  der  p  Riemannschen  Normal- 
)grale  übergeht,  wenn  man  für  die  Integralgrenzen  Verzweigungspunkte 
dt.  Sie  werden  von  Herrn  Prym  „Gruppencharakteristiken"  genannt, 
>fem  als  jede  von  ihnen  die  ganze  Gruppe  kongruenter  Charakteristiken 
tritt.     Ebenda  finden  sich  auch  die  Thetacharakteristiken. 


1)  Prym,  Zur  Theorie  der  Functionen  in  einer  zweibl&ttrigen  Fläche. 
icber  N.  Denkscbr.  Bd.  22.   1867,  pag.  11. 
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Per.  Char.  sind  auch  die  von  Herrn  Nöther  ^)  im  Anschlösse  an 
Riemann*)  und  Herrn  Weber')  eingeführten  GruppencharakterisUke»^ 
wobei  dieses  Wort  in  dem  Sinne  gebraucht  ist,  daß  diejenigen  Paare  ge- 
rader und  ungerader  Th.  Char.  (von  Herrn  Nöther  „eigentliche^  Chir. 
genannt),  welche  dieselbe  Sunmie  haben,  zu  einer  „Gruppe^  gerechnet  und 
diese  Summe  selbst  als  die  „Gruppencharakteristik"  bezeichnet  wird. 

Die  Unterscheidung  der  Per.  Char.  von  den  Th.  Char.  ist  spSter 
verwischt  worden.  Schon  bei  Weber*)  ist  die  Verschiedenheit  der  Be- 
zeichnung aufgehoben  worden  und  vollends  bei  Schottky*),  Frobenins*), 
Stahl  ^)  und  Prym'')  hat  jede  Unterscheidung  zwischen  Per.  Gh&r.  und 
Th.  Char.  aufgehört.  Später  hat  Herr  Nöther®)  wieder  anf  die  Kot- 
wendigkeit  der  Unterscheidung  zwischen  den  beiden  Arten  von  Charakte- 
ristiken hingewiesen,  die,  wie  er  auseinandersetzt,  zweierlei  Arten  der 
Zuordnung  von  lialben  Perioden  zu  Systemen  reiner  Berührangskarreii 
oder  Wurzelformen  entsprechen,  nämlich  der  2*^  Th.  Char.  zu  den  Wunel- 
formen  ungerader  Dimension  und  der  2*^  Per.  Char.  zu  den  Wnnel- 
formen  gerader  Dimension®).  Hier  hat  Herr  Nöther  auch  zum  ersta 
Male  gezeigt,  wie  das  verschiedenartige  Verhalten  der  beiden  Arten  vw 
Charakteristiken  gegenüber  einer  ganzzahligen  linearen  Transformitüm 
der  Perioden  die  Unterscheidung  derselben  klar  bedinge. 


1)  Nöther,  Über  die  Thetafunctionen  von  vier  Argumenten.  Erlanger  Ber. 
Heft  10.  1878,  pag.  87;  Zur  Theorie  der  Thetafunctionen  von  vier  Aigumeato. 
Math.  Ann.  Bd.  14.  1879,  pag.  248;  Über  die  Theta-Charakteristiken.  ErLBer. 
Heft  11.  1879,  pag.  198;  Zur  Theorie  der  Thetafunctionen  von  beliebig  Tid« 
Argumenten.     Math.  Ann.  Bd.  16.    1880,  pag.  270. 

2)  Riemann,  Zur  Theorie  der  Abel'schen  Functionen  für  den  Fallp=S. 
(Nachlass).    Ges.  math.  Werke.    Leipzig  1870,  pag.  456. 

8)  Weber,  Theorie  der  Aberschen  Functionen  vom  Geschlecht  3.  Berlin  1871 

4)  Schottky,  Abr.  e.  Th.  d.  Aberschen  Funct.  etc. 

6)  Frobenius,  Über  das  Additionstheorem  der  Thetafunctionen  mehrerer 
Variabcln.  J.  für  Math.  Bd.  89.  1880,  pag.  186;  und:  über  Gruppen  von  Theti- 
cbarakteristiken.     .1.  für  Math.  Bd.  96.    1884,  pag.  81. 

6)  Stahl,  Das  Additionstheorem  der  'O'- Functionen  mit  p  Aigumenta. 
J.  für  Math.  Bd.  88.  1880,  pag.  117;  und:  Beweis  eines  Satzes  von  Riemaai 
über  -e-- Charakteristiken.    J.  für  Math.  Bd.  88.    1880,  pag.  273. 

7)  Prym,  Unters,  ü.  d.  Riemann'sche  Thetaf.  etc. 

8)  Nöthcr,  Zum  Umkehrproblem  in  der  Theorie  der  AbePschen  IW- 
tionen.  Math.  Ann.  Bd.  28.  1887,  pag.  364;  auch  Schottky,  Zur  Theorie  dff 
Aberschen  Functionen  von  vier  Variabein.  J.  für  Math.  Bd.  102.  1888,  pag.  S04; 
und  Frobenius,  Über  die  Jacobi'schen  Functionen  dreier  Yariabeln.  J.  ßr 
Math.  Bd.  106.  1889,  pag.  36  haben  sich  später  dieser  Unterscheidung  toi 
Per.  Char.  und  Th.  Char.  angeschlossen. 

9)  Ebenso  bei  Klein,  Zur  Theorie  der  AbeFschen  Functionen.  Math.  An- 
Bd.  36.  1890,  pag.  1  (auch  schon  vorher  bei  Burckhardt,  Grundzüge  eias 
allgemeinen  Systematik  der  hyperelliptischen  Fimctionen  I.  Ordnung.  NäA 
Vorlesungen  von  F.  Klein.  Math.  Ann.  Bd.  36.  1890,  pag.  198),  der  sie  «!• 
Primcharakteristiken  (Th.  Char.)  und  Elementarcharakteristiken  (Per.  Ch»- 
unterscheidet. 


HiBtomches.    Fuudamenta] Systeme  von  Per.  Cbar. 
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§5. 

FtmdAmentalsysteme  von  Periodenoharakteri6tiken. 

Ein  Fumlammkilsysteni  von  Periodencharakteristiim  (F.  S.   von 
fer.  Char,)  tcerden  2 j?  +  1  Per,  Cliar,  (a^\  (a^),  -•,  (öj^^i)  genannt^ 
SU  je  zweien  azygetisch  sindy  für  welche  also  die  p(2p-^  1)  Glei- 
^ufiffeti    I  a^,,  a/  ^  —  1  (^,  v  =  l,  2,  -  -,  2p  -\-  \\   ^  <  i^)   hesieJien, 

Aus  dieser  Definition  ergibt  sich  folgendermußen  das  allgemeine 
Eidtmgsgesetz  sowie  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  F.  S.  von 
Char.  Uro  ein  F.  S.  von  Per.  Char.  zu  bilden,  nehme  man  für 
,)  eine  beliebige  der  2*^  —  1  eigentlichen  Pen  Chan  (die  aneigent* 
ehe  Per.  Char,  (0)  ist  auszuschließen,  da  sie  zu  jeder  anderen  Pen 
bar.  syzygetisch  ist).  Für  (ö^)  nehme  man  sodann  irgend  eine  der 
^~*  Losungen  der  Gleichung: 

U2)  1«!,  5Cl  =  —  1, 

^ie  folgende  Per.  Char.  {a^  hat  den  beiden  Gleichungen: 

143)  I  a^^  j;  I  =  —  1,       \a^j  x\^  —  l 

genügen.     Diese  Gleichungen  haben  2*^"*  Lösungen,  unter  denen 

Ich  auch  die  Per.  Char.  (a^aj)  befindet     Würde  man  aber  diese  für 

jij)  wählen,  so  könnte  keine  vierte  Per.  Chan  {a^  gefunden  w^erden, 

frelebe   zu  den  drei  Per.  Char.  (öj),  {n^)^  (a^  ^(^i^x)  azjgetisch  ist, 

aus    I  öj,  x  I  =  I  öj,  X I  =  —  1    notwendig    \a^a^,  x\^  +  \    folgt. 

Stelle  von  (a^)  kann  also  nur  eine  der  2*'*"'—  1  \ron  {a^a^)  ver- 

bhiedenen  Lösungen  der  Gleichungen  (143)  gesetzt  werden.     So  hat 

fortzufahren.     Sind  2A  —  1  Pen  Chan  (aj,  (%),  *-,  (^i-i)  ^^ 

ittelt,  die  zu  je  zweien  azygetisch  sind,  und  von  denen  (<7j^_i)  nicht 

pr  Summe  der  übrigen  gleich  ist,  so  wähle   man   für  (a^  j   irgend 

ae  der  2'^"*^  +  ^  Losungen  der  2iL  —  1  Gleichungen: 

144)  |a^,  a:|^  — 1.  (/i=i.8,  ^»ii-D 

solche  Pen  Chan  ist  dann  stets  von  den  2A  —  1  Pen  Char.  (aj), 
i)f  **  >  (^i-i)   unabhängig,  denn   die  Summe   einer  ungeraden  An- 

dieser  Pen  Chan  ist  zu  jeder  in  dieser  Summe  vorkommenden, 

le    Summe    einer   geraden   Anzahl   unter   ihnen    zu   jeder    io    dieser 

imme   nicht   vorkommenden    der    Pen  Chan    {a^)j  {^%)^  ''^  i^hx-i) 

xygetisch.    Ist  so  (ö,jJ  ermittelt,  so  hat  an  Stelle  von  (Ojji^^)  eine 

»g  der  2k  Gleichungen: 


l^i^H-1 


Oi=i,t,    ..ta) 


treten.  Unter  den  2'^"'*  Losungen  dieser  Gleichungen  befindet 
ch  stets  die  Summe  iflifh"*  ^ti)\  ^'^^e  darf  aber  nicht  als  («ji^i) 
bwäblt  werden,  weil  sonst  die  hierauf  zu  lösenden  2  A  +  1  Gleiekuu^^^Twv 
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(146)  \a^,x\=^-l  Ol  =.!,«,... .11+1) 

keine  Lösung  hätten,  da  aus  den  2A  ersten  unter  ihnen  notwendig 
[a^a^  •••  a^xy  x|  =  +  1  folgt.  An  Stelle  von  (öfji+i)  kann  also  nur 
eine  der  2^''"^^— 1  von  ((^1(^2'"  o^j^  verschiedenen  Losungen  dw 
Gleichungen  (145)  gesetzt  werden-,  diese  sind  aber  wiederum  alle  van 
den  Per.  Char.  (aj,  (og),  •••,  (a^J  unabhängig.  Hat  man  so  endlidi 
2p —  2  Per.  Char.  (aj,  (a^),  •••,  («2^-1)  ermittelt,  die  zu  je  zweia 
azygetisch  sind,  so  hat  för  (Ogp-i)  irgend  eine  der  2*  —  1  tot 
(jJ^iCii   "  a^p_i)  verschiedenen  Lösungen  der  2p —  2  Gleichungen: 

(147)  |a^,  a;|  =  -l  cu=i.8,--.,t^-« 

zu  treten,  hierauf  für  (a^p)  eine  beliebige  der  2  Lösungen  der  Glei- 
chungen: 

(148)  |a^,,a;|  =  -l  c«=i,i....,!ji-D 
und   endlich  für  (02^^.1)  als  die  einzige  Lösung  der  2p  Gleichungen: 

(149)  |a^^,  a;|--  1  (m^i,%.m 

die  Per.  Char.  («2^  +  1)  =  (^i^^g  •••  «^p).  Aus  diesem  Bildung^esetie 
für  die  2p  +  l  Per.  Char.  eines  F.  S.  ergibt  sich  einmal  als  Anzahl 
der  verschiedenen  F.  S.  (wenn  man  die  nur  durch  die  Reihenfolge 
der  Per.  Char.  unterschiedenen  F.  S.  als  identisch  betrachtet): 

(2*^-1)2^^-^(2^^-^  — 1)2^^"^    ••  (2^—1)2 

(150)  (2^  +  1)-' 

^  (2^^-l)(2-^-*-l)...(2*-l)  ^ 

und  weiter  als  Eigenschaft  der  Per.  Char.  eines  F.  S.,  daß  stets  die 
Summe  aller  2^  +  1 ,  niemals  aber  die  Summe  von  weniger  untei 
ihnen  der  uneigentlichen  Per.  Char.  (0)  gleich  ist. 

xrv.  Satz:    Die  Anzahl  der  verschiedenen  F.  S.  von  Per,  Char, 

beträgt: 

m  N  -  (2'^-  1)(2'^-'-  1)  .  . .  (2^-1)  op. 

W  ^  -  (2^4  1)-,  ^^  • 

XV.  Satz:  Die  Summe  aller  2p  +  1  Per.  Char,  eines  F.  S.  abfr 
nicht  die  Summe  von  weniger  unter  ihnen  ist  der  uneigentlid^en  P(f- 
Char.  (0)  gleich. 

Bildet  man  nun  aus  den  2p  +  l  Per.  Char.  eines  F.  S.  ille 
Kombinationen  zur  0*^",  V^"",  2*%  .••,  2p  +  1^  Ordnung,  so  sind  Ton 
den  entstehenden 

Per.  Char.  je  zwei  solche  und  nur  zwei  solche  einander  gleich,  welche 
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■sammen  alle  2p  +  1  Per.  Char.  des  F.  S.  enthalten.  Man  erhält 
ko  auf  die  angegebene  Weise  alle  2*^  überhaupt  existierenden  Per. 
mar.  und  zwar  jede  zweimal  und  kann  insbesondere  fOr  die  eigent- 
khen  Per.  Cbar.  den  Satz  aussprechen: 

XVI.  Sat£:  Jede  der  2-^  —  1  eigentlichen  Per.  Cliar.  läßt  sich 
nwer  und  zmir  auf  Bwei  W<nReti  durch  die  2p  +  1  Per.  CJhar  eines 
L  S.  darsUMen,  Die  heiden  Darstellungen  enthalten  ztisammen  alle 
p4-  1  Pf^*  Char,  des  F.  &'.  und  tivar  jede  nur  einnml;  die  eine  ent- 
mi  also  stets  eine  gerade,  die  andere  eine  ungerade  Arnold  von 
hr.  Oiar. 

Übergang  toh  einem  F.  S«  von  Per.  Char,  zu  einem  anderen. 

I  XVll,  Satz:  Am  einem  R  Ä  von  Per.  Char.  (ej^),  (Oj),  - '  •,  (^p+i) 
mt  immer  tviedt^  ein  F.  Ä  von  Per.  Char.  Jwrmr,  wenn  man  irgend 
me  gerade  Änmhl  seiner  Per,  Char.  {a^,  (o,),  *•*,  (a^J  durch  die 
br.  Char.  {sa^\  i^^ih  ' ' *?  i^^tj)  ^^-**^^^  *<'ö  s  =  (a^a^'-  a^^)  ist  Man 
mm  auf  diese  Weise  von  einem  F.  S.  £U  jedem  beliebigen  anderen  ge- 

[  Die  Richtigkeit  des  ersten  Teiles  dieses  Satzes  leuchtet  immittel- 
kr  ein,  da  die  Per,  Char.  (saj,  {sa^\  *•>  (sa^^)  sowohl  zu  je  zweien 
ptereinander  als  auch  zu  jeder  der  Per,  Char.  (et^x-i-i)*  '*f  (^j»  +  i) 
tygetisch  sind.  Um  weiter  zu  zeigen,  daß  man  auf  die  angegebene 
[eise  von  einem  F.  S.  zu  jedem  beliebigen  anderen  übergehen  kann, 
I  (6|),  (6j),  •-,  ihp^t)  irgend  ein  zweites  F.  S,  Ton  Per.  Char. 
ksselbe  möge  mit  dem  ursprünglichen  die  Per.  Chan  (hj)  =  (rt|),  * » •, 
L)  =  (a,)  gemeinsam  Laben.  Ist  dann  x  =  2pf  so  ist  infolge  der 
leichung  {a^a^  -  ^  -  a^^^  J  =  (b,b^  ^  -  -  b^^^^)  =  (0)  auch  (ij^^J  =  (a^^^  j) 
kd  es  sind  die  beiden  F.  S.  identisch.  Ist  dagegen  x  <  2p,  so  nehme 
lin  eine  beliebige  der  weiteren  Per.  Char.  des  zweiten  P.  S.  (bj^^i) 
kd  drücke  sie  als  Summe  einer  ungeraden  Anzahl  von  Per.  Char. 
P  des  ersten  F.  S.  aus.  Diese  Per.  Char,  sind  dann,  da  (h^^^)  zu 
i)  "^  (^^i)*  ■  *  *T  (K)  ^  (^J  azygötisch  ist,  sämtlich  von  (aj,  (öj),  • » -,  (a^) 
nrsehieden«  ohne  aber,  in  dem  Falle  wo  x  gerade  ist,  die  Summe 
kr  von  (a^),  (a^\  -  •  •,  (ttj  verschiedenen  Per,  Char.  des  ersten  F.  S, 
I  sein,  da  sonst  (^^^.i)  =  («i  a^  -  •  aj  =  (6|  6^  •  •  •  ij  wäre,  was  un* 
pgiich  ist.  Ist  also  (b^^i)  '^  f^x  +  i  ^*»+t  *  *  *  ^x+ia-i)j  ^^  ist  x  +  2A--  1 
1 2/*  4-  1  und  es  gibt  mindestens  noch  eine  weitere  unter  den  Per. 
|ltf,  des  ersten  F.  S.  (/i^^ji).  Ersetzt  man  aber  dann  die  gerade 
H^l  unter  den  Per.  Char.  des  ersten  F.  S.  («^^.i),  (ö^+j)>  •••> 
m^^)  durch  die  Per.  Char.  (sa,^^),  (sa^^^),  -,  (^^.^^i),  wo 
I  **  (^ic+i^«4.8 '•*  ^«+2i)  is*'»  ®^  erhält  man  ein  neues  F.  S.,  welches 
ber  tUn  Per.  Chan  (aj  =  {b^),  *-,  (aj  ^  {b^)  noch  die  Per.  Cbar» 
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(sa^^2^)  =  (6x+i)  ™^*  ^^^  zweiten  F.  S.  gemeinsam  hat,  mit  ilim  alto 
mindestens  x  -f  1  gemeinsame  Per.  Char.  besitzt.  So  fortfahrend  kaon 
man  schließlich  zu  einem  F.  S.  gelangen,  welches  mit  dem  F.  S.  (b^), 
i^i)}  "j  (p2p-\-i)  ^P  P®^-  Char.  gemeinsam  hat,  also  mit  ihm  idm- 
tisch  ist. 

Es  ist  nicht  uninteressant  zu  bemerken,  daß  man  das  im  letria 
Satze  angegebene  Verfahren,  irgend  eine  gerade  Anzahl  21  Ton  Per. 
Char.  eines  gegebenen  F.  S.  (a^),  (a^),  •••,  (a^^^  durch  die  Per,  Ch». 
(suj),  (sa^),  •••,  {sa^;D  zu  ersetzen,  wo  (s)  =  (a^a^-"  o^J  ist,  duekr 
fähren  kann,  indem  man  es  wiederholt  auf  nur  vier  dieser  Per.  Cbar. 
anwendet.     Um  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  einzusehen,  teile 
man  die  2A  Per.  Char.  (aj,  (ajj),  ••-,  (a^ji)  in  irgend  welcher  Rciha- 
folge  in  A  Paare  und  kombiniere  diese  k  Paare  auf  die  ^(A  — 1)Z 
möglichen  Weisen  zu  zweien.     Wendet  man  dann  das  genannte  Ye^ 
fahren   der  Reihe   nach   auf  die   sämtlichen  ^  (A  —  1)  A  so  gebildeten 
Systeme  von  je  vier  Per.  Char.  an,  so  gehen  in  der  Tat  die  21  Per. 
Char.  (aj,  (a^),  •••,  (a^J,  je  nachdem  X  gerade  oder  ungerade  ist>  ii 
die  Per.  Char.  (sa^)  {sa^\  •••,  (sa^^)  oder  in  die  Per.  Char.  (so,),  {sa^ 
(saj,  . . .,  (sa^ß,  («««i-i)  über,  wo  (s)  =  (a^  a,  •  •  -  a,;0  ist- 

2LVULL.  Satz:  DurcJi  eine  ganezahlige  lineare  Trans fonnatum gi^ 
aus  einem  F.  S,  vati  Per.  Char,  immer  wieder  ein  F.  S,  von  Per,  Char» 
hervor.  Man  Icann  auf  diese  Weise  vofi  einem  F.  S.  zu  jedem  hdidrift» 
anderen  gelangen. 

Die  Richtigkeit  des  ersten  Teiles  dieses  Satzes  leuchtet  unmitid- 
bar  ein,  da  durch  jede  ganzzahlige  lineare  Transformation  zwei  azy- 
getische  Per.  Char.  stets  wieder  in  zwei  azygetische  übergehen.  Um 
weiter  zu  zeigen,  daß  man  auf  diese  Weise  von  einem  F.  S.  wn 
Per.  Char.  zu  jedem  beliebigen  anderen  gelangen  kann,  genügt  es  a 
beweisen,  daß  man  ein  willkürlich  gegebenes  F.  S.  von  Per.  Chir. 
(rt^),  (^g),  •••,  (^ojj,^.i)  durch  ganzzahlige  lineare  Transformation  in  ein 
spezielles  z.  B.  das  F.  S. 


,,  s       /o  0  0  • . .  o\  ,,  V       /l  0  0 

(^)  =  (ioo...o)>  (^^)  =  (ooo 

,.  .        /l  0  0  . . .  0\  ,,  .        /l  1  0 

('^3)  =  (iio-..o)'  (^^  =  (ioo 


(152) 


::3. 
::3. 


1  0/' 


(«•.p+i)=(j;::;J) 

überführen    kann.     Um   sich   aber  Ton    der  Richtigkeit  dieser  Be 


irten   speziellen   ganzzahligen   linearen   Transformationen   A 

irforniatjon  A, 
ij  fCir  welche 


elueni  F,  S.  von  Per.  Ch&r«  zu  einem  anderen. 
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►tung   zu   überzeugen,   fasse   man    die  im  V.  Satz  pag.  153  de* 


B^ 


üf 


,  p)   ins  Auge   und   beachte,   daß   durch  die 
eine   Per.  Char.  («)   in  jene  Per.  Char,  (ij)   über- 


daß   ferner  durch   die  Transformation  B    eine  Per.  Char.  («)  in 
Per  Char,  (i^)  übergeht,  für  welche: 


9> 

daß   weiter  durch  die  Transformation  C      mue  Per   Char. 


Kt)  in 


Per.  t/har.  [ij)  übergeht,  für  welche: 

daß  endlich  durch  die  Transformation  D  eine  Per  Char.  («)  in 
Per.  Char.  (ly)  übergeht,  für  welche: 

)  VQ^^of      Vü^^^j     Vff'=^a3     V^V 

während  jedesmal   alle  nicht  genannten    Großen  ly,  ti'  den   ent- 

Knienden  Größen  a^  i  gleich  sind.  Man  erkennt  nun  leicht,  daß 
durch  passende  Anwendung  solcher  spezieller  Transformationen 

ichst  die  erste  Per.  Char.  (a^)  des  gegebenen  F.  S.  in  die  spezielle 
Char.  (Pi)  überführen  kann,  indem  man  zuerst  durch  Transfor- 
ionen A^  B  ((>  =  1,  2,  ••',  ^)  die  sämtlichen  Elemente  der 
en  Horizontalreihe,  und  hierauf  durch  Transformationen  C  , 
(^^  d  =  1,  2,  •••,  p)  alle  Elemente  der  unteren  Horizontalreine 
Ausnahme  des  ersten  auf  Null  reduziert.  Wührend  dieser  Trans- 
lationen ist  die  zweite  Per.  Cbar.  (öj)  des  gegebenen  F.  S.  in  eine 
Char.  (a^)  Übergegangen,  bei  welcher,  da  sie  zur  Pen  Char  {h^ 
:etisch  ist,  das  erste  Element  der  oberen  Horizontalreihe  den 
1  hat,   und  welche,   ohne    daß  durch  die  dabei  anzuwendenden 

naforniationen  die  Per.  Char.  (fc^)  geändert  Avird,  in  die  Per.  Char. 
Übergeführt  werden  kann,  indem  mau  zuerst  unter  Beiseitelassung 

ersten  Vertikalreihe  durch  Transformationen  A^^  B^  (g  =  2,  3,  *"*,|j) 
Elemente    f^,  i^^  -**,  ip    und    durch   Transformationen   C  ,,  D^ 

tf  *=  2y  3,  *  *  f  p)  die  Elemente  e^\  •  •  •,  s*,  hierauf  durch  die  Trans- 
ation  B^A\'B^  das  Element  f/  und  endlich  durch  die  Transfor- 
ion  B^  f^u-^i  ^^  Element  fg'  auf  Null  reduziert.  Jede  andere  Per. 
•  iO  (^  ^^i  ^*  '  "*'  ^P+^)  des  gegebenen  F.  S.  ist  nach  diesen 
onen  in  eine  Per.  Char.  (a^)  übergegangen,  bei  welcher,  da 
jj  azygetisch  ist,  das  erste  Element  der  oberen,  und  da  sie  zu 
azygetißch  ist,  auch  das  erste  Element  der  imteren  Vertikidreihe 
Wert  1   hat.     indem  man  nun  die  erste  Vertikalreihe  ganz  aus 
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dem  Spiele  läßt,  kann  man  mit  den  p  —  1  letzten  Yertikalreilieii  i 
vorher  verfahren  und  die  Per.  Char.  (a,')  und  (a^^),  in  weld» 
Per.  Char.  (a,)  und  (aj  des  gegebenen  F.  S.  durch  die  biaherii 
Transformationen  übergegangen  sind,  in  die  speziellen  Per.  Char.  | 
und  (b^  überführen.  So  fortfahrend  gelingt  es  schließlich,  die 
Per.  Char.  (oj),  (fl,),  •••,  (flg^)  des  gegebenen  F.  S.  in  die  Per.  Cl 
\Pi)r  {h)y  "f  (^2b)  zu  transformieren,  wodurch  dann  wegen 
XV.  Satzes  auch  (fljo+i)  =  (^i^+i)  wird. 


Übergang  zu  den  Thetacharakteristikenu 

r 

Bezeichnet  man  mit  (^a)  die  Summe  von  irgend  v  verschiede 
unter  den  2i)+l  Per.  Char.  K),  (a,),  ■  •,  (Oj^+i)  eines  F.  S-, 
sind,  wie  im  Vorigen  gezeigt  worden  ist,  in  den  Formen: 

aöV  (0),    (ia),    da),   •••,   Cia) 

alle  2-''  Per.  Char.  und  zwar  jede  nur  einmal  enthalten;  das  Gle 
gilt  daher  auch  von  den  Formen: 

ym)  W,    {x+:^a),    (x+^a),   •••,   (x+J'a), 

r 

WO  (x »   irgend  eine  Per.  Char.  und  (x  +  ^a)  die  Summe  der 

Char.  tx)  und  {^a)  bezeichnet.  Man  fasse  nun  die  Charakteriil 
des  F.  S.  als  Th.  Char.  [a^],  [ffj],  •••,  [rtj,4.i]  auf,  suche  unter  i 
iiie  ungeraden  heraus  und  bilde  deren  Summe  [iij.  Indem  man 
diese  Charakteristik  an  Stelle  von  ^x)  in  (158)  treten  laßt,  c 
man  die  sämtlichen  2-^  Th.  Char.  dargestellt  in  den  Formen: 

l  2  P 

Es  soll  jetzt  der  Charakter  einer  Th.  Char.  von  der  Form  [»^ 
bestimmt  werden,  wo  v  irgend  eine  Zahl  aus  der  Reihe  0^  l^-r" 
bezvioLnei:  dabei  wird  sieh  zeigen,  daß  dieser  Ch«wHir/1 

j-r.Je.-en  A.:-wäh!  der  r  Th.  Char.  [a],   aus 


le^teht,  unabhängig  ist,  also  für  alle  ^^'^   1 

I*— J^j    derselbe  isL    Man   bexeiehne  db 
TL  Char.  [a]  mit  ^  und  weiter  mit  k  d? 
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Char.   [a],   welche  in   [2a]  Yorkommen;  es   besteht   dann   die 

Char.  [n  +  ^a]  aus  s  —  h  ungeraden  und  v  —  h  geraden  Th.  Char. 
,  und  es  ist  daher  auf  Grund  der  Formel  (76)  ihr  Charakter  be- 
imt  durch  die  Gleichung: 

|n+^a|  =  (-l) 

raus  erkennt  man  einmal^  daß  dieser  Charakter  in  der  Tat  nur 

i  der  Anzahl  v  aller  Th.  Char.  in  [^a],  nicht  aber  von  der  An- 
1  h  der  unter  ihnen  vorkommenden  ungeraden  abhängt^  daß  also 

\s  die  zu  gleichem  v  gehörigen  Th.  Char.  [n  +  ^a]  auch  gleichen 
Eirakter  haben;  weiter  aber  erkennt  man,  daß  dieser  Charakter  in 
L  entgegengesetzten  übergeht,  wenn  die  Zahl  v  sich  um  2  ändert, 

i  also  Th.  Char.  von  der  Form  [n  +  ^a]  und  Th.  Char.  von  der 

rm  [n  +  ^a]  stets  ungleichen  Charakters,  Th.  Char.  von  der  Form 

V  v  +  4 

+  ^a]  und  Th.  Char.  von  der  Form  [n  +  ^a]  dagegen  stets 
ichen   Charakters  sind.     Beachtet  man  dann  noch,  daß  jede  Th. 

ar.  von  der  Form  [n  +  ^a]  infolge  des  XV.  Satzes  auch  in  die 

p 
rm  [n  +  ^a]  gebracht  werden  kann,  die  Th.  Char.  von  den  Formen 

p  p+i 

+  2^]  ^^d  [w  +  2^]  ^^  jedenfalls  gleichen  Charakters  sind,  so 
lalt  man  schließlich  die  sämtlichen  2^p  Th.  Char.  angeordnet  in 
ei  Reihen: 

[n  +  ^a],    [n+^a], 

;i\  •  (^=0,1,2,..) 


[n+^a],    [n+^a], 


i  weiß  bestimmt,  daß  die  eine  Horizontalreihe  die  g^  geraden  Th. 
ir.  und  jede  nur  einmal,  die  andere  die  u^  ungeraden  Th.  Char. 
1  jede  nur  einmal  enthält.  Um  zu  entscheiden,  welche  Reihe  die 
aden  und  welche  die  ungeraden  Th.  Char.  enthält,  wird  man  die 
zaM  der  in  jeder  Reihe  stehenden  Th.  Char.  bestimmen;  die  eine 
he  muß  g^j  die  andere  u^  Th.  Char.  enthalten,  und  die  erstere  stellt 
in  die  geraden,  die  letztere  die  ungeraden  Th.  Char.  dar. 

p—lQ  p— 40--S 

Um  nun  die  Anzahl  der  in  den  Formen  [n  +  ^a]  und  [n  +  ^a] 
^0,  1,2,  " ')  enthaltenen  Th.  Char.  zu  bestimmen,  gehe  man  von 
Gleichung: 

Krftsar,  ThtafnwVtiffliiii  \% 
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(162)  {i  +  xy^^'^2!rt^)^ 

aus.     Setzt  man  darin  an  Stelle  von  x  der  Reihe  nach  die  W« 
+  1,  —  Ij  +  ij  —  i,  multipliziert  die  vier  so  entstandenen  Gleicluing 
bez.  mit  (+  ly^  (—  ly,  (—  iy,  (+  i^  und  addiert  sie  zneinander, 
erhalt  man,  da 

(163)  il±i)"  =  (±2ty' 
ist: 

(164)  2»'+i  +  2^+^  =2^  [1  +  (- 1)''+''][1  +  (-  iyf'^''](^^'^) 

Nun  besitzt  aber  der  Ausdruck 

(165)  [1  +  (-  1)-+^]  [1  +  (-  l)^f>+'] 

für  i/=j)  (mod.  4)  den  Wert  4,  f&r  i/=|)—  1, p  — 2  oder  p- 
(med.  4)  dagegen  den  Wert  Null;  es  fallen  also  auf  der  rechten  Se 
der  letzten  Gleichung  alle  jene  Glieder  heraus,  bei  denen  nicht  v  b 
(mod.  4)  ist,  und  man  erhält  daher  aus  ihr,  wenn  man  noch  lii 
und  rechte  Seite  durch  4  dividiert,  die  Gleichung: 

ä'-(2'+i)=r+')+a''-.')+c/-.')+- 

(166)  .(^.+ .)  +  (>. +;)  +  (»»+;)  +  ... 

Diese  Gleichung  zeigt  aber,  daß  die  Anzahl  der  in  der  ersten  H< 
zontalreihe  von  (161)  stehenden  Th.  Char.  g^  ist,  daß  also  die  ' 
Char.  von  den  Formen: 

(167)  [n+2^a],     [n+J^a]  (j-itM 

^^^    9p    geraden,    und    folglich    die    in   der   zweiten   H( 
stehenden  Th.  Char.  von  den  Formen: 

die  Up  ungeraden  Th.  Char.  sind.     Man  hat  al 

xrx.  Sata:   Sind  (a^),  (o,),  •••,  («,., 
eim'ü  F.  S.  und  bemchnet  man  mü  \fr 
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>+l  Th.  Char,  [oj],  [a^\  •••,  [«2^+1]  varkammenden  ungeraden  Th. 
wr^  so  werden  von  den  Formen: 

I)  [n+^a]y     [n+^a]  (^=0,1,2...) 

5  sämtlichen  g^  geraden  Th.  Char,  und  jede  nur  einmal;  von  den 
yrmen: 

H)  [n+^a],     [n+^a]  (p=o,i,2,-.) 

e  sämäichen  u^  ungeraden  Th.  Char,  und  jede  nur  einmal  geliefert; 
ler  imter  Anwendung  des  XY.  Satzes  in  etwas  anderer  Fassung: 

XX.  Sats:  Sind  (a^),  (o^),  ••  •,  («jp+i)  die  2p +  1  Per.  Char,  eines 
.  S,  und  bezeichnet  man  mit  [n]  die  Summe  der  unter  den  2p  +  \ 
i.  Char.  [04],  [a,],  •••,  [«sp+il  vorliommenden  ungeraden  Th.  Char,,  so 
jrden  von  den  Formen: 

in)  [n+^a]  (^=0,1,8,..) 

id  ^)enso  von  den  Formen: 

JV)  [n+^a]  (^=0.1,8,..) 

e  sämtlichen  g^  geraden   Th.  Char.  und  jede  nur  einmal;  von  den 
Trmen: 

P  +  2±Aq 

IV)  [n+^a]  (e=o,i.2,..) 

trf  ebenso  von  den  Formen: 

P  +  9±4q 

'TL)  [n+^a]  (p=o,i,2,-) 

5  sämtlichen  u^  ungeraden   Th,  Char.  und  jede  nur  einmal  geliefert. 

1 
Die  2p  +  1  Th.  Char.  von  der  Form  [n  +  ^a]  sind  nach  den 
tsten  Sätzen  alle  von  demselben  Charakter  und  zwar  gerade,  wenn 
s  0  oder  1  (mo4  4),  ungerade,  wenn  p  =  2  oder  3  (mod.  4)  ist. 
an  81^  von  ihnen,  daß  sie  eine  Hauptreihe  von  Th.  Char.  bilden; 
n  Kombinationen  3*®',  5**',  7*®',  •  •  •  Ordnung  sind  jedesmal  eben- 
Us  unter  sich  von  gleichem  Charakter  und  zwar  die  Kombinationen 
";  9*",  •  •  •  Ordnung  von  demselben,  die  Kombinationen  3**',  7**',  •  •  • 
^ong  von  entg^ngesetztem  Charakter  wie  die  Th.  Char.  der 
iiqifcreihe  selbst    Auf  diese  Weise  erhalt  man  den 
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XXI.  SatE:  Sind  (04),  (a^),  •••,  (a^-^i)  die  2p +1  Per.  Chor. 
eines  F,  8.  und  hezeidmet  man  mit  [n\  die  Summe  der  unüer  dm 
2|}  +  1  Th,  Giar.  [04],  [a^]y  •••,  [«1^+1]  vorkommenden  ungeraden  Tk 
Char.,  so  sagt  man  von  den  2p +1  Th.  Chor. 

(XVn)    [Äj  =  [na,],    [Ä,]-[na,],    •  • .,   [Ä,,+x]  -  [no,,^  J, 

daß  sie  eine  HauptreOie  von  Th.  Char.   bilden,  und  man  erhaUf  jt 
nachdem  p  =  Oy  1  (mod.  4)  oder  p  =  2^  3  (mod.  4)  id^  von  den  Formm: 

(XVm)  \^h]  fe-o^i,V-:) 

die  sämtlichen  geraden  oder  ungeraden  Th.  Char.  und  jede  nur  einmd, 
von  den  Formen: 

40  +  8 

(XIX)  L^Ä]  (f-^tU-i 

die  sämtlichen  ungeraden  oder  geraden  Th.  Char.  und  jede  nur  tinmd 
geliefert,  wäJirend  die  Kombinationen  gerader  Ordnung: 

Sx 

(XX)  (JSf^)  C«i.V".D 

der  Charakteristiken  der  Haupireihe  die  sämäiefien  2***  —  1  eigenäitka^ 
Per.  Char.  ufid  zwar  jede  nur  einmal  liefern. 


§6. 

Die  Gruppe  der  mod.  2  inkongruenten  gannahligen  linaiM 

Transformationen. 

Da  zwei  gaiizzahlige  lineare  Transformationen  T,  T\  deren  Tnuis 


formationszahlen   c«^   bez.   Ca^   (a,  /3=  1,  2,  • 

-,2p)    den   4p*  Kon- 

gruenzen : 

(169)                                   Caß  =  Caß  (mod.  2) 

genügen,  eine  gegebene  Per.  Char.  (e)  stets  in  die  nämliche  Per.  Chif- 
(?)  überführen,  so  sollen  dieselben  hier  als  nicht  verschieden  angesehffl 
werden.  Die  unendliche  Gruppe  der  ganzzahligen  linearen  Traifi- 
formationen  reduziert  sich  dann  auf  eine  endliche,  welche  die  Orfff 
G  der  mod.  2  inkongriienteft  ganzmhligen  linearen  TransformaücM» 
genannt  wird.  Es  soll  zunächst  der  Grad  Q  dieser  Gruppe  bestifflfl' 
werden. 

Da  nach  dem  XYIU.  Satz  durch  eine  ganzzahlige  lineare  TittS- 
formation  ein  F.  S.  von  Per.  Char.  immer  wieder  in  ein  F.  S.  ton 
Per.  Char.  übergeht,  und  da  man  auf  diese  Weise  ein  gegebenes  F.  S. 
in  jedes  beliebige  andere,  entweder  von  anderen  Per.  Char.  gebildet* 
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er  auch  von  denselben  Per.  Ghar.  nur  in  anderer  Reihenfolge,  über- 
liren  kann,  so  ergibt  sich,  das  der  Grad  Q  der  Omppe  Oj  d.  h.  die 
izahl  der  med.  2  inkongruenten  ganzzahligen  linearen  Transforma- 
»nen  mit  der  Anzahl  der  verschiedenen  F.  S.  von  Per.  Char.  über- 
isiimmt  (wobei  aber  zwei  F.  S.,  die  sich  nur  durch  die  Reihenfolge 
r  Per.  Char.  unterscheiden,  als  verschieden  zu  zahlen  sind),  sobald 
chge wiesen  ist,  daB  nur  durch  die  identische  Transformation  aber 
rch  keine  andere  ein  F.  S.  in  sich,  auch  der  Reihenfolge  der  Per. 
lar.  nach,  übergehen  kann.  Von  der  Richtigkeit  dieser  letzten  Be- 
uptung  überzeugt  man  sich  aber  folgendermaßen.  Sobald  durch 
le  Transformation  T  ein  F.  S.  in  sich  übergeht,  auch  der  Reihen- 
ige seiner  Per.  Char.  nach,  wird  durch  diese  Transformation  T  ge- 
IB  dem  XVI.  Satz  überhaupt  jede  der  2*''  Per.  Char.  in  sich  über- 
führt, also  speziell  auch  jene  2  p,  bei  denen  immer  nur  ein  Element 
n  Wert  1  besitzt,  während  alle  2p  —  1  anderen  den  Wert  0  haben; 
s  den  Formeln  (17)  ergibt  sich  aber  dann  sofort,  daß: 

^  ""p       ly   wenn    a  =  /J, 

j  d.  h.  daß  die  Transformation  T  die  identische  ist.  Man  hat 
\o  den 

XXn.  Satz:  Der  Grad  Q  der  Gruppe  G  der  mod.  2  inkongruenten 
\earen  Transformationen  beträgt: 

XI)    Q  =  (2i?+  l)!iV=  {2^P-  1){2^P-*-'  1)  ...  (2^-  1)  -  2^. 

Aus  den  4|>'  Transformationszahlen  c^ß  einer  ganzzahligen  linearen 
ansformation  entstehen,  indem  man  sie  durch  ihre  kleinsten  posi- 
en  Reste  nach  dem  Modul  2  ersetzt,  4p^  Zahlen 


n) 


^pif       *  •  'j  ^p,p}      S,p+i?       *  *  •>  ^p,^py 


Iche    samtlich    den    Wert   0    oder    1    besitzen    und    welche    den 
2p  —  1)  Kongruenzen  mod.  2: 

c^\       Vr^   p       -p       p  ^  =  ^'  ^®''''  /5  =  !>  +  «, 

^J        ^  K^Qa ^p^g,fi      ^p+g,a^Qfi)  —  0,   wenn   ß^p  +  cc, 

ifigen.    Um  nachzuweisen,  daß  auch  umgekehrt  zu.  )^<&m  %Q\.^^Ti 
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Systeme  von  4p^  Zahlen  s^^  eine  ganzzahlige  lineare  Transformation 
T  existiert,  deren  Transformationszahlen  c^g  mit  ihnen  durch  die 
4p^  Kongruenzen: 

(173)  ^aß^^afi   (mod.  2)  (a,,«  =  l,S,...,t|) 

verknüpft  sind,  hat  man  noch  zu  zeigen,  daß  die  Anzahl  der  rer- 
schiedenen  den  Kongruenzen  (172)  genügenden  Zahlensysteme  £^^ 
gleich  ist  der  Anzahl  Q  der  mod.  2  inkongruenten  ganzzahligen 
linearen  Transformationen.  Um  diesen  Nachweis  zu  erbringen,  hg» 
man  die  2p  Zahlen  s^^,  •••,  s^^,  ^p+i,a>  '*'>  ^ip,a  ^ui^r  Vertikaheihe 
des  quadratischen  Schemas  (171)  als  Elemente  einer  Per.  Char.  (fj 
auf.  Die  p  (2p  —  1)  Kongruenzen  (172)  sagen  dann  aus,  daß  die 
2p  so  definierten  Per.  Char.  («J,  (fg),  •••,  («tp)  ^^^  p(ßP^  1)  ^^' 
chungen: 

^^'^^  '^«'^.^'       +1,   wenn   ß^p  +  a, 

befriedigen,  und  es  kann  jetzt  die  Anzahl  der  möglichen  Zahlen- 
systeme e^^  dadurch  bestimmt  werden,  daß  man  mit  Hilfe  des 
III.  Satzes  die  Anzahl  der  verschiedenen  Systeme  von  2p  Per.  Ch». 
(h))  ih))  "y  (hp)  ermittelt,  welche  den  Bedingungen  (174)  genügen. 
Um  aber  in  allgemeinster  Weise  ein  System  von  2p  Per.  Char. 
(^i);  (h)y  "'7  (hp)  2^  bilden,  welches  die  Bedingungen  (174)  erf&Ut, 
nehme  man  für  (tj)  eine  beliebige  der  2*''  —  1  eigentlichen  Per. 
Char.  und  hierauf  für  (f^^i)  irgend  eine  der  2*''""*  Lösungen  der 
Gleichung: 

(175)  ;^i;fp  +  il  =  -i- 

Die  Per.  Char.  (eS)  hat  femer  die  beiden  Gleichungen: 

(176)  £i,  fj  I  =  +  1,       I  £^^1,  £2  1  =  +    1 

zu  befriedigen;  diesen  Gleichungen  genügen  2*'*"*— 1  eigentliche 
Per.  Char.,  von  denen  eine  beliebige  an  Stelle  von  (e^)  gesetzt  werdan 
kann,  worauf  daim  an  Stelle  von  (fp+g)  eine  beliebige  der  2*''* 
Lösungen  der  Gleichungen: 

(177)  I  £1,  fp  +  2  I  =  +  1;      I  hy  ^p+2  !  =  -  1;      I  ^p  +  u  «p+2  I  =  +  1 

zu  treten  hat.  So  kann  man  fortfahren  und  erkennt,  daß  die  AnxiU 
der  verschiedenen  den  Bedingungen  (174)  genügenden  Systeme  ton 
Per.  Char.  (f^),  (e^),  •••,  (^2^)  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Anzahl  der 
verschiedenen  aus  Zahlen  0,  1  gebildeten,  die  Kongruenzen  (172)  ff- 
füllenden  Systeme  von  4p^  Zahlen  a^^  in  der  Tat 

(178)  (2«/'-l)2«^-^(2»P-«--l)2«P-»...(2«-l)2»Q 
ist.     Damit   ist   aber  auch   der  Nachweis   erbracht^    daB    zu 
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jlcben  Zahlensysteme  b^^  eine  ganzzahlige  lineare  Transformation  T 
dem  obigen  Sinne  gehört,  und  man  hat  den  Satz  bewiesen: 

jLXiu.  Satz:    Die    GesamOieit  der  mod.  2   inkonprumtetf   ganz- 
Unenref^  TransformafumeH  kann  audi  definiert  werden  als  die 
HtnikeU  aller  jener  Gleiclmngensysieme: 

Kotffissienten  i^.  ausscMießlicfi  die   Werte  0,  1  besitzeti  md  den 
}(2p  —  1)  Kmufruensen: 


V    ^^^^a^|.  +  cn^      ^p^^.^^qß)-Q^   wenn    ß'^p  +  tt, 


1 ,    wenn    /5  =  J*  +  « , 
0,   1 


Aus  dem  Systeme  der  2^^  —  1  eigentlichen  Pen  Chan  geht  durch 

|ine   ganzzahlige    lineare  Transformation   T   wieder   das  System   der 

*^—  1    eigentlichen   Per.  Cbar    nur    in   anderer  Reihenfolge  hervor, 

&r  80^  daß,    wenn  (f^)  und   (e  )   syzygetisch   oder  azygetisch   sind^ 

anch   die  an  ihre  Stelle  tretenden  Per,  Char.  (f^),  (6  j  syzyge- 

ch    oder   azygetisch    sind.     Es   entspricht   also  jeder  ganzzahligen 

ren    Transformation  T  eine    Substitution    S  der   Per.  Char.,    bei 

reicher    zwei    syzygetische   Per.  Char.    wieder   in   zwei  syzygetische, 

rei    azygetische   Per.  Char.   wieder    in    zwei  azygetische    übergehen, 

Heser  Satz  gilt  auch  umgekehrt.   Ist  nämlich  S  eine  Charakteristiken- 

ibstitution  der  bezeichneten  Art,  so  gibt  es  immer  auch  eine  ganz- 

lige  lineare  Transformation  T,  welche  die  nämliche  Permutation 

&r  2^^— 1   eigentlichen  Per.  Char.   reriu'sacht.     Von  der  Richtigkeit 

lieser  Behauptung  überzeugt  man  sich  folgendermaßen.     Man  nehme 

den  2»^  -  1  eigentlichen  Per.  Char.  (f)  2i)  +  1  (fj),  (f ,),  •  •  -,  (f,^+i) 

smuSi   welche   ein   F.  S.   von  Per.  Char.  bilden;   die  ihnen  vermöge 

er  Substitution  S  entsprechenden  2;j  + 1  Pen  Char.  (lyj,  (»^j),  •  •  •,  (i^jp^i) 

Iden  dann,  da  auch  sie  zu  je  zweien  azygetisch  sind,  gleichfalls  ein 

S.  und  es  gibt  daher  nach  dem  XVIIl.  Satz  auch  eine  ganzzahlige 

aeare  Transformation   T,   welche  die   Per.  Char.  (^J,  ***;(^gp  +  i)    'i' 

Per.  Char.  (lyj,  »-,  (??»^+i)  überführt,    Ist  nun  (a  )  eine  beliebige 

dttere  der  Per.  Char.  {t\  so  ist  dieselbe  unter  allen  niclvt  zum  F.  S, 

^hörigen  Per,  Char.  {t)  eindeutig  bestimmt  durch  ihr  syzygetisches 

ad  azygetisches  Verhalten  zu  den  2^+1  Per.  Char.  des  F.  S.,  da 

dem  XV.  Satz  die  2/*  +  1  Gleichungen: 

unabhängige  repräsentieren,  durch  2p  unabhängige  derartige  ßlei- 
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chungen  aber  nach  dem  III.  Satz  eine  Per.  Char.  eindeatig  bestimmt 
ist.  Bezeichnet  man  nun  mit  (rj)  jene  Per.  Char.^  in  welche  {B^ 
vermöge  der  Substitution  S  übergeht,  so  genügt  dieselbe  der  Vor 
aussetzung  über  die  Substitutionen  S  zufolge  der  2p +1  Gleichungen: 

(180)  |i?„i?,i=(-iA  !^„i?,i-(-iA  -,  |i?.,+i,i/,i-(-i)'*'" 

und  ist  wiederum  durch  diese  eindeutig  bestimmt;  daraus  folgt  aber, 
daß  auch  die  Transformation  T  die  Per.  Char.  (£  )  nur  in  die  Per. 
Char.  (rj)  und  keine  andere  überführen  kann,  da  auch  hier  die  Glei- 
chungen (180)  bestehen  müssen.  Man  hat  so  den  folgenden  Saii 
bewiesen: 

XXTV.  Satz:  Die  Gruppe  G  der  nwd,  2  inkongruenten  gamzMigm 
linearen  Trmisformationen  T  ist  holoedrisch  isomorph  zu  der  Gruppe  H 
jener  Substitutionen  S  der  Per.  Char,,  durdi  welche  je  zum  syzygetisdte 
Per.  Cliar.  wieder  in  zwei  syzygetisdie,  je  zwei  azygetische  Per.  Char. 
wieder  in  zwei  azygetische  ühergeheti. 

Man  definiere  jetzt  weiter  eine  Gruppe  PC  von  Substitutionen 
S'  der  Per.  Char.,  indem  man  2*^  erzeugende  Substitutionen  S(i)  durdi 
die  Forderung  definiert,  daß  S(i)  eine  Per.  Char.  (iy)  ungeändert  lasse, 
wenn  (iy)  zu  (f)  syzygetisch  ist,  dagegen  (iy)  in  (fiy)  überführe,  wenn 
{ri)  zu  (f)  azygetisch  ist.  Jede  Substitution  5(^),  mit  Ausnahme  der 
identischen  S(i),  läßt  dann  2*'"*  der  Per.  Char.  ungeändert,  mhrend 
sie  die  2*''"^  übrigen  paarweise  miteinander  vertauscht.  Es  soll  nach- 
gewiesen werden,  daß  diese  Gruppe  H\  wie  sie  durcb  die  2*'  Sub- 
stitutionen S(f)  als  erzeugenden  Substitutionen  definiert  ist,  mit  der 
Gruppe  H  identisch  ist.  Zunächst  ist  ohne  Mühe  zu  sehen,  dafi 
durch  eine  Substitution  S(t)  zwei  syzygetische  Per.  Char.  (ij),  ({) 
wieder  in  zwei  syzygetische,  zwei  azygetische  Per.  Char.  wieder  in 
zwei  azygetische  übergehen,  und  daß  daher  auch  jedes  F.  S.  von  Per. 
Char.  wieder  in  ein  F.  S.  von  Per.  Char.  übergeht.  Daraus  folgt  al)er 
bereits,  daß  die  Gruppe  H'  nur  entweder  ein  Teiler  von  H  oder  die 
Gruppe  H  selbst  ist.  Um  das  letztere  zu  beweisen,  hat  man  nnr 
noch  zu  zeigen,  daß  es  in  der  Gruppe  IT  stets  eine  Substitution  S 
gibt,  welche  ein  beliebig  gegebenes  F.  S.  (oi),  (a^),  ••  •,  (a^^^j)  in  ein 
willkürlich  gegebenes  zweites  (t^),  (ft^),  •••,  Q>%p^i)  überführi  Zo 
dem  Ende  ist  zunächst  zu  zeigen,  daß  die  Gruppe  IT  hinsichtliek 
der  2*^  —  1  eigentlichen  Per.  Char.  transitiv  ist,  d.  h.  daß  es  moglicb 
ist,  eine  beliebige  eigentliche  Per.  Char.  (a)  vermittelst  einer  Sub- 
stitution S'  in  eine  beliebige  andere  (iy)  überzuführen.  Sind  aber 
(f)  und  (?;)  azygetisch,  so  wird  diese  Überführung  durch  die  Sub- 
stitution >Sf(^,.)  geleistet,  weil  dann  auch  {ari)  zu  (c)  azygetisch  ist, 
also  (b)  in  (f)^«)  =  (iy)  überführt.  Sind  (b)  und  (iy)  syzygetisch,  so 
bestimme  man   eine   dritte  Per.  Char.  (^),   welche  sowohl  za  (<)  ib 
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b  (ij )  azygetisch  ist;  durch  die  nacheinander  auszuführenden  Sab- 
litatiüneD  S{,Oj  S{t^:)  wird  dann  die  Überi'ührung  von  (f)  in  (t^)  be- 
lirkt^  da  durch  die  erste  (s)  in  (J),  durch  die  zweite  (g)  in  (ff) 
»ergeht.  Man  nehme  jetzt  die  erste  Per  Char.  (a^)  des  gegebenen 
1  8,  und  bestimme,  was  nach  dera  soeben  Bewiesenen  stets  möglich 
It^  eine  Substitution  S/  der  Gruppe  J?'  derart,  daß  durch  sie  (Oj)  in 
l)  übergeht.  Die  «weite  Charakteristik  (a^)  des  gegebenen  F.  S.  gehe 
mrch  6y  in  die  Per.  Char.  (a,')  über*  ist  dann  {a^')  zu  (h^)  azyge- 
Beh|  »0  bedarf  es  nur  der  weiteren  Anwendung  der  Substitution 
l^i^,  um  die  Per,  Char,  (a^')  in  (fcj)  Überzuführen,  während  durch 
Hs  Substitution  die  Per*  Char.  (ij  ungeändert  bleibt.  Ist  dagegen 
t')  zu  (6j)  sjzygetisch,  so  bestimme  man  eine  Pen  Char.  (f),  welche 
b  den  drei  Per.  Char.  (tj^  {^h)f  Q^t)  azjgetisch  ist;  durch  die  nach- 
lliander  auszuführenden  Substitutionen  S(i <*,')>  S{,h^)  geht  dann  (oj') 
i  (6,)  über,  während  beide  Male  (t^)  ungeändert  bleibt.  In  dieser 
iTeise  hat  man  fortzufahren;  ist  nämlich  eine  Substitution  S^  be- 
limmt^  welche  die  Per.  Char.  (öj),  (ö,),  •-,  {a  )  in  die  Per.  Char. 
Wi)f  ßf)f  *-p  (K)  Überftlhrt,  und  geht  durch  diese  Substitution  die 
Ugende  Per.  Char,  («^  +  i)  des  gegebenen  F.  S.  in  die  Per.  Char. 
Pii>i)  über,  so  führt,  wenn  (a^l^i)  zu  (ft/^^-i)  azygetisch  ist^  die 
veitere  Substitution  Ä(^^j6^^j)  die  Per.  Char*  (a^^.|)  in  (h^,  +  i)  Über, 
Khrend  sie,  da  Ov  +  ifc^  +  i)  zu  (6,),  (?*«),  •**,  (^^)  syzygetisch  ist, 
Bese  Per.  Char.  sämtUeh  ungeändert  laßt.  Ist  dagegen  (a^^t)  zi* 
1  j)  syzygetisch,  so  bestimme  man  eine  Per.  Char.  (>),  welche  zu 
lii)?  ih\  "*i  Q^f*)^  W  +  0  ^^^  ('^;"  +  i)  azygetisch  ist,  und  wende  nach- 
blander  die  beiden  Substitutionen  S{,a^^{}t  ^{'f^^^i)  *^*  ^^^  endlich 
bf  diese  Weise  eine  Substitution  Äap^i  bestimmt,  welche  die  Per. 
fear,  (n,),  (o,),  ^.',  («^p_i)  in  die  Per.  Char.  (hj,  (V),  *-,  (J>tp^i) 
P>erführt,  so  kann  durch  diese  Substitution  die  Per.  Char.  {(i^S)f  da 
pe  neue  Per.  Cliar,  zu  jeder  der  2p—  1  Per.  Char.  (fei),  (6j),  * •  j  (öj^.i) 
fcygetisch  ist,  nur  in  (fej^)  oder  in  {\p^i)  übergehen.  Im  ersten 
uUle  führt  die  Substitution  S^^-i  auch  (üfp^i)  in  {fhp^i)  über  und 
bhcr  das  gegebene  F,  S.  in  das  neue;  im  zweiten  Falle  wird  diese 
pberführung  durch  die  Substitution  S^p-=  S^y-iS{b^  ^^  j)  bewerk 
■elligi  Damit  ist  aber  bewiesen,  daß  es  in  der  Gruppe  H'  stets 
pnw  Substitution  S*  gibt,  welche  ein  beliebig  gegebenes  F.  S.  von 
biT.  Char.  in  ein  willkürlich  gegebenes  zweites  überführt,  und  daraus 
bl^^  wie  obea  erwähnt,  daß  die  Gruppe  H'  mit  der  im  letzten 
■Uxn  genAnnteu  Gruppe  H  identisch  ist. 

I  Die  Gruppe  if'   kann  auch  als  eine  Gruppe  Ton  Substitutionen 
Kill    Th    i'}^^r     HuiVrefaßt    werden»    indem    man  die   Substitution    S^,} 

II  !i    VOM    Th,  Char.    definiert,    welche    eine  gerade 
^^■^  |mj  uiii  [cx]  Tort«UBcht|  wenn  auch  [^x]  gerade  ist^  dagegen 
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die  gerade  Tb*  Char.  [x]  ungeändert  läßt,  wenn  [fx]   ungerade  i«l;| 
uüd  ebenso  eine  ungerade  Tk  Char.  [x]  mit  [sx]  vertauscht,  wenol 
auch  \ix]  ungerade,  dagegen  ungeändert  läßt,  wenn  [ex]  gerade,  sodaB  1 
also  durch  die  Substitution  Ä'^J^  alle  in  der  Gruppe  {&)  vorkommenden 
Paare  gerader  und  uogei-ader  Th.  Char.  miteinander  rertauseht  werden»  1 
während   alle   in   der  Gruppe  U)  nicht  vorkommenden  Th.  Char.  iia- 
geändert    bleiben.     Auf  Grund  der  Sätze  VIII  und  IX    erkennt  mao  1 
dann,  daß  durch  die  Substitution  S{t)  eine  Gruppe  (i?)  in  die  Gruppe 
(^ff)   übergeführt   wird,   wenn   die   Per.  Char.  (b)  und   (i?)   azygetiscii 
sind,  während  die  Gruppe  (i^)  ungeändert  bleibt,  wenn  die  Per,  Char 
(b)  und  (ly)  syzygetisch  sind,  daß  also  die  Substitution  S{^y  in  der  T^k 
mit  der  vorher  so  bezeichneten  identisch  ist. 

Die  Gruppe  H'  ist  als  Substitutionsgruppe  aller  2*'  Th.  Char, 
natürlich  intransitiv,  da  die  geraden  Tb.  Char.  unter  sich  tmd  die 
ungeraden  unter  sich  permutiert  werden-,  faßt  man  aber  die  geradea 
Th.  Char.  oder  die  ungeraden  Th.  Char.  allein  ins  Auge,  so  ist  liif 
Gruppe  H'  für  beide  Fälle  transitiv^  da  eine  beliebige  ge]*ade  od«? 
ungerade  Th.  Char.  [x]  mit  der  beliebigen  geraden  oder  ongeradeii 
Th.  Char.  [X]  durch  die  Substitution  6\^i)  vertauscht  wird.  Hinsidit- 
Hch  der  ungeraden  Tb.  Char.  ist  die  Gruppe  ß*  zweimal  transithi 
d.  h.  jene  Untergruppe  J'  von  //',  welche  eine  beliebige  ujigend« 
Th.  Char.  [x]  ungeändert  läßt,  ist  hinsiclitlich  der  u^  —  1  andeiBfl 
wieder  transitiv.  Von  der  Richtigkeit  dieser  Behauptung  kann  man 
sich  folgendermaßen  überzeugen.  Wäre  die  Gruppe  J'  intransitir, 
so  würde  es  unter  den  von  [x]  verschiedenen  ungeraden  Th.  Char.  eine 
Anzahl  von  weniger  als  4^u  =  2^^~^  —  2^~^  geben,  welche  bei  aUea 
Substitutionen  der  Gruppe  J'  unter  sich  permutiert  werden.  Es  «i 
eine  dieser  Th.  Char,  mit  |A]  bezeichnet-  wird  dann  eine  ungerade 
Th,  Char.  [/ij  so  bestimmt,  daß  die  Th.  Char,  [xXfi]  gerade  ist,  m 
gehört  die  Substitution  S(}^t]  'Jiur  Gruppe  J\  da  sie  die  Th.  Char.  |t) 
ungeändert  läßt,  während  sie  [X]  in  [^]  überführt.  Nun  gibt  es  aber 
nach  dem  VIL  Satz  2^^'~*  solcher  ungerader  Th.  Char.  \ß\  für  weicht» 
bei  gegebenen  Th.  Char.  [x],  \l]  die  Th.  Char,  [xXpi]  gerade  ist,  unJ 
da  2^f'~^>  iu^  ist,  so  ist  die  gemachte  Annalmie,  wonach  es  weniger 
als  ^f4  ungerade  Th.  Char,  gebe,  welche  bei  den  Substitutionen  der 
Gruppe  J'  unter  sich  permutiert  werden,  unstatthaft.  Damit  ist  aW 
bewiesen,  daß  die  Gruppe  II'  hinsichtlich  der  ungeraden  Th.  Char 
zweimal  transitiv  ist. 

Besondere  Erwähnung  verdient  der  Fall  p  =  2,    In  diesem  Falk 
läßt  sich  nach  dem  VI.  Satz  jede  der  15  eigentlichen  Per.  Char,  nxa 
auf   eine   Weise  als  Summe   zweier   ungerader    Th.   Char.    do 
und    da    für  p  ^  2  die  Anzahl   der  ungeraden  Th.  Char,   6  ^   , 

■D    sind    diese   Summen    von    je   zweien    die    15    überhaupt    eodüttf-l 
renden  Kombinationen  ohne  Wiederholung  zur  jfiwciten  Küsse  der  1 1 
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lnngeraden  Th.  Char.,  die  15  Subßtitutioiitjn  Si',)  also  dio  15  Trans- 
Positionen  der  6  ungeraden  Th.  Char.  Damit  ist  aber  die  öruppe  H* 
holoedrisch   isomorph    mit   der   Gruppe   der  720   Vertauschniigen 

|von  6  Elementen  nacligewiesen;  in  Übereinstimmung  damit  gibt  in 
liesem  Falle  der  XXII.  Satz  Itir  Q  den  Wert  15  *  3  -  lii  =-  720.  Man 
reiß,  daß  tliese  Gruppe  die  Gruppe  der  360  geraden  Permutationen 
ron  6  Elementen  als  Normalt-eiler  enthält;  daß  fiir  den  Fall  p>  2 
iw  Gruppe  G  eine  einfache  ist,  hat  C.  Jordan*)  bewiesen. 


§  7, 

Fundameutaleysteme  von  ThetacharakterlBtiken. 

Ein  Fundamentnlsy Stern  von  Tkefaclmralderisii'l^en  (1*\S.  von  Th.Chnn) 
rdeti  2p  +  2  Th,  Cf^ar,  [öq'],  [a^'],  *  *  •,  [f»sj,-|-i]  genannt,  die  mu  je 
f:ygeHsrh  sind,  für  welche  also  die  Gkichumfen  |  a/*  «./,  oj  |  =  —  1 
',  sobtdd  A,  /*,  1/  irymid  drei  verschiedene  der  Ztddeti  0,  1,  •  •  -, 
ip+  l  bemchnm. 

Addiert  man  eine  der  2p  -\-  2  Charakteristiken  eines  F.  S.   von 
Char.j   etwa  die  Charakteristik  [n„']  zu  den  2p  -{-  l  übrigen  und 
It  die  entstehenden  2p  +  1  Charakteristiken  als  Per.  Char. 

|;i81)     (%)*-(«)>    K)  =  («)f   *'V    («tj,+i)-(«oXp  +  i) 

lu^  30  besteht  zwischen  je  zwei  derselben  die  Beziehung: 

[182)  I  a^,  a J  -  I  a^'a^',  <a;  |  =  -  1 , 

^bilden  also  die  2p  +  1  Per,  Char.  («J,  (%),  --^  l/'i;,  +  t.;  ^'*"  ^*  ^' 

Per.  Char.     Umgekehrt   gehen   aus  jedem  F.  S.    von    Per.  Char. 

lfh)f  (**»)*  *"f  (^i«+i)>  iiidem  man  zu  ihnen  eine  willkürliche  Charak- 

eristik  [a^'j   addiert.,    die    entstehenden   2p  +  1    Charakteristiken   als 

Th.  Char.   auffaßt   und   die  Th.  Char.  [a^'J   als   2p  +  2^  hinzunimmt, 

2p  +  2  Charakteristiken 

[183)  [a^%    [a/]  -  l<aj,    [a/]  =  [%\l  *  •  •,  [<;,  +  il  -=  [<«^j,4il 
160  F*  S.  von  TL  Char.  hervor. 

XXV.  SatBt    Addiert  man  eim  der  2p  -f  2  Charakteristiken  eines 

F.  S.  von  TL  Char,  zu  den  2p  -f  1  übrigen  umi  faßt  die  2  p  -^  1  ettt- 

»KÄen  Cfuirakteristiken  ala  Per.  Chan  atif\  so  hihien  diesdhefi  ein 

r  K  nm  Fiyr,  Char,  —  Addiert  ntan  iimgeheJirt  zu  den  2p  +  1  Charak- 

risM'cn  eines  F.  S.  von  Per.  Char.  und  der  nneigenÜiehm  Per.  Char. 


l)  Jordan,    Tmite  des   jjubstitutioDs  etc.      Paris   1870,    pag.  178;     schon 
Ober:    Sur  Jen   oquationy   de  In  diviMion  des  fonctions  abt'liennei«.     Matli.  Ann. 
1.    1^69,  pag.  6HH, 
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(0)  eine  tviUMrliche  Cha/rdkteristik  und  faßt  die  2p  +  2  entstdienäm 
CharaJcteristiken  als  Th.  Char.  a^fj  so  büden  dieselben  ein  F.  8.  w» 
Tk  Chor. 

Da  die  Summe  der  2p  +  l  Per.  Char.  eines  F.  S:,^  aber  nicht  die 
Summe  von  weniger  unter  ihnen  der  uneigentlichen  Per.  Char.  (0) 
gleich  ist^  so  ergibt  sich^  daß  die  Summe  der  2p  +  2  Th.  Char.  eiDes 
F.  S.;  aber  nicht  die  Summe  einer  geringeren  geraden  Anzahl  unter 
ihnen  der  Th.  Char.  [0]  gleich  ist.  Beachtet  man  dagegen ,  daß  die 
Th.  Char.  [a^]  sich  stets  als  Summe  einer  ungeraden  Anyjthl  2v-f  1 
der  Charakteristiken  (a^)^  (a^),  •••;  (a^p^i)  und  dann  noch  ein  zweites 
Mal  als  Summe  der  2p  —  2v  übrigen  darstellen  läßt,  daß  also: 

(184)  KT  =  [-2"«]  =  I2a\ 

ist;  so  ergibt  sich  sofort,  indem  man  zu  den  drei  Seiten  dieser  Glei- 
chung die  Th.  Char.  [a^f]  addiert: 

(185)  [0]  =  [^a']  =  [^a'], 

sodaß  also  zweimal  die  Summe  einer  ungeraden  Anzahl  von  den  Th. 
Char.  eines  F.  S.  der  Th.  Char.  [0]  gleich  ist;  die  beiden  Summen 
enthalten  zusammen  alle  2p  +  2  Th.  Char.  des  F.  S. 

XXVI.  Satz:   Die  Summe  der  2p  +  2  Tli.  Gmr,  eines  F.  S.  i^ 
[0];  dagegen  sind  weniger  unter  ihnen  wesentlich  unabhängig. 

Mit  dem  XXV.  Satz  ist  zugleich  ein  Mittel  an  die  Hand  ge- 
geben, wie  man  alle  verschiedenen  F.  S.  von  Th.  Char.  bilden  kann, 
da  man  früher  gelernt  hat,  alle  verschiedenen  F.  S.  von  Per.  Char. 
zu  bilden,  und  zwar  entstehen  dabei  aus  einem  F.  S.  von  Per.  Char. 
2^^  F.  S.  von  Th.  Char.,  welche  dann  auch  untereinander  in  dem  Zu- 
sammenhange stehen,  daß  alle  aus  einem  unter  ihnen  hervorgehen, 
wenn  man  zu  seineu  2p  +  2  Th.  Char.  der  Reihe  nach  die  2***  Th. 
Char.  addiert.  Von  solchen  2^^  F.  S.  von  Th.  Char.  sagt  man,  daß 
sie  einen  Komplex  bilden.  Man  zeigt  leicht,  daß  keine  zwei  F.  S. 
eines  Komplexes  einander  gleich  sein  können,  da  aus  {}caQ'~\  =  [a^'X 
woraus  dann  auch  [xa^]  =  [a^]  folgen  würde,  imd  [xo,']  =  [a{\ 
woraus  dann  auch  [xag']  =  [a^']  folgen  würde,  sich  sofort  [ao'«i'^'^l 
=  [0]  ergeben  würde,  was  nach  dem  XXVI.  Satz  ausgeschlossen  ist 
Dagegen  tritt  das  nämliche  F.  S.  von  Th.  Char.  in  2p  +  2  verschie- 
denen Komplexen  auf,  wie  man  erkennt,  wenn  man  beachtet,  daß 
man  aus  ihm  2p  +  2  verschiedene  F.  S.  von  Per.  Char.  ableiten  kann, 
wenn  man  der  Reihe  nach  seine  2p  +  2  Charakteristiken  zu  den 
jedesmal  2p  +  l  übrigen  addiert.     Daraus  ergibt  sich,  daß  die  An- 
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ahl  N'  der  versdiiedenen  F.  S.  von  Th.  Char.  mit  der  Anzahl  N 
der  verschiedenen  F.  S.  von  Per.  Char.  durch  die  Gleichung: 

tosammenhangt;  daß  also: 

(187)  i.>,2».^'"-^)<'';-;-^) -^''"^^^ 

XXVU.  Säte:  Die  Anzahl  der  verschiedenen  F.  S.  von  Th.  Char. 
beträgt: 

(XXIV)     jy--2'^(»'^-^>(»';~;-j>-(^'-v. 

Da  nach  dem  XXVI.  Satz  die  Summe  aUer  2p +  2  Th.  Char. 
eines  F.  S.,  aber  nicht  die  Summe  einer  geringeren  geraden  Anzahl 
Ton  ihnen  der  Th.  Char.  [0]  gleich  ist,  so  folgt,  daß  man  jede  der 
2*'  Th.  Char.  und  zwar  jede  zweimal  erhält,  wenn  man  die  samt- 
lichen 2^^"^^  wesentlichen  Kombinationen  der  2p  +  2  Th.  Char.  eines 
F.  S.  bildet.    Für  irgend  eine  wesentliche  Kombination  der  2p  +  2 

Sm-f  1 

TIl  Char.  eines  F.  S.  [  ^a^]  ist  aber  nach  Formel  (81): 

(188)  fl'aV(-i)'"i7i«;i 

und  es  stellt  daher  der  Ausdruck 

(189)  ^|(l  +  i|ao'|)(l  +  »|<|)-(l  +  »|a,;^J) 

-(l-i|a;i)(l-i|a/|)---(l-»-|«,pH.il)) 

die  doppelte  Summe  aller  Charaktere  der  2^''  Th.  Char.  dar,  besitzt 
also  den  Wert  2^+^  Sind  aber  von  den  2p  +  2  Th.  Char.  des 
F.  S.  8  ungerade,  2p  +  2  —  s  gerade,  so  erhält  man  hieraus: 

(190)  2P+^  =  i.[(l-i)'(l  +  i)*''+^--(l  +  0'(l-0'''^'"'] 

=  -'..2-.(2i)^+^-'[l~(-l)^^^-'] 
oder: 
tt»l)  2  =  iP-  [1  -  (-  1)^+^-]. 

■or  Gleichung  ergibt  sich  aber,  dafi  s^p  (mod.  4)  sein  muß. 
0  den 
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XXVm.  SatB:    In  jedem  F,  S,  von   Th.  Chor,  genügt  die  Jm- 
zahl  s  der  ungeraden  Th,  Char,  der  Kongruenz  s  =|>  (mod.  4). 

Bezeichnet  man  daher  mit  [n"]  die  Summe  der  ungeraden  anter 
den   2p  +  2  Th.  Char.   eines  F.  S.,   so   ist   eine  Th.  Char.  von  der 

m 

Form  [n+^a']  eine  wesentliche  Kombination  der  Th.  Char.  des 
F.  S.,  wenn  7n=p+  1  (mod.  2)  ist,  und  es  werden  daher  von  den 
Formen: 

p  +  2y  +  l 

(192)  [n'  +  2a]  (-««^.lltr,,..) 

nach  dem  vorher  Bemerkten  die  samtlichen  2^^  Th.  Char.  nnd  zwir 
jede  zweimal  geliefert.  Für  eine  solche  Th.  Char.  wird  aber  nad 
Formel    (81),    wenn    von    den   p  +  2v  +  1    Th.  Char.    der   Summe 

[  ^»']  X  ungerade  sind  und  för  die  Th.  Char.  [n'  +  Sa']  daher  die 

Anzahl  der  ungeraden  ihrer  Th.  Char.  s  —  x,  die  Anzahl  aller  aber 

p+2v+l  +  s  —  2x  betragt,  der  Charakter  bestimmt  durch  die 
Gleichung: 

(193)  |M'  +  ^a'!  =  (-l)         «  "^^     '^  =  (-1)-, 

und  man  hat  daher  sofort  den 

XXIX.  Sata:  Bilden  [<],  [a/],  •••,  K'^+i]  ein  F.  S.  von  Th, 
Char,  und  ist  [n']  die  Summe  der  ungeraden  Th.  Cliar,  unter  ihneii^  so 
läßt  sich  jede  hdiebige  Th,  Char.  immer  mid  zwar  auf  zwei  Weism 
darstellen  in  der  Form: 

(XXV)  [£]  =  [n'  ^rSa ] ,  (r=a.M,-  ) 

und  es  ist  eine  in  dieser  Form  gegebene  Th,  Char,  gerade  oder  ungeradtj 
je  nachdem  v  gerade  oder  ungerade  ist,  d.  h,  es  werden  von  den  Formen: 

(XXVI)  [n'+'^a]  (e=o,i.i.) 

die  sämtlidien  g^  geraden  Th.  Char,  und  zwar  jede  zweimal;  von  d« 
Forfnen: 

(XXVII)  [w'  +  ^a]  (e=o,i.i.  ) 

die  sämtlicJien  u^  ungeraden  Tli.  Char,  und  zwar  jede  zweimal  gdieffii 

Man  kann  noch  bemerken,  daß  zwischen  der  Summe  [n]  der  un- 
geraden unter  den  2p  +  1  Per.  Char.  eines  F.  S.  (a^),  (o,),  •  •  •,  (flj,+t^ 
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der  Somme  [n]  der  ungeraden  unter  den  2p  +  2  Th.  Char, 
s  daratifl  abgeleiteten  F,  S.  [<],  K1-L<<^i].--r  Kir-t-iHK'^ap+i] 
I  die  Beziehung  [tt*]  =»  [«  +  i?  +  1  ao*^!  besteht,  deren  Richtigkeit 

folgendermftßen    dartut.     Man    kann    [(1^"]    stets   in    die    Form 

]^[it+^rt]  bringen,  wo  /ü  eine  der  Zahlen  0,  l,-',p  be- 
dinet;  sei  [«ol  ^  L'^^^^i^ '**  ^/J?  *^^^°  ^*^*^  ^^^  f*  Charakteristiken 
%  bhlf  '')  [^11  ]  untereinander  von  demselben  Charakter,  nnd 
Hso  sind  die  2p  -\-  1  —  ^l  Charakteristiken  [a^  +  jj,  [f*^-f-«],  »  •  *, 
^J  untereinander  von  dem  nämlichen  Charakter  und  von  ent- 
^fpBsetztem  wie  die  vorher  genannten  ^  Chnrakteristiken,  und  da 
jun  Falle  ft  ^  p -\- l  (mod-2)  von  gleichem,  im  Falle  f(  =  p 
pd.  2)  von  entgegengesetztem   Charakter  wie  die  Charakteristiken 

1  [ösl;  \->  K']j   ^^^^  l«i'<  *  *  •  ö^l  =  [»  +  1^  —  1  a^T  ist,   so  er- 
sieh  in   jedem  Falle  als   Summe  der  Charakteristiken  gleichen 
rakters  unter  den  2p  +  2  Th.  Chan   [«oJ,  [^i'J?  ***?  ["fSp  +  Jt  ^^^ 
in  behauptet,  [n\  =  [»  +  /;  +  !  fl^']. 

Bildet  man  aus  den  2/;  +  2  Th.  Char.  eines  F.  S.  alle  Kombina- 
len  gerader  Ordnung,  so  erhält  man  sämtliche  2-^  Per.  Char.  und 

jede   zweimal;    in    den  Formen   (0)  =  (^a)   die  uneigentliche 

^  Char.  (0),  in  den   Formen  (^a)  {v -=  1,  2,  -•,  p)  die  2^p  -  1 
entliehen* 
In  der  gleichen  Weise  sind  in  den  Formen: 


') 


p±iv 


<»=a,i,i.     ) 


sämtlichen  2*^  Per.  Char.  und  zwar  jede  zweimal  enthalten,  und 
lieh  liefern  die  Formen: 


►) 


(p=ü.i.2.     ) 


sämtlichen  2*''  Per.  Char.    und    zwar  jede   nur  einmal,    da  hier 

lals  Äwei  Summen  (Sa)  und  (^a)  zusammen  alle  2p  +  2  Th. 
r.    des  F,  S.   und   zwar  jede  nur  einmal   enthalten   können,   also 
le  zwei   solche  Per.  Char.   einander  gleich  sind.     Bezeichnet   man 
mit  (p')  eine  Per.  Char.  von  der  Form: 


0'')-(«'+.5'«'), 

||is|>  (mod.  4)  ist,  so  ist  eine  Th.  Char.  [p'«*],  wo  x  eine  der 
Of  If  2f  -*f  2p  +  1  bezeichnet,  ungerade  oder  gerade,  je  nach* 
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dem  die  Charakteristik  (a«)  unter  den  Charakteristiken  der  Summe 

{2a)  vorkommt  oder  nicht;  von  den  2p  +  2  Th.  Char. 

(197)  [p'ooi,  ii>'«ii,  ••.  i>'«.;+i] 

sind  also  genau  fi  ungerade ,  und  man  schließt  daraus^  da  es  zu  ge- 
gebenem fi  stets  r^'^  j   verschiedene  Per.  Char.   {p')  gibt^  daß  in 
dem  Komplexe  der  2^^  F.  S. 
(198)  [xaol,    [xa,1,   •  • -,    [xa,;^,] 

r^+  j  F.  S.  vorkommen,  welche  f&  ungerade  Th.  Char.  enthalten. 

Indem  man  dann  wieder  F.  S.,  welche  sich  nur  durch  die  Reihenfolge 
der  Th.  Char.  unterscheiden,  als  nicht  verschieden  ansieht,  wird  die 
Anzahl  jener  F.  S.  von  Th.  Char.,  welche  eine  gegebene  Anzahl 
fi  =  j>  (mod.  4)  ungerader  Th.  Char.  enthalten,  durch  den  Satz  be- 
stimmt: 

SatB:   Ist  ii=p  (mod.  4),  so  gibt  es: 


(ÄÄvni)        js^  ~ ______  jF- 

F.  S.  von  Th.  C1iar.j  welche  genau  /x  ungerade  Th.  Char.  enthaUen. 

Speziell  kann  man,  wenn  p  gerade  ist,  die  Per.  Char.  (jp^  immer 
und  nur  auf  eine  Weise  so  wählen,  daß  die  2p  +  2  Th.  Char.  dea 
F.  S.  (197)  alle  gerade  oder  alle  ungerade  sind,  je  nachdem  p  =  0 
oder  2  (mod.  4)  ist,  und  falls  p  ungerade  ist,  die  Per.  Char.  (p*)  anf 
2i>  +  2  Weisen  so  wählen,  daß  von  den  2p  +  2  Th.  Char.  des  F.  a 
(197)  2p  +  1  gerade  oder  ungerade  sind,  je  nachdem  p  ^1  oder  3 
(mod.  4)  ist.  Man  erkennt,  daß  man  auf  diese  Weise  wieder  zu  den 
in  dem  XXI.  Satz  definierten  2p  +  1  Th.  Char.  einer  Hauptreihe  ge- 
langt ist,  und  zugleich,  daß  die  Th.  Char.  einer  Hauptreihe  aofih 
definiert  werden  können  als  2p  +  1  Th.  Char.,  welche  von  gleichon 
Charakter  und  zu  je  dreien  azygetisch  sind.  — 

Da  durch  eine  ganzzahlige  lineare  Transformation  drei  azygetisehe 
Th.  Char.  wieder  in  drei  azygetische  übergehen,  so  geht  bei  jeder 
ganzzahligen  linearen  Transformation  aus  einem  F.  S.  von  Th.  Char. 
wieder  ein  F.  S.  von  Th.  Char.  hervor.  Da  aber  weiter  durch  eine 
ganzzahlige  lineare  Transformation  eine  gerade  Th.  Char.  immer 
wieder  in  eine  gerade,  eine  ungerade  Th.  Char.  immer  wieder  in  eine 
ungerade  übergeht,  so  bleibt  bei  jeder  ganzzahligen  linearen  Trans- 
formation die  Anzahl  s  der  unter  den  2  p  -f-  ^  Th.  Char.  eines  F.  S. 
vorkommenden  ungeraden  erhalten.  Es  gehen  also  nur  solche  F.  S. 
von  Th.  Char.  ineinander  über,  welche  die  gleiche   AwimlIiI  yqh  od- 


F.  8.  von  Tlh  Char.  bei  ganzzahl  lin,  Tratisf     Historischoa. 
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^raden  Th.  Char.  aufweisen.  Betrachtet  man  aber  zwei  F.  8.  von 
I.  Cliar.  auch  dann  als  verschieden,  wenn  sie  sich  nur  durch  die 
Ige  ihrer  Th.  Ghar.  unterscheiden,  so  wird  die  Anzalil  der 
ii^^ieueu  F,  S,  mit  ä  ungeraden  Th,  Char. 


99) 


(22i»_  l)(2»/»-a_  i)...(2s_  1).2^  =  Q 


^ich    der  Anzahl  der  mod.  2    inkongruenten  ganzzahligen  linearen 
ansformationen  und  man  hat  daher  den 

XXXI.  Sata;    Durch  mm  gangsahlige  lifieurc  TransfornuiUmi  geht 
einem  F.  S,  van  Th.  Char.  immer  ivieder  ein  F.  S.  von  Th.  Char, 
fy  und  Btvar  eines  mit  der  gleichen  Amahl  umjerader  Th.  Cfiar. 
kann  auf  diese  Weise  von  einem  F.  S.  von  Tk  Char,  mit  s  «n- 
17i.  Char.  zu  jedem  anderen  derartigen  gdangen. 


Das  VeH'ahren  von  Weierstraß  *),  die  Indizes  aller  2*''  Thetaftmk- 
E>nen  durch  Komposition  von  2^+1   ausgezeiclmeten  zu  bilden,   ist  das 
beste  Beispiel  ftlr  ein  F.  S.  von  Per.  Char. 

Ausdrücklich  treten  die  F.  S.  von  Per.  Char.  zuerst  bei  Prym  ')  auf; 
sind  hier  charakterisiert  durch  die  Eigenschaft,  daß  es  zu  den  2/3+1 
Char.  eines  F.  S,  immer  eine,  zunächst  noch  unbekannte  Th.  Char.  [«] 

bt,  welche  zu  ihnen  in  der  Beziehung  steht,  daß  eine  Th,  Char.  [n  -f  ^a\ 
ist,  wenn  ft  ^  0  oder  1  (mod.  4),  ungerade,  wenn  ^  ^  2  oder  3 
4)  ist,  Sodann  wird  gezeigt,  daß  die  Th.  Char.  \n\  gleich  ist  der 
der  unter  den  2jj  -f  1  Charakteristiken  [a]  vorkommenden  un- 
.  Prym  knüpft  an  eine  bestimmte  Zej-sehneidung  der  Biemann- 
ben  Fläche  im  hyperelliptischea  Falle  au,  and  wenn  er  auch  bemerkt, 
die  Resultate  hiervon  insofern  unabhängig  sind,  als  die  Zerschneidung 
aigfach  modifizierbar  ist,  also  verschiedene  F.  S.  erhalten  werden 
anen,  so  hat  er  doch  eine  Substitutionstheorie  im  Galoisschen  Sinne, 
die  Frage  nach  den  invarianten  Eigenschaften  der  F:  S.  hei  ganz- 
liger  linearer  Transformation  und  nach  der  Anzahl  der  üherhaupt 
ierenden  verschiedenen  F.  S.  nicht  im  Auge.  Zu  einer  solchen  Theorie 
sieh  auch  der  hyperelliptische  Fall  mit  seinen  vielen  Besonder- 
tien  nicht  als  Ausgangspunkt.  In  der  Tat  wurde  die  Eigenschaft^  daß 
2p  +  1   Per.   Char,   eines   F.   S.   paarweise   azygetisch   sind,   erst  von 


1)  Königabcrger,  Über  die  Transformation  etc,  J.  für  Math.  Bd.  <J4. 
B&»  pÄg.  17  nnd:  Schott kjr,  Abr,  e.  Th.  d.  Aberschen  Funci.  etc;  vergl. 
eb:     Cayley,    Algorithm   fot    the    charactedstica  of  ihe  triple  ^-funcÜons. 

[für  Math    lid.  87,    1879,  piig.  165    und:   Borchardt,  ZuHatx   atir  obigen  Ab- 
ndlung  (Algorithm  for  the  cüuract^ristica  of  the  triple  ©"-fmictionii  von  Cayley) 
Jfttr  Math.  Bd   87.    1879,  pag.  16'J. 

2)  Prym,  Zur  Theorie  der  Functionen  etc.  Züricher  N.  Denkachr.  6d,  23. 
VI,  pag   U 

K  r  ft  * »  r ,  ThBtftlu&ktiofiBti.  V^ 
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Stahl*)  angegeben.  Später  hat  Prym*)  seine  Untersuchungen  ^\m  dkl 
F,  S.  von  Per.  Cbar.  wieder  aufgenommen  nnd  auch  die  F,  S.  von  Tk.| 
Char.  defi.niert;  aber  diese  erscheinen  ihm  nur  als  eine  VerallgemeiAeniBfl 
der  F.  S.  von  Per.  Char. 

Die  Begriffe  der  Galoisschen  Theorie  hat  C,  Jordan*)  in  die  Chsinik- 
teristikentheorie   oingefilhrt.      Sein   „gi-oupe   abelien",   wie   er   in   den  Äri^ 
217—223  definiert  ist,  ist  die  Gruppe  G  der  mod.  2  inkongruenten  e«»- 
zahligen    linearen  Transformationen,    während    die   in  den  At 
gegebene    ^.zweite  Befiiiition*'    dieser  Gruppe    sich    mit   der   \* 
Ginippe  H  jeuer   Substitution eu    von   Per.  Char.   de^kt,    welche   den  V,' 
des  Ausdrucks   |  e,  7}\   ungeLindert  lassen,   und  endlich  der  in   den  Art,  iitr 
— 335    behandelte    ,^groupe  de  Steiner^^   mit   der    oben   definierten  Gitipp^ 
n'  von  Substitutionen  von  Th.  Cbar.  übereinstimmt  —  In  -' 
^325    finden    sich  jene  Sätze    über  die  mehreren  Gruppen   ^ 
Th,  Cbar.,  welche  oben  als  Satz  VEI— XIII  angefilhrt  sind. 

Weber*)    definiert,   seine  vollständigen  Systeme  ungerader  Th.  ( 
[j3j],  [ß^]^  '  *  '^   [ß-il    primäi'    durch    die  Eigenschaft,    daB   eine   gcrad«: 
Cbar.   |/>j    existiere,   welche    zu    ihnen    in    der  Beziehung    steht,    dat^ 
21  Tb.  Cliar.   [pß^,ß2   ungerade   sind.     Die   Summe   der    7   Th.  Chat 
ist  dann  der  geraden  Th.  Chan  [p]  gleich,  und  die  35  Summen  f^^^ 
von  je   drei   verschiedenen   der  Th.  Char,  [ß]    liefern  die  übrigen 
Th.  Char.     Erst   in   zweiter  Linie  bemerkt  Weber,  daB  die   voll 
Systeme  ungerader  Tb.  Char.  auch  durch  die  Eigenschaft  definiert,  v»- 
können,   daß   die  Tk  Char.  [ßißf^ßy]  sämtlich  gerade  sind.     Durch   ^ 
Eigenschaft  sind  aber  die  7  Th.  Char.  [ß]  ?Us  die  Th.  Char.  einer  H 
reihe  charakterisiert,  da  sie  gleichen  Charakters  und  auf  Grund  der  * 
Chung   |/3„  ß^^,  (^„1  =  ll3,|  ■  l/J^I  .  1^,1  *\ß^ß^ß^\^  -  1    m  je  dreien 
getiseh   sind.  —  Addiert  man  zu  ihnen  die  Th.  Char.  [p]  und  iv 
entstehenden  Charakteristiken  als  Per.  Char.   (pft),  (pß^X  *  •  -,  \j  ,  , 
so   bilden    dieselben    ein   F.  S.    von    Per.  Char.    —    Später    hat   Wehir'f 
noch    gezeigt,    daß    ein   vollständiges   System   ungerader   Th.  Char-    dnirk 
eine    ganzzahlige    lineare  Transfonnation    in    ein  ebensolches   System  öb<^ 
geht,  und  daß  man  auf  diesem  Woge  aus  einom  vollständigen  Systeme  tili 
ableiten  kann. 

Die    Untersuchungen    von    Nöther*)    knüpfen    an    die    Jordamt^ 


1)  Stahl,  Beweiä  eines  Satses  von  Riemann  etc.  J.  fdr  Math.  B4  ^^"^ 
1880,  pBg.  273;  ancb:  Das  Additionstheorem  etc.  J.  fdr  Math.  Hd  RS  IKr 
pag.  117   und:  Th.  d.  Aberschen  Functionen.    Lpz    18%. 

2)  Prjm,  Unters,  ü.  d.  Kiemann'sche  Thetaf.  etc. 

3)  Jordan,    Trait^    des    aubBtitutions   etc.     Paris   1870;    auch:    Sor 
caracteriötiquea    des    fonctiona    8.      C.  R.  Bd.  88.     1879,  pag.  1020  und   i^>^> 
und:  M<5moire  but  lea  caracteriatiques  des  fonctiona  S,    J.  de  Ffic.  poljt,  BAöl 
1879,  pag.  35. 

4)  Web  er ,  Theorie  der  Aberschen  Functionen  vom  Geschlecht »,  BerÜii  llß' 

5)  Weber,  Über  die  Tranaformation«th.  etc.    Ann,  di  Mai  (3)  Bd.  1>.   l^"* 
pag,  13G. 

6)  Nöther,  Über  die  llietaf,  von  vier  Arg,     Erlangen  Bist,  lieft  IOl  1* 
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[»  des  „groupe  de  Steiner**  an.  Das  Prindp  der  Untersuchung  be- 
t  darin,   die  von  niedrigeren  Zahlen  werten  p  her  bekannten  Resixltate 

ein   höheres  p  mit  Hilfe   des  Satzes  zu  übertragen,   daß  die  in  zwei 

etischen  (iruppen  (f),  (ij)  geraeinsam  enthaltenen  (7^_i  geraden  und 
j   ungeraden  j>-reiliigea   Th,  Char.  und  die  2*''"^—  1   zu  (e)  und  (^r/) 

getischen  eigentlichen  j>- reihigen  Per.  Char.  untereinander  in  genau 
ielben   Beziehungen    stehen    wie   die   überhaupt  existierenden   ff^^i  ge- 

n  und  M^_j  ungeraden  p  —  1 -reihigen    Th,  Char.  und  die  2-^~-  —  1 

1 -reibigen  eigentEchen  Per.  Char.    Zur  Bildung  der  Cbarakteristlken- 

»me   und   zwar  sowohl   der  F.  8.  von  Per.  Cbar.  als  der  (von  Nöther 

igezeichnete  Systeme  von  2jp  -f  1  Charakteristiken"  genannten)  Haupt- 
kön  von  Th  Char.  dienen  Systeme  von  2j>  Per.  Char.  (;, ),  (/*i),  •  •  •, 
i  (Ol  welche  durch  die  Bedingungen: 

ii ^i\  =  - 1»    kii nl ^\ux h\  =  Uit %l  =  + 1 

liiert  sind. 

Die  von  Frohe oius*)  eingeführten  „FundameotÄlsysteme  von  Charak- 
gtiken"  sind  mit  den  obigen  F.  S.  von  Th,  Cbar.  identisch.  In  vielen 
en  konnte  sich  die  obige  Darstellung  an  Frobenius  anschließen^  ins- 
)ndere  rührt  von  ihm  der  Gedanke  her,  die  Sätze  über  die  Lösungen 
ftrer  Kongruenzen  für  die  in  der  Charakteristikentheorie  auftretenden 
ÄhJnngen  asu  verwerten. 
Eingehende  historisch  -  kritische  Erörterungen  über  die  Entwicklung 
Charakteristikentheorie  finden  sich  im  IX.  Abschnitte  des  Berichtes 
die  Entwicklung  der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  von 
11   und  Xöther*). 


Qrnppen  von  Periodencharakteristiken. 

AUt  Kombinationen   von  r  mmhl(ängi(/m  Per.  Chat,  (fj),  (f^),  **•, 
büden  nebst  (kr  mmgeniUthen  Per.  Char.  (0)  eine  Gruppe  E  mn 
mlmien  Per.  Clmr.     Die  Zahl  r  heißt  der  Hang,  die  Zald  2'' 
kung  der  Gruppt*  -E,  die  r  Per,  Char  {a^)^  (a^jj  •-,  (a^)  oder 
nd  andere  r  tmabhängige  Per.  Ohar.  v<m  E  die  Bas^is  der  Gruppe  E. 


ftt;  Zur  Theorie  der  Thetaf  von  vier  Arg.  Math,  Ann.  Bd,  14.  1879, 
218;  Über  die  Theta^Charakt  Erlangen  Der.  Heft  11.  1879,  pag.  198; 
Theorie  der  Thetaf.  von  beliebig  vielen  Arg.  Math.  Ann.  Bd.  16.  1880, 
STO;  Zum  Umkehruroblem  ete,     Math.  Ann.  Bd.  28.    1887,  pag.  364. 

l>  Frobeniut,  üher  das  Additionsfcheorem  etc.  J.  für  Math.  Bd.  89.  1880, 
185. 

2)  Brill  und  Nöther,  Die  EntwickluDg  der  Theorie  der  algebraischen 
Ktionen    in    älterer    und    neuerer  Zeit.     Jahreaber,   d.  D.  Muth.^Ver    BJ   .1. 

pag.  107, 
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Die  sämtlichen  2^p  Per.  Ghar.  überhaupt  bilden  eine  Grappe 
vom  Range  2p]  es  befinden  sich  also  unter  ihnen  2p  unabhlngiga 
Als  Basis  der  Gruppe  können  hier  zweckmäBig  jene  2p  Per.  Char. 
gewählt  werden,  bei  denen  immer  nur  ein  Element  den  Wert  1  hit, 
während  jedesmal  die  2p  ^1  anderen  den  Wert  Null  besitzen.  DaB 
diese  2p  Per.  Char.  unabhängig  sind,  erkennt  man  unmittelbar  und 
ebenso,  in  welcher  Weise  sich  eine  beliebige  Per.  Ghar.  (e)  aus  ihna 
zusammensetzen  läßt. 

Um  die  gegenseitigen  Beziehungen  der  Per.  Ghar.  einer  Gruppe 
E  zu  erforschen,  untersuche  man,  ob  es  in  jB  außer  (0)  noch  andm 
Per.  Char.  (a)  gibt,  die  zu  allen  Per.  Char.  (s)  der  Gruppe  E  syiy- 
getisch  sind;  dazu  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  sie  es  zu  den 
r  Basischaraikteristiken  sind.  Sind  (o^),  (o,)  zwei  solche  Per.  Char., 
so  ist  auch  (a^a^)  ^^^^9  demnach  bilden  die  Per.  Char.  (a)  selbst 
wieder  eine  Gruppe  A,  die  man  die  syzygeüsche  Untergruppe  tod  £ 
nennt;  ihr  Rang  sei  m;  zwischen  je  zwei  ihrer  Per.  Char.  besteht  die 
Beziehung  |  a^,  «^  |  =  +  L 

Zwei  Per.  Char.  (f^)  und  (fj  von  E  heißen  mod,  A  äquivcikid: 

(201)  (^,)  ^  (O  (mod.  A), 

wenn  ihre  Summe  {b  b^)  zur  Gruppe  A  gehört    Sind  dann  (f^),  (^j^ 
(i^i),  (1^2)  ^^®^  P®^-  Guar,  von  E  und  ist: 

(202)  (ai)  =  (0,     ('?i)  =  (%)  (mod.^), 
SO  ist: 

(203)  ki,i?il  =  l*„%|. 

Ist  nun  m  <  r,  so  gibt  es  in  E  mindestens  zwei  zueinander  aiy- 
getische  Per.  Char.  (/J^),  {ß^,  Ist  dann  (a)  irgend  eine  Per.  Char. 
von  Aj  so  ist  (ccß^ß^)  sowohl  zu  (/J,)  als  zu  (ß^)  azygetisch.  Min 
untersuche,  ob  es  in  E  eine  Per.  Char.  (ß^)  gibt,  die  zu  (ß^)  und  (ft) 
azygetisch  ist,  ohne  (ßiß^)  äquivalent  mod.  ^  zu  sein.  Existiert  eine 
solche,  so  untersuche  man  weiter,  ob  es  eine  Per.  Char.  (/3J  gibt^  die 
zu  (/3i),  (/3g)  und  (j3,)  azygetisch  ist;  femer  eine  Per.  Char.  (ß^),  die 
zu  (/3i),  (A),  (A)  und  (/3J  azygetisch  ist,  ohne  (Aftft/JJ  äquivatad 
mod.  A  zu  sein.  Setzt  man  dieses  Verfahren  so  lange  als  mogUd 
fort,  so  erhält  man  n  Per.  Char.  (ß^),  (/Sj),  •  •  •,  (ß^)  der  Gruppe  E 
mit  den  Eigenschaften:  1.  je  zwei  derselben  sind  azygetisch;  2.  keine 
Summe  {ßiß^  "-  ß^y^i)  (i/=l,  2,  •••)  ist  in  A  enthalten;  3.  ei 
gibt  in  E  keine  zu  (ß^),  (/J,),  •  •  •  und  (/SJ  azygetisohe  Per.  Chtf, 
außer  der  Summe  (Aft--/Sj,  wenn  n  gerade  ist     Man  zeigt  n© 

leicht,  daß  keine  Kombination  (y)  =  {^  ß)  der  Per.  Char.  (/))  i^i 
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Iten  sein  kann.     Es  sei  zunächst  r<n;  ist  dann  (j3J  unter  den 
?er.  Char.  der  Summe  (^ ß)  enthalten,  (ßj)  dagegen  nicht,  so  ist: 

»)    l/S„}'!  =  (-iy-S    l^„yl  =  (-iy,    \ßj„y\  =  -l 

(y)  nicht  zu  A  gehörig*     Ist  dagegen  *  =  w,  so  ist  (y),  wenn  n 
gerade   ist,  infolge  der  Eigenschaft  2  der  Per.  Char.  (;?),  wenn  n 
le  ist,  infolge  der  für  jedes  y.  geltenden  Gleichung: 

bt  in  j4  enthalten. 
Nnn  kann  man  weiter  zeigen,  daß  %n  unabhängige  Per.  Char.  (a) 
die  H  Per,  Char.  iß)  zusammen  eine  volle  Basis  von  2?  ausmachen, 

i*  daß  es  in  IR  keine  Per.  Char.  gibt,  die  sich  nicht  aus  den  Per. 
(«1  und  (j3)  zusammensetzen  läßt.    Wir  nehmen  an,  es  existiere 
solche  Per.  Char.  {y)  und  es  sei  für  sie  etwa: 

genügen  die  Per.  Cbar. 

jedes  V  von  1  bis  n  den  GHeichungen: 

müssen  aber  auf  Grund  der  Eigenschaft  3  der  Per.  Char*  {ß)  die 
äen  Zahlen  f*  i  1  und  n  ^  yL  gerade  und  dso: 

^)  id,^,i  =  +  i,  i*,/jj  =  +  i       (.=......») 

f    d,  L    man    kann    jede    nicht    zu    den    {«)   und    (^)    gehörige 
Char.  {y)  der  Basis  von  E  durch  Hinzunahme  von   Per.  Char. 
80  abändern,  daß  sie  den  n  Gleichungen: 

10)  |y^^J  =  +l  (t=i,t.    *,•) 

Itlgt.    Weiter  folgt  aber,  wenn  die  beiden  Zahlen  f*  ±  1  und  w  —  ft 

äe  sind,  daß  n  ungerade  ist,  und  die  Per.  Char.  (j3j  /Jj  *  •  *  ß^  würde 

nicht  nur  zu  allen  Per.  Char.  (a)  und  auf  Grund  der  Gleichungen 

JO)  zu  allen  Per.  Char.  (y),  sondern  auch   zu  jeder  einzelnen  Per» 

iß)  syzygetisch  sein,  also  zur  Gruppe  A  gehören,   was  infolge 

Eigenschaft  2  der  Per.  Char.   iß)  ausgeschlossen   ist.     Damit   ist 

br  die  Un Statthaftigkeit  der  Annahme,  daß  es  von  den  («)  und  (ß) 

ibbängige  Per.  Char.  der  Gruppe  J5  gäbe,  nachgewiesen.     Zugleich 

Bnnt   man,    daß    n    gerade   sein    muB^    da   sonst   {ß^ ßt*'*  ßn)   ^^ 

Per.  Char.  der  Basis  von  E  syzygetisch  wäre,  was,  wie  aoeh^tv 
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erwähnt;  nicht  stattfindet.     Ersetzt  mau  daher  noch  n  durch  2fi,  so 
kann  man  den  Satz  aussprechen: 

vvvii    Satz:   Jede  Gruppe  E  von  2"  Per.  Chor,  hat  eine  Bask 

von  der  Form: 

(XXIX)  («i),"-,(0,   (Ä),-,(AJ>  <-+«-" 

deren  Per.  Giar.  den  Gleichungen: 

(XXX)       |a,,«J  =  +l,     |«„^J=  +  1,     1/J^,^J  =  -1 

/x,  i  =  l,  2,  •    -»m;    x<il\ 
Vi,  »'  =  1,2,  •    -.«ii;  ft<v) 

genügen.    Eine  solcJie  Basis  wird  eine  normale  genannt. 

Da  die  Per.  Char.  (a\  (ß)  unabhängig  sind,  so  haben  die  m  +  2ii 
Gleichungen: 

(211)  |a„a;!  =  +l,     \ß„x\  =  +  l  ^Z^'X-l'^i 

22p-m-2n  Lösungeu;  zu  ihnen  gehören  die  2~  Per.  Char.  (a);  es  ist 
also  jedenfalls: 

(212)  2p  —  m  —  2n^m,    m  +  n^p. 

Ist  E  die  Gruppe  aller  2^^  Per.  Char.,  so  ist  i«  =  0,  «  =jp;  es  gibt 
also  2p  unabhängige  Per.  Char.,  die  zu  je  zweien  azygetisch  sind; 
solche  bilden  zusammen  mit  ihrer  Summe  ein  F.  S.  von  Per.  Char. 
Da  die  Per  Char.  («),  (ß)  unabhängig  sind,  so  kann  man  weiter 
eine  Per.  Char.  {ß^n^^^  finden,  welche  den  Gleichungen: 

(213)  |«„x|  =  -l,     !«„a::  =  +  l,     \(i^,x\  =  -\,    £1!;^.;:.) 

genügt;  dann  befriedigt  die  Per.  Char.  («i/Sj^^i)  ==  (ft^^j)  dieselben 
Gleichungen;  es  sind  auch  die  Per.  Char.  {ß^^-^-i)  ^^^  (Ä«+j)  *^{P" 
tisch,  und  die  m  +  2n  +  l  Per.  Char.  (a^),  .-•,  (aj,  (/SJ,  .-.,  (jj,,^,) 
sind  unabhängig.  Denn  bestünde  zwischen  ihnen  eine  Relation,  so 
könnten  in  dieser  infolge  der  Unabhängigkeit  der  Per.  Char.  (a),  (^) 
weder  beide  Per.  Char.  (/^g^+i)  und  (ft^+a)  fehlen,  noch  w^n 
(ftn+iftfi  +  s)  =  (^1)  bei<ie  vorkommen;  enthielte  sie  aber  eine  dieser 
beiden  Per.  Char.,  so  wäre  diese  im  Gegensatze  zu  den  Gleichungen 

(213)  zu  («i)  syzygetisch.  In  derselben  Weise  kann  man  («,)  in  die 
Summe  («s)  =  (/^s^+sftn+J  zweier  azygetischer  Per.  Char.  0»^.+,) 
und  {ßin^^  zerlegen,  welche  den  Gleichungen: 

(214)  \a„x\ 1,     |a„:r|  =  +l,     \ß^,x\ 1    t'JwJ 

genügen,  und  es  sind  die  m  +  2n  +  2  Per.  Char.  (og),  •  •  •,  (aj, 
(ßi);  '">  {ßin-ifd  unabhängig.    Indem  man  so  fortfahrt^  erhalt  man  da 
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jLJLJLJiL  Satz:    Jede  Gruppe  E  von  Per,  Cliar,   hat  eine  Basis 
ikr  Form: 

(ßi)f  **f  (ßf»-tim)  unahhäfigigc  Per.  Char.  sind,  von  denen  je  swei 
ygeÜjfch  sind. 

Durch  lineare  Transformati  od  der  Perioden  geht  aus  einer  Gruppe 

Per.  Char.  immer  wieder  eine  Gruppe  von  Per.  Char,  hervor; 
bei   bleibt  nicht  nur  der  Rang  r  der  Gruppe  selbst*  sondern  auch 

Rang  7fi  ihrer  syzygetisehen  Untergruppe  iingeandert.  Aus  dem 
SXlIl.  Satze  folgt  aber  zusammen  mit  dem  XVUl.  Satze,  daß  mau 
ich  umgekehrt  durch  lineare  Transformation  von  jeder  Gruppe  zu 
er  anderen  von  gleichem  Range  und  gleichem  Range  dfr  syzyge- 
hen  Untergi*uppe  gelangen  kaun. 

Zu  den  2''  Per.  Char.  einer  Gruppe  E  vom  Range  r  gibt  es 
fts  ä-^"'"  Per.  Char.,  welche  zu  alleu  Per.  Char.  von  E  syzygetisch 
d,  sie  sind,  wenn  (f^),  Ug),  •-,  (O  eine  Basis  von  E  sind,  die 
tiügen  der  r  unabhängigen  Gleichungen: 

d  bilden  selbst  wieder  eine  Gruppe  Z  vom  Range  2p  —  r,  die  man 
[^  zu  E  mljuHijkrie  Gruppe  nennt;  es  ist  dann  auch  E  die  zu  Z 
ungierte  Gruppe,  Die  Gruppen  E  und  Z  haben  die  syzygetische 
tergruppe  gemeinsam  und  es  ist  diese  zugleich  ihr  größter  gemein* 
er  Teiler. 
Konjtigiert  zu  einer  Gntppe  E  vom  Range  r  nennt  man  weiter 
\e  solche  Gruppe  U  vom  Range  2p  —  r^  deren  Basischarakteristiken 
'»  (%)>  *"t  iVip-r)  zusammen  mit  den  Basischarakteristiken  (fj), 
V,  (s/\  von  E  2p  unabhängige  Per.  Char.  bilden.  Die  kon- 
og-ierte  Gruppe  H  ist  im  Gegensatze  zur  iidjtmgierten  Z  durch  die 
Liigabe  von  E  nicht  eindeutig  bestimmt,  da  jede  ihrer  Basiseharak* 

r Silken  durch  eine  beliebige  ihr  mod.  E  äquivalente  ersetzt  werden 
Sind  je   zwei  Per.  Chan   einer  Gruppe   syzygetisch,   wozu  not- 
^ndig   und   hinreichend    ist,   daß   es  je   zwei  Per.  Chan  ihrer  Basis 
id,  so  heißt  die  Gruppe  selbst  syzy^jeti^cJL     Der  Rang  einer  syzy 
chen  Gruppe  kann  auf  Grund  der  Relationen  (212)  nicht  großer 
p    sein.      Eine    syzygetische    Gruppe    vom    Range  p   heißt   eine 
Grupjye. 

die  Basis  einer  Göpelschen  Gruppe  zu  bestimmen,  wähle 
'(üi)  beliebig  unter  den  2*^—  1  eigentlichen  Per.  Char.  aus; 
ae  Südann  für  (a^)  eine  der  2^'''*  -  2  ^  2{2^^-^-  1)  von  (0) 
(ifj)  verschiedenen  Losangen  der  Gleichung: 

le)  K,xl-+1; 
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femer  für  (a,)  eine  der  2>^->-  4  =  2«(2«'»-*- 1)  von  (0),  (oj),  («J, 
(cc^oc^)  verschiedenen  Losungen  der  Gleichungen: 

(217)  |a„rrH  +  l,     |a„:r|  =  +  l 

und  fahre  so  fort  Sind  x  Basischarakteristiken  (a^),  (c^),  •••,  (cj 
gefunden,  so  ist  für  die  x  +  1**  eine  der  2^^-'-  2«  =  2«(2*'-*«-l) 
von  diesen  unabhängigen  Lösungen  der  Gleichungen: 

(218)  \a„x\  =  +  l,    K,x|  =  +  1,  ...,   |«„a;|-+l 
ZU  setzen.    Die  auf  solche  Weise  erhaltenen: 

(219)  {2'P  -  1)  (2*P- «  -  1)  ...  (2«  -  1)  2* ^~ ^^' 
verschiedenen  Basen  Göpelscher  Gruppen  liefern  aber  nur 

(220)  (2'^---^)(g'^"'-^)-  •(g'---^)^(2P+l)(2^'^  +  l)'-(2  +  l) 

verschiedene  Göpelsche  Gruppen  selbst,  da  in  einer  gegebenen  Gruppe 
vom  Range  p  die  erste  Basischarakteristik  auf  2^*  —  1,  die  zweite  aaf 
2^-2  =  2(2^-1-1),  ...,  die  x+ 1*«  auf  2^-2«==  2«(2P-*-l),... 
Weisen  gewählt  werden  kann. 

Durch  lineare  Transformation  der  Perioden  geht  aus  einer  Gopel- 
schen  Gruppe  immer  wieder  eine  Göpelsche  Gruppe  hervor;  man  loum 
auf  diese  Weise  von  jeder  Göpelschen  Gruppe  zu  jeder  anderen  und 
zwar  jedesmal  durch 

(221)  (2'^-i)(2'^"'-i)-   •(2'-i)2p»^(2/'-l)(2^-i~l)...(2-l)>y 

verschiedene  lineare  Transfonnationen  gelangen. 

Für  jede  Göpelsche  Gruppe  von  Per.  Char.  ist  die  adjungierte 
Gruppe  mit  der  ursprünglichen  identisch. 


§9. 

Systeme  von  Thetaoharakterlstiken. 

Addiert  man  zu  deti  sämüichen  Per.  Char.  einer  Gruppe  E  eine 
beliebige  Th.  Char.  [x]  und  faßt  die  efitstehenden  2''  Charakteristikn 
als  TL  Cliar.  auf,  so  sa^jt  man  vofi  ihnen,  daß  sie  ein  System  tan  ? 
TIi,  Char.  bilden.  Man  kann  die  2*"  Th.  Char.  eines  Systems  auch  ab 
die  wesentlichen  Kombinationen  von  r  +  1  wesentlich  nnabhängigeo 
seiner  Th.  Char.  definieren.  Sind  nämlich  (f^),  (f^),  •-.,  (f^)  die  Baas- 
Charakteristiken  der  Gruppe  E,  so  sind  die  2^  Th.  Char.  des  Systems 
[x],  [xfj,  [xfg],  [^^i^al  *••  diö  wesentlichen  Kombinationen  derr+l 
Th.  Char.  [x],  [xe^],  ••.,  [xe^]-,  diese  r  +  1  Basischarakteristiken  des 
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Eems  aind  aber  wesentlich  unabhängig,  da  die  Summe  einer  ge- 
ien  Anzahl  von  iknen  sieh  stets  auf  eine  Kombination  der  (f) 
iaziert. 

Aus  einer  Gruppe  E  vom  Range  r  erhält  man  auf  die  angegebene 

JeiBB  2^f''  verschiedene  Systeme  von  Th.  Char,,  welche  zusammen 

le  2^f  überhaupt   existierenden  Th.  Chan  und  jede  nur  einmal  ent- 

Iten;  man  sagt  von  ihnen,  daß  sie  einen  Komplex  bilden.    Man  er- 

It  die  2*^"'"  Systeme  des  Komplexes  und  jede«  nur  einmal,  wenn 

an  Stelle  von  [x]  der  Reihe  nach  die  2^^"**  Pen  Cbar.  einer  zu 

konjugierten   Gruppe  H  treten  läßt;    man  nennt   daher  auch   die 

•#-''  Systeme  eines  Komplexes  zueinander  konju/fioi, 

Adjufh^iert  sollen  zwei  Systeme  von  Th.  Char.  heißen,  wenn  jene 

rei  Gruppen  von  Pen  Char,  es  sind,  aus  denen  sie  abgeleitet  wurden. 

Die  2'"  Per.  Chan   einer  jeden  Gruppe  E  von  Pen  Chan  können 

ch  dem  im  vorigen  Paragraphen  Bemerkten  als  die  Lösungen  der 

—  r  unabhängigen  Gleichungen: 

i)    |s„x|  =  +  i,    !t,,x|  =  +  i,  ■•-,  Ui^_.,^l  =  +  1 

^fimert  werden,  in  denen  (J,),  (J^),  •■*,  (^.-r)  Basischarakteristiken 
Ir  zu  E  adjungierten  Gruppe  Z  sind.  Die  2''  Lösungen  der  all- 
leineren  Gleichungen: 


?3)    \t„x\  =  (-l)\    |e„a:|  =  (-l/»,  ■••,  K, 


9p- r 3  ' 


.(-l/-'p-, 


denen  die  6  vorgegebene  Zahlen  0,  1  seien,  bilden  ein  System  K 

m  2^  Th-  Chan,  welches,  da  man  sie  durch  Addition  einer  beliebigen 

iner  TL  Char.   zu  den  2''  Pen  Char.  der  Gruppe  E  erhält,  dem  stu 

|eser  Gruppe  gehörigen  Komplexe  entnommen  ist^  und  es  entsprechen 

pn   2'^^''  konjugierten  Systemen  dieses  Komplexe»  genau  die  2^^"*' 

['ftriationen    mit  Wiederholung    zur  2  p  — r***"  Klasse   der   Elemente 

1,   die  an   Stelle   von  df^,  Ä^,  -•-,  Äj^^^  treten  können,  sodaß  also 

Zahlen  dj,  tfj,  —  •,  ^tp-r  willkürlich  gewählt  werden  können,  durch 

Angabe  aber  das  System  K  eindeutig  bestimmt  isi 

Es  soU  jetzt  die  Anzahl  der  unter  den  2**  Th.  Chan  eines  System» 

vorkommenden  geraden  und  ungeraden  Tb,  Cbar,  ermittelt  werden. 

lehnet  man  die  erstere  mit  g,  die  letztere  mit  t«,  so  ist: 


124) 


(f  +  u^2%     g-u  =  ^\i, 


man  die  letzte  Summe  über  alle  2''  Th,  Chan  des  Systems  er- 
ßki     Es  sei  nun  («j),  *•*,  (a^,),  (/J,),  ••■,  (/3,J  eine  normale  Basis 
^r    dem    Systeme   K  zu    gi-unde    liegenden  Gruppe    von    Pen  Char. 
Th   Chan  des  Systems  K  hat  die  Form: 


»> 


ie]  =  [x+ya+2ß\, 
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und  es  ist  dann: 

(226)  \B\'-\x+2<^+2ß\  =  li"«! •  li"«,« +i'^l •  \»+2ß\ 

=  |ia|.|i«,«i.|x+ii8i, 
also: 

(227)    ^-«=(2'ii«i-ii«,''i)(2'i«+i'^i).' 

2 

WO  in  der  ersten  Summe  an  Stelle  von  (^a)  alle  2"^  EombinationeQ 

der  Per.  Char.  (a),  in  der  zweiten  an  Stelle  von  (^ß)  alle  2*"  Kom- 
binationen der  Per.  Char.  (ß)  zu  treten  haben.    Nun  ist  aber: 

(228)  ^li'«|-|i«,x|  =  j^(l  +  |«,||«„x|) 

m 

und  es  hat  daher  die  Summe  nur  dann  einen  Ton  Null  verschiedenen 
Wert  und  zwar  den  Wert  2*",  wenn  die  Th.  Char.  [««i],  [xo^]?  "'i 
[xa,„]  sämtlich  denselben  Charakter  wie  [x]  besitzen.  Bezeichnet  man 
also  mit  d  eine  Größe,  die  Eins  ist,  wenn  die  Gleichungen 

(229)  x|  =  >«,i  =  |xa,i  =  ..-  =  |xa„| 

bestehen,  dagegen  Null,  wenn  diese  Gleichungen  nicht  bestehen,  so  ist: 

(230)  2\^cc'.-\^a,x\  =  S-2»'. 

V 

Die  2^""  Th.  Char.  [x  +  ^  ß]  sind  die  wesentlichen  Kombinationen  der 
2n  +  1  wesentlich  unabhängigen  und  zu  je  dreien  azygetischen 
Th.  Char. 

(231)  [^o1  =  M,     [A'J  =  [^ftl,    •••,    [ßinl-l^ßfnl 
und  es  ist  daher  mit  Rücksicht  auf  Formel  (81): 

(2;«)   2\x+2ß\  =  U{l  +  i\ßo\)il  +  i\ßx'\)---(.l  +  i\ßü) 
Sind  also  von  den  2n  +  1  Th.  Char.  (231)  s  ungerade,  so  ist: 
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)  2'l''  +  -^/»l  =  r»l^(i-0'(i+»')*"**--(i+0'(i-«?"*'-] 

=  i,..  2'.  (2i)— L(i +  /)-(- i)'-'(i-0] 
=  ±2-, 

Dachdem  w  —  s  ^  0,  1  oder  ^  2,  3  (mod-  4)  ist,  oder: 

:)      2:u+i^i=(-i)^^"— '^'-'2-, 

daher  endlich: 
hat  daher  Torläuiig: 

„  =  2«+-»[2--ö(-l)*' '"—']. 

Anwendung  auf  die  Göpelßchen  Systeme:  Die  ans  einer  Gö}>d^ 
eti  Gmppe  von  Fer,  Chm\  abgeleiteten  Systenw  von  Th.  Chat,  werden 
pelsche  Systeme  genannt.  Die  2^  TIl  Chnr,  eines  Gopehehen  Systems 
fitft  auch  als  die  wesmüiclien  Komhinaiionm  von  p  +  l  wesentlich 
ibhüngigen,  zu  je  dreien  syzygeiisclmi  Th,  Char,  definiert  werden. 

Für  ein  Göpelsches  System  ist 

17)  m  =  p^    n  =  0,    s  =  0, 

|ld  daher  die  />  +  1  Basischarakteristikcü: 

von  demselben  Cbarakter,  so  ist  r/  =  2'',  u  =  0;  ee  aind  also 
th  die  Bnsischarakteristikea  immer  gemde,  niemals  ungerade.  Sind 
nicht  alle  Basischarakteristiken  gerade,  so  ist  g  =  2^~\ 
'*,  und  da  nach  Formel  (80)  die  wesentlichen  Kombinationen 
syzygetischen  geraden  Th,  Char,  alle  auch  gerade  sind,  so  kann 
die  Basis  des  Göpelschen  Systems  in  diesem  Falle  so  wählen, 
p  ihrer  Th,  Char.  gerade  sind  und  nur  die  p  +  l**,  etwa  [Uf^'] 
gerade  ist,  und  es  sind  dann  die  2^"^  geraden  Th,  Char,  des 
Biems  die  wesentlichen  Kombinationen  der  p  geraden  Basiscbarakte- 
bken,  während  die  2^^^  ungeraden  Th.  Char.  des  Systems  alle  die 
gerade  Basischarakteristik  [cCq^]  enthalten  und  daher  die  wesent- 
^^u  Kombinationen  der  />  TL  Char.  [kq],  [«g'aj'ßj'Ji  [ßo'«/*^»'!  "  *i 
^Ui'te^'}  sind.    Es  bilden  also  sowohl  die  2'*"*  gemd^Ti,  is\%  tsävöci  ööä 
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2p  ^^  ungeraden  Th.  Ghar.  eines  Göpelflchen  Systems  f&r  sieh  ein 
System  von  Th.  Char.;  für  das  erstere  ist  ^  =  2^"*,  »  —  0,  für  das 
letztere  flr  =  0,  m  =  2^"^    Die  p  Gleichungen: 

(240)  |«„a;|  =  (-lA    |  «„  :r  |  -  (- 1)'»,  •  • -,    |«„a;|-(-l)^ 

wobei   die   ä   vorgegebene   Zahlen  0,  1    seien,  haben   2^  Lösungen; 

diese  werden   aus  einer  unter  ihnen  erhalten ,  indem  man  zu  ihr  die 

i 

2p  Per.  Char.  der   Göpelschen  Gruppe  CS*«)  addiert,  sind  also  die 

z 
2p  Th.  Char.  eines  Göpelschen  Systems  des  zur  Gruppe  CS*«)  ge- 
hörigen Komplexes,  und  es  entsprechen  den  2p  Systemen  des  Kom- 
plexes die  2p  Variationen  mit  Wiederholung  zur  p^^  Klasse  der  Ele- 
mente 0,  1,  die  an  Stelle  von  d^,  •••,  d^  treten  können.  Verlangt 
man  speziell: 

(241)  \a^,x\^\u^\,     \cc^,x\  =  \a^\,   •  •  •,    I^^HIS'^ 
so  ist: 

(242)  |«i^l  =  |«,^l  =  --—|«,^l  =  |a:|; 

dadurch  ist  also  das  in  jedem  Komplexe  vorkommende  einzige  System 
charakterisiert,  das  aus  lauter  geraden  Th.  Char.  besteht. 

XXXI V.  Satz:  In  jedem  Komplexe  von  2P  Göpdschen  Systemen 
gibt  es  eines,  d<is  aus  2p  geraden  Th,  Char,  besteht;  jedes  der  2p—1 
anderen  Systeme  enthält  2p  "^  gerade  und  2p '^  ungerade  TK  Char, 

Man  kehre  nun  zum  allgemeinen  Falle  zurück.  Sei  r  =  «»-f2« 
und  [y^],  [yj,  •  •  •,  [y^]  irgend  eine  Basis  des  Systems  K.  Bezeichnet 
man  dann  mit  f  die  Anzahl  der  Lösungen  der  Gleichungen: 

(243)  |yo^|  =  |yol,    l^i^Hbil.  •  •  •,  WM'WA, 
so  ist 

{2U)f^^-,^[{l  +  \r,\\Y,B\){l  +  \Y,\W^^^^ 

wo  [e]  alle  2^p  Th.  Char.  durchläuft.  Fühi-t  man  auf  der  rechten 
Seite  die  Multiplikation  aus,  so  wird  das  erste  Glied  der  Summe: 

(245)  2  1  ==  2»^, 
irgend  ein  anderes  Glied  aber  von  der  Fonn: 

(246)  ^\r^.\^Y^.^\^Yv\'\rA"'-2\^\'\^,Y^,\'  l^l-i^ni- 

[»]  [t] 

W  I 
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enn  q  die  Anzahl  der  hier  vorkommenden  TL  Char.  [y],  bezeichnet, 
st  Q  gerade;  so  ist  diese  Summe  Null;  ist  q  ungerade,  so  ist  sie: 

ad  es  ist  daher: 

o  die  letzte  Summe  über  alle  wesentlichen  Kombinationen  der  TL 
^-  Wly  d*  ^*  ^^^^  ^Ue  Th.  Char.  des  Systems  K  zu  erstrecken  ist. 
Tegen  (235)  hat  man  daher  endlich: 

r49)  /•-  -^  [2'p  +  2Pd{-  i)*^*-" "'^^*-V+«'] 

Qr  Ä«=l,  m  +  n»jp  ergibt  sich: 

?50)  /•-  2«-i[l  +  (-  1)^* ''<"-'] 

id  man  schließt  daraus,  da  f  jedenfalls  nicht  Null  ist,  weil  eine 
osung  [x]  =-  [0]  der  Oleichungen  (243)  stets  vorhanden  ist,  daß  in 
iesem  Falle  (n  —  s  —  1)  (n  —  s)  =  0  (mod.  4),  also  flr  —  u  =  2^  ist. 

JUULW.  Sats:   Aas  den  2**  Per,  Char,  einer  Gruppe  mit  der  nor- 
den Basis: 

^xxm)        («0,  •  •  •,  («j.  (fi^),  ■  ■ ;  (A j        (:+:•,=') 

i  durch  Addition  der  Th,  Char.  [x]  ein  System  von  Th.  Char.  ah- 
üeitet.  Bezeichnet  man  dann  mit  g  die  Anzahl  der  geraden^  mit  u 
ie  Anzahl  der  ungeraden  unter  den  2^  Th,  Char,  des  Systems,  so  ist: 

CXXIV)    ^=.2^+--i[2"  +  *(-l)^],    M  =  2«+"-»[2«-*(-l)*'J, 

o  zur  Abkürzung  tf  =  ^  (n  —  5  —  1)  (n  —  s)  gesetzt  ist;  also: 
QCXV)  flr  -  M  =  *(-  l)^2^+r 

kibei  bezeichnet  8  eine  Größe,  die  1  oder  0  ist,  je  nachdem  die  m+1 
Ä.  Char,  [x],  [xoi],  •••,  [««„]  ^^  ^^^  demselben  Charakter  sind  oder 
\ckty  s  aber  die  AnzaM  der  ungeraden  unter  den  2n  +  1  Th,  Char. 
0;  [^Al  •  •  •;  [*A  J-  ^^  FaUe  m  +  n  =p  und  d  ^  1  ist  zudem 
immer  gerade,  also  g  —  u==2p,  sodaß  der  größte  Wert,  den  g  —  u 
reicht,  2^  ist,  der  kleinste  aber  —  2^"^  beträgt. 

Daß  diese  äußersten  Werte  von  g  —  u  wirklich  erreicht  werden, 
agen  ein  OSpelsches  System  von  2^  geraden  Th.  Char.  und  das 
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System  der  2^"^  ungeraden  Th.  Char.  in  einem  nicht  aus  lauter  ge- 
raden Th.  Char.  bestehenden  Göpelschen  Systeme. 

In  einem  besonderen  Falle  soll  die  Frage  nach  der  Anzahl  d^ 
geraden  und  ungeraden  Th.  Char.  eines  Systems  weiter  verfolgt 
werden.  Es  sei  A  eine  syzygetische  Gruppe  von  Per.  Char.  vom 
Range  m  mit  den  Basischarakteristiken  (a^),  («,),  •  •  •,  (a,J.  Die  m 
Gleichungen: 

(251)  K,a:!  =  (-l)'s     | «„ a; |  =  (- 1)'»,   •  •  •,   | «„ x |  -  (- 1)'- 

bestimmen  dann  die  2*^"*"  Th.  Char.  eines  Systems  und  liefern,  wenn 
man  für  die  S  auf  alle  möglichen  Weisen  die  Werte  0,  1  setzt,  die 
2™  Systeme  eines  Komplexes.  Von  diesen  Systemen  ist  jenes,  L^  aus- 
gezeichnet, dessen  Th.  Char.  [A]  speziell  durch  die  Gleichungen: 

(252)  ,ai,A|  =  |aii,     |a„A|  =  |a,|,   •  • -,    |a«,Ai  =  |a^| 

bestimmt  sind.  Es  ist  nämlich  dann  nicht  nur  infolge  der  letzten 
Gleichungen 

(253)  |Ai  =  iA«J  =  LAa,H--.  =  |Z«„j 

sondern,  da  die  Per.  Char.  (oj),  («,),  •  •,  (a^)  paarweise  syzygetisdi 
sind,  für  jede  Per.  Char.  (a)  der  Gruppe  A\ 

(254)  ia,A|  =  la|     also     |Aa|  =  |Ä|, 

d.  h.  aber,  es  sind  je  2"*  Th.  Char.  des  Systems  L,  welche  einander 
mod.  A  äquivalent  sind,  von  gleichem  Charakter.  Solche  2*  Th. 
Char.  bilden  aber  selbst  ein  System  K  von  Th.  Char.  vom  Range  » 
aus  dem  zur  Gruppe  A  gehörigen  Komplexe.  Es  zerfallt  also, 
wenn  man 

(255)  p  —  m  =  q 

setzt,  das  System  L  in  2^'^  Systeme  K^,  JE,,  •••  vom  Range  nt  deiai^ 
daß  stets  die  2'"  Th.  Char.  eines  solchen  Systems  gleichen  Charakter 
besitzen.  Nennt  man  nun  ein  System  K  gerade  oder  ungerade,  je 
nachdem  seine  2^  Th.  Char.  gerade  oder  ungerade  sind,  und  g  die 
Anzahl  der  geraden,  u  die  Anzahl  der  ungeraden  unter  den  Systemen 
Ä,  aus  denen  L  besteht,  so  ist: 


(256)  ^  +  ti  =  2^    g-u 


^P'"' 


wenn  diese  Summe  über  alle  Th.  Char.  [A]  des  Systems  L  erstreckt 
wird.     Nun  ist  aber  auf  Grund  der  Gleichungen  (252): 

(257)   2l^l=i2'(i  +  '«i'^ll«il)--(i  +  :«-^l!««l)!^- 

wo  nunmehr  die  Summe  über  alle  2'^  überhaupt  existierende  Hl 
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ausgekeimt  wird.  FiUirt;  man  auf  der  rechten  Seite  dieser  Glei- 
kuog  die  Multiplikation  aus,  so  liefert  irgend  ein  Glied  des  Pro- 
ikted  die  Summe: 


^^\a,-    a..B\^2^ 


[*1 
es  besitzt  daher  die  ganze   Summe,  da  die  Anzahl   der  Glieder 
5 Produkts  2""  beträgt,  den  Wert  2^ ->•"•,  uud  endlich  ist: 

J)  .7  -  «  -  2». 

den  angegebenen  Werten  von  g  +  u  und  g  —  u  ergibt  sich  aber: 

))  ^-2^-^(2-/+!)  =  ^^,     u  =  2«-*(2v- l)  =  ii^. 

ie  2^*  Systeme  K  vom  Range  m^  in  welche  nach  obigem  das  System 

zerfallt,   verhalten  sich  also  hinsichtlich  der  Anzahlen  der  geraden 

id   ungeraden   unter   ihnen   genau  wie   die  2^'  /j- reihigen  Th.  Chai', 

Das   gefundene  Resultat   kann   man   aber^   indem   man  von   dem 

Ijsteme  L  ganz  absieht,  folgendermaßen  aussprechen: 

XXXVI.  8ate:  Ist  A  eine  syzygetmhe  Gmppe  von  Per.  Chat, 
Range  m,  so  gibt  es  unter  den  2-''^"*  (ms  ihm  durch  Adäitürn 
TK  Chan  [x]  hervorgehenden  Systefyi^n  nm  je  2"*  Tit.  Chan  2*'' 
— />  — »j),  deren  2"'  TIl  Char,  sämtlich  von  demselben  Cliarakter 
i,  und  swar  g^  =  2«"*^(2«  +  1)  Systeme^  die  ans  lauter  geroiiett  tmd 
«  2«^*(2^  —  1)  Systeme f  die  ans  lauter  ungeradefi  TL  Char.  bestehen. 

Diese  2^'^  Systeme  von  je  2"*  Th.  Char,  gleichen  Charakters  seien 
lit  i'i,  -ffj,  *  bezeichnet.  Sind  dann  K^  mit  den  Th.  Char.  [9c^(t]f 
T^  mit  den  Th.  Char.  fx^ö]  und  Ä'^  mit  den  Th.  Char.  [Xja],  wo 
jeamal  au  Stelle  von  (a)  die  2"*  Per.  Char.  der  Gruppe  A  zu  treten 
iben,  irgend  drei  anter  ihnen,  so  ist  K^  mit  den  Th.  Char.  fxjX^Xjß] 
Tiertes,  da  alle  Systeme  K  zusammen  selbst  ein  System  L  bilden, 
jede  wesentliche  Kombination  irgend  welcher  ihrer  Th.  Char, 
[rieder  in  ihnen  enthalten  sein  muß.  Sind  ferner  \k^\  [x^],  [k^]  syzy- 
ch  oder  azygetisch,  so  sind  es  auf  Grund  der  Gleichung  (*59) 
Eich  irgend  drei  andere  aus  Ä^,  Ä'^,  K^  beziehlich  genommene  Th. 
r»,  and  man  kann  also  die  BegrifiFe  ,,syzygetiseh"  und  „azygetisch^^ 
jf  die  Systeme  K  seihst  anwenden.  Jetzt  kann  man  weiter  aus  den 
'♦  Systemen  auf  mannigfache  Art  2q  +  2  zu  je  dreien  azygetisohe 
ausgreifen ^  diese  bilden  dann  ein  „Fundamentalsystem**  in  dem 
ae,  wie  25  4-2  zu  je  dreien  azygetische  ^- reihige  Th.  Char., 
^deiD  man  aus  ihnen  in  der  gleichen  Weise  jedes  der  übrigen 
le  zusammensetzen  kann  und  auch  in  der  gleichen  Weise  wie 
^ri   von  einer  Schar  von  Formen  die  samtliehen  geraden  Systeme^ 
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von  einer  zweiten  die  sämtlichen  ungeraden  Systeme  geliefert  erhili 
Oder  man  kann  auch  „Haüptreihen"  von  2g  +  1  Systemen  K  bilden, 
welche  von  gleichem  Charakter  und  zu  je  dreien  azygetisch  sind; 
ihre  wesentlichen  Kombinationen  liefern  die  samtlichen  Systeme  E 
und  zwar  die  Kombinationen  5**^,  9*®',  -  ■  •  Ordnung  jene,  welche  ton 
gleichem,  die  Kombinationen  3**^,  7**^',  -  •  •  Ordnung  jene,  welche  fon 
entgegengesetztem  Charakter   sind,   wie   die  Systeme  der  Hauptr^ihf, 

Durch   lineare  Transformation   geht  ein   System   von    Th.  Chv, 
immer   wieder   in   ein   System   von  Th.  Char.  überj    sind   dal 
[*^s]j     *i  [*^m  +  i]  ''^  +  1  Basischarakteristiken  des  ursprCinglichen  ^; 
so  sind  es  die  m  +  i  daraus  durch  die  vorliegende  lineare  Tnuusfor 
mation   hervorgehenden  Th.  Char.  [c^],  [a^],  ---^  [«m  +  il   ^^  ^  '^^^*' 
Da  bei  diesem  Übergange  eines  Systems  von  Th»  Char.  in  ein  anderem 
eine   gerade  Th»  Chan   immer   wieder   in   eine  gerade^   eine  ungerad« 
Th,  Chan  immer  wieder  in  eine  ungerade  übergeht,  weiter  aber  <li^' 
syzygetische  Th.  Char.  immer  wieder  in  drei  syzygetische,   drei  a?) 
getische  Th.  Char.    immer   wieder   in   drei  azygetische  übergehen,  - ' 
können  nur  solche  Systeme  von  Th.  Chan  durch  lineare  Transfornui'  i 
tion    ineinander    übergeführt    werden,   bei    denen   jeder   geiBden  TkJ 
Char.  des  einen  auch  eine  gerade  Th.  Char.  des  anderen;  drei  syzyg^| 
tischen   bez.  azygetischen  Th.  Char.  des  einen  auch  drei  syeygetiidift| 
l>ez.   azygetische  Th.  Char.   des   anderen   entsprechen.      Insbesoodtttl 
geht  durch   lineare   Transformation  ein   Ööpebches    System   von  Hl 
Char.   immer   wieder   in   ein  Ööpelsches  System    von  Th.  CIiat  tttfl 
und  spuziell    eines   aus   lauter   geraden  Th.  Char,    bestehendes  iifl^H 
wieder  in  ein  solches.    Dieser  Übergang  kann  noch  genauer  angeg^H 
werden.  ^H 

Ist  nämb'ch  K  jenes  einzige  System  in  dem  zu  einer  Gopddi^H 
Gmppe  A  von  Per.  Char.  gehörigen  Komplexe,  welches  aus  2^  günwicir  1 
Th.  Char.  besteht,  und  geht  die  ööpelsche  Gnippe  A  durch  die  for  I 
liegende  lineare  Transformation  in  die  Göpelsche  Gruppe  B  flber^  »J 
g^ht  das  genannte  System  K  in  jenes  einzige  System  L  in  dem^H 
Gruppe  B  gehörigen  Komplexe  über,  welches  aus  lauter  g^i^^| 
Th.  Cbar.  besteht.  Da  man  nun  weiter  durch  lineare  Transfonul^H 
von  jeder  Göpelschen  Gruppe  A  zu  jeder  anderen  B  gehmgen  kSFI 
so  kann  man  auch  durch  lineare  Transformation  von  jedem  aus  f  1 
geraden  Th.  Char.  bestehenden  Göpelschen  Systeme  K  zu  jedfB  I 
anderen  derartigen  L  übergehen.  1 

Ein  System  von  Th.  Char.  geht  weiter  durch  Addition  einer  W  I 
liebigen  Th.  Char.  zu  seinen  sämtlichen  Th*  Char.  wieder  in  Vm 
System  von  Th.  Char.  über;  von  den  auf  diese  Weise  aus  eb«8r1 
Systeme  ableitbaren  Systemen  sagte  man  oben,  daß  sie  einen  Kö»  I 
plex  bilden.  Nimmt  man  dieses  Resultat  mit  dem  vorher  iv  J 
isesprochenen  zusammen,  so  erhält  man  den  mm 
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vn.  Sats:  Durch  die  beiden  Prozesse  der  linearen  Trans- 
jfiKrmation  und  der  Addition  einer  beliebigen  Th.  Chor,  ssu  den  sämt- 
MAen  Th,  Char.  eines  Systems  geht  ein  System  von  Th,  Chor,  immer 
Wieder  in  ein  System  von  Th.  Char.  über.  Man  kann  insbesondere  auf 
Weise  von  jedem  Göpdschen  Systeme  ssu  jedem  anderen  gelangen. 


Der  Inhalt  der  beiden  letzten  Paragraphen  rührt  von  Frobenius^)  her; 
Tgl.  dazu  auch  Schottky^. 


Zweiter  Abschnitt. 
Die  Additionstheoreme  der  Tlietafanktionen. 

§10. 

Die  BiemaiiBSOhe  Thetaformel. 

Man  gehe  auf  den  XVI.  Satz  pag.  91  zurück^  setze  darin  n  «=  4 
imd  lasse  an  Stelle  des  Systems  der  16  Zahlen  (K^^)  (p,  tf  =  1,  2,  3,  4) 
das  spezielle  den  Gleichungen  (LVll)  für  den  Wert 

(261)  r  -  2 

genügende  Zahlensystem: 

+  1,  +1,    +1,  +1, 

+  1,  +1,    -1,  -1, 

+  1,  -1,    +1,  -1, 

+  1,  -1,    -1,  +1 


(262) 


at@D.     Setzt  man  dann  ferner^  indem  man  tinter  den  ^^  iq\  ^,  ^\  6^  &' 
inse  Zahlen  versteht: 


«ci) 


f,-H%  +  9^  +  ^^)f  9;'-H%-^9^^ 


1(263) 


5?f  =  i(i?,  +  0, 


^r^H^ 


(;r=l,f,'    >j») 


*r'-K' 


1)  FrobeiiiTi»,  t)\m  Vnnppmi  vöd  TlietÄchar.    J.  für  Math.  Btl  96.    1884, 
.  81    und  Jichon  frühen  Obor  duß  AflditioaöthBOfem  etc.    J,  f,  Math.  Bd.  89. 
&,  pag,  186. 
S)  Schottify    7«>^  TIiAi*.i»i  (?»^r  AbtsV«cheii  Ftmct.  etc.   J.  far  Math,  Bd.  10t, 
iS88,  pag.  aOI. 


»f  ^  Thfr%%,t-xi>> ' 
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80  wird: 

(2641      ^/.''-2'?.  +  <'/.  +  ^'    ^.*'-9m»    fJ""^'    ^^'^> 
Ä<^^-2i,'+p'+«',     Ä<'>-p',     Ä<*>-tf',     S<*>-0, 

und   das   auf  der  rechten  Seite   von  (LVlll)  stehende  Thetaprodoli 
geht,  wenn  man  noch  zur  Abkürzung 

(265)    «J'  +  «<*'  +  a<«  +  aJ>=..„     ß)!' +  ^'' +  ^'^  + /J^^  -  .; 
setzt  und  beachtet;  daß  dann: 

wird,  unter  Anwendung  der  Formel  (VlII)  über  in: 

(267)  (-  1)''=' 

*[*  +  <»+ tf]C»<*'l » [f  +  riC»<*'l  ^  [« + "W} »  HP) 

Da  nun  weiter  die  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (LVlil)  hinte 
dem  Thetaprodukte  stehende  Exponentialgröße  gleich 

(268)  (-  !)''=• 

wird,  80  erhält  man  aus  der  Formel  (LVIII)  zunächst  die  Formel: 

P 

0,1  ^[(v  +  ?/t  +  «'^)'?;i+(V  +  e/i  +  VP 

(269)  =2'(-l)''^' 

In  dieser  Gleichung  bezeichnet  s  die  Anzahl  der  Normalldsuiige 
des  Eongruenzensystems: 
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a^i)  +  jt(«)  +  «<«)  +  «(*)  =  0  (mod.  2), 

)                   ir(»)  +  a;(«)  -  a^»)  -  a;(*)  =  0  (mod.  2), 

a;(»)  _  a;(»)  +  a^»)  -«(*)  =  0  (mod.  2), 

afi)  _  iB(*).-  «(»  +  a^*)  =  0  (mod.  2). 

i  vier  Kongruenzen  sind  aber  erfüllt,  sobald  die  erste  von  ihnen 
iht,  und  da  diese  8  Normallösangen,  nämlich 

ic(»),  a^*\  «<»),  «<*)  =  0,  0,  0,  0;     0,  0,  1,  1;     0,  1,  0,  1; 

)  0,  1,  1,  0;     1,  0,  0,  1;     1,  0,  1,  0; 

1,  1,  0,  0;     1,  1,  1,  1 
zt,  so  ist 

)  5=8. 

der  rechten  Seite  von  (269)  ist  endlich  die  Summation  in  der 
)e  auszufahren^  daß  ftlr  fi^  1,  2^  •',  p  an  Stelle  des  Systems 
4  Größen  a^^\  a^^\  a^^\  a^^  und  ebenso  an  Stelle  des  Systems  der 
•ößen  /jj^^\  fl^^,  ß^^\  ß^^\  unabhängig  von  einander,  die  16  Varia- 
in mit  Wiederholung  zur  4*®^  Klasse  der  Elemente  0,  1  treten, 
cksichtigt  man  aber,  daß  dabei  die  Oröße  £^  bez.  i^  achtmal 
Zahl  0  und  achtmal  der  Zahl  1  nach  dem  Modul  2  kongruent 
,  und  daß  das  allgemeine  Glied  der  auf  der  rechten  Seite  von 
)  stehenden  Summe  seinen  Wert  nicht  ändert,  wenn  man  eine 
Bft  oder  €^  durch  eine  ihr  nach  dem  Modul  2  kongruente  er- 
,  so  erkennt  man,  daß  diese  Summe  das  8^^-fache  jener  Summe 
die  aus  ihrem  allgemeinen  Gliede  hervorgeht,  wenn  man  jede 
\e  Bfi  bez.  6^  einmal  den  Wert  0  und  einmal  den  Wert  1  an- 
len  läßt,  also  an  Stelle  von  [i\  der  Reihe  nach  die  2^p  Th.  Char. 
Indem  man  noch  linke  und  rechte  Seite  durch  8'^  teilt  und 
^on  den  Summationsbuchstaben  €,  a  unabhängigen  Teile  der  Ex- 
ntialgroße  auf  die  linke  Seite  der  Gleichung  stellt,  erhält  man 
Folgende  Endresultat: 

XXX  ViU.  Sats:  Biemannsohe  Thetaformel.    Sind  die  Variablen 

lZl:iXp)    ^i   d<^   Variablen   uff^Z^^Xp)   ^^^P^ 
h  die  Gleichungen: 

2t;<'> -«<"  +  «<») +  «<»>  +  «<*', 


XVI)  ''^  ~^ 

2t;<"  =  «"' 


«r 

— 

< 

— 

<> 

»r 

+ 

»»' 

— 

«r> 

«r 

— 

»? 

+ 

<^ 

(/«  =  1,8,.    .»p) 


%Q^ 
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2„W  =  ,;'*)  +  .,(«>  + «««  +  «<*>, 


(xxxvn) 

2<'  =  <'- 

2<>  =  .<')- 
und  seiet  man: 

•<'-t'^+<^ 

^(.]  = 

=  (- 1)"=' 

(XXX  VUI) 

ä't'J] 

p 

=  (- 1)"=' 

50  besiefien  zwischen  den  Größen  x  und  y  die  Gleichungen: 

(XXXIX)  a^yt.i^-^'l^'^l^c.p 

[•] 

hei  denen,  wie  im  ersten  Abschnitte  eur  Äbkürinmg: 

p 

(XL)  |.,.;|.=  (-l)''  =  ^ 

gesetzt,  die  Summatimi  über  alle  2*^  Th.  Char,  [s]  ausstudehnen  ist  uind 
[fj]  eine  beliebige  Th,  Char.,  ((>),  (<y)  aber  beliebige  Per.  Char.  bezeidmen. 

Man  wird  dazu  bemerken,  daß  die  Gleichungen  (XXXES)  in 
sich  übergehen,  wenn  man  die  Charakteristiken  [s],  [i^],  (q),  (p)  durck 
ihnen  kongruente  ersetzt,  vorausgesetzt  nur,  daß  diese  Ersetzung 
jedesmal  überall  geschieht,  wo  diese  Charakteristiken  yorkommen; 
dagegen  ist  es  nicht  gestattet,  die  Charakteristik  einer  einzelnen 
Thetafunktion  etwa  [e  +  q  +  ö]  durch  eine  ihr  kongruente  z.  B.  im 
Falle  (ö)  =  ((>)  durch  [f]  zu  ersetzen.  Solche  Reduktionen  dürfai 
stets  nur  unter  Benutzung  der  Formel  (VIII)  vorgenommen  werden. 

Denkt  man  sich  in  der  Gleichung  (XXXIX)  die  Per.  Char.  (^), 
(ö)  festgehalten  und  läßt  an  Stelle  von  [rj]  der  Reihe  nach  die  2*' 
Th.  Char.  treten,  so  entsteht  daraus  ein  System  S  von  2*'  Glei- 
chungen, welche  alle  auf  ihren  rechten  Seiten  die  nämlichen  2*' 
Größen  x^^^  haben;  aus  den  2*''  Gleichungen  dieses  Systems  S  sollen 
im  Folgenden  durch  lineare  Verbindung  neue  Gleichungen  zwischen 
den  Größen  x  und  y  abgeleitet  werden. 

Zu  dem  Ende  verstehe  man  unter  (o^),  (o,),  •  •  •,  (a^  irgend  •• 
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nnabhängige  Per,  Char. ,  bilde  zu  ihnen  als  Baf^is  die  Angehörige 
iruppe  A  TOD  r  ^  2"*  Per.  Char.  (a^)^  (aj,  •>  (^r-i)  ^^^  l^se  in 
ier  Gleichung  (XXXIX)  an  Stelle  von  [iy]  der  Reihe  nach  die  r 
rh.  Char,  [lya^l,  [T^a^J,  •••,  [^«^_i]  treten,  indem  man  unter  [»/]  wieder 
ine  beliebige  Th.  Char.  versteht.  Diese  r  Gleichungen  multipliziere 
aaiiy  indem  man  mit  [g]  ebeniulls  eine  beliebige  Th.  Char.  bezeichnet^ 
lit  '  £,  ^'o  ?  I  ^7  <^t  ' j  •  'i  l  Sr  ^#  - 1 1  ^^^  addiere  sie  zu  einander*  Man 
It  dann  zunächst  die  Gleichung: 

dieser  Gleichung  besitzt  die  am  Ende  stehende  Summe 


r— 1 


74) 


2\n,%.=ni^+\^t.%\) 


lur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  und  zwar  den  Wert 
wenn  die  Per,  Char.  (fg)  zu  den  ?»  Basischarakteristiken  (a^),  •-, 
tu^   und  daher  zu  allen  r  Per.  Char.  der  Gruppe  A  syzjgetisch  ist; 

jlcher  Per,  Char»  gibt  es,  wie  ps^g.  295  angegeben  wurde,  im  ganzen 
2fp-f'*    iinj    gje    bilden    die    zu    A    adjungierte    Gruppe   B   von 

f^er.  Char,  (\),  (tj,  •-»  (&,^i),  deren  Baaischanikteristiken  (ß^^  {ß^), 
(A|i-m)    2p  — wf  unabhängige  Lösungen  der  m  Gleichungen: 


iod.      In    der   auf  der   rechten  Seite   von  (273)   stehenden   Summe 
bleiben    also   nur  jene   s   Glieder   stehen,    für   welche   [e]   eine    der 
Th.  Char.  [£6o]t  [5*il  *"»  [S^#-iJ   *^^*  ^^^  ^^^  erhält,  wenn  man 
linke  und  rechte  Seite  durch  2*'*  dividiert,  das  Resultat: 

xxyi'x    Satz:    Sind  (a^),  {cQ,  •••,  (a^_|)  die  r  =  2**  Per,  Omr. 

in4!r  hdtehigm  Gruppe  A  vom  limtge  m,  (Jq),  (ij,  *-,  (^,^1)  ^^«^  '^^« 

2S//-m  p^^  CÄar.  rfer  4?w  -4  adjtmgierten  GnipfW  Bj  und  bezeidmen 

Jij]  und  [t]  tr<?^?d  ir«i?6*  Th,  Char,^  so  h'skht  mi'ischm  deti  unter  (XXXVIU) 

inierten  Größen  x^  y  die  Gleichunff: 


Vi 


f»  %  I  Vina^i  =^  1 5.  »3 1  ^  U>  ^ J  ^[^*J  7 


c/<r  imbesondire  für  m  ^  p  ,,die  halbe  UndceJirumi  der  Bienumn- 

Tfietn  formet : 

2i 


*-• 


1 5,  «e  I  »I 


1«oJ 


IS,"» 


f'  -- L 
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Setzt  man  in  der  Gleichung  (XLI)  m  ==  2p,  so  erhalt  man,  wenn 
man  noch  linke  und  rechte  Seite  der  Oleichung,  nachdem  man  sie 
mit  2p  multipliziert  hat,  miteinander  vertauscht: 

(276)  2Px,^^^\ri,t\y,,,, 

wo  [rj]  alle  2^p  Th.  Char.  durchlauft.  Diese  Gleichung  zeigt,  wem 
man  sie  mit  der  Gleichung  (XXXIX)  vergleicht,  daß«  die  Größen  x 
mit  den  Größen  y  ebenso  zusammenhängen,  wie  umgekehrt  die  y  mit 
den  X'^  was  stattfinden  muß,  da  nach  den  Gleichungen  (XXXYI)  imd 
(XXXYII)  die  nämliche  Eigenschaft  den  Variablen  u  und  v  zukonunt 
In  der  Gleichung  (XLI)  kann  man  sowohl  fftr  [ly]  wie  £Hr  [f] 
eine  jede  der  2^p  Th.  Char.  setzen;  es  entstehen  aber  auf  diese  Wose 
im  ganzen  nur  2^^  verschiedene  Gleichungen,  die  folgendermaßen  an- 
geordnet werden  können.  Bezeichnet  man  mit  (a^'),  (o^O»  '"y  (*«-l^ 
die  5  ==  2'^"*"  Per.  Char.  einer  zu  A  konjugierten  Gruppe  J.',  und 
ebenso  mit  (6^'),  (6^'),  •••,  (V-i)  ^^^  r  =  2^  Per.  Char.  -einer  zu  B 
konjugiei-ten  Gruppe  J5',  so  erhält  man  sämtliche  Ä*'*  Th.  Char.  und 
zwar  jede  nur  einmal,  sowohl  wenn  man  in  der  Summe  [^a^a^l 
als  auch  wenn  man  in  der  Summe  \t^ibj],  während  man  unter  [ij] 
[g]  zwei  willkürlich  wählbare  Th.  Char.  versteht,  die  Zahl  x  die 
Werte  0,  1,  •••,  r  —  1  und  unabhängig  davon  die  Zahl  A  die  Werte 
0,  If  "'j  s  —  l  annehmen  läßt.  Berücksichtigt  man  nun,  daß  sowohl 
beim  Übergange  von  [rf]  in  [i?aj  wie  auch  beim  Übergange  von  [{] 
in  [t^x]  die  Formel  (XLI)  wieder  in  sich  selbst  übergeht,  so  erkennt 
man,  daß  einerseits  [v]  =  \:*]f^x^i]  dieselbe  Formel  wie  [i?l  =  [^fliT. 
andererseits  f g]  =  [g  b^  h^']  dieselbe  Formel  wie  [£]  =  [g  6/]  liefert,  und 
daß  man  daher  sämtliche  in  (XLI)  enthaltene  spezielle  Gleichungai 
gewinnt,  wenn  man  an  Stelle  von  [iy]  der  Reihe  nach  die  s  Th.  Char. 
des  Systems  hao'l  [^^/L  *  * '?  [^^*- il  ^^^  unabhängig  davon  an 
Stelle  von  [g]  der  Reihe  nach  die  r  Th.  Char.  des  Systems  [fJ^I 
[tWl  '"y  U^'-i]  treten  läßt.  Das  System  S'  dieser  rs  =  2*'  Glei- 
chungen kann  man,  wenn  man  noch  der  Einfachheit  wegen  [i7]=*[5]=M 
setzt,  durch  die  Formel: 

(277)  2^-2' I  V,«,ly[„;a,i  =  '«•;,*;' 2  l<,&Ja:t»'M 

/x  =  ü,l,  ■•    ,/~l\ 

fixieren. 

Die  2^P  Gleichungen  (277)  des  Systems  S'  können  in  s  «  2*'-* 
Gruppen  von  je  r  =  2"*  Gleichungen  eingeteilt  werden ,  indem  man 
zu  einer  Gruppe  alle  diejenigen  Gleichungen  zusanunen&Bt^  fUr  weldhe 
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ön  Wert  besitzt,  nxnl  die  sich  daher  nur  durch  verschiedene 
von   X  unterscheiden.     In  einer  solchen   Gruppe  treten    dann 
af  der  Unken  Seite  jeder  Gleichung  immer  dieselben  2^  Größen  y 
if,    jedesmal    mit    anderen  Vorzeichen    versehen,    während    irgend 
rm  rechte  Seiten  dieser  Gleichungen  niemals  eine  Größe  x  gemein- 
im  haben  und  die  rechten  Seiten  zusammengenommen  demnach  die 
imtlichen  2*^  Größen  x  und  jede  nur  einmal  enthalten.     Aus  jeder 
■jolchen  Gruppe  kann  man  dann  durch  passende  Verbindimg  der  ibr 
jehörigeu  Gleichungen  rückwärts  diejenigen  2*^  Gleiehungen  (XXXIX) 
Systems  S  erhalten,  deren  linke  Seiten,  abgesehen  von  dem  Faktor 
P»  Ton   den  auf  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  der  Gruppe  vor- 
[>mmenden  Größen  y  gebildet  werden,  und  die  auch  ausschließlich 
bi    der   Herstellung    der   Gleiehimgen    der    Gruppe    auf  Grund    der 
formel    (XXXIX)    in   Betracht    kommeu.      Entsprechend    kann    das 
System  S'  der  Gleichungen  (277)  das  ursprüngliche  System  S 
Dr    Gleichungen  (XXXIX) ^    aus   dem   es  abgeleitet  wurde,    in  jeder 
Uchtuug  ersetzen,  insofern  als  man  durch  passende  Verbindung  der 
^^  Gleichungen  (277)  von  S'  rückwärts  wieder  die  2^^  Gleichungen 
[)    von    S  erhalten    kann.      Das    System  S   der   Gleichungen 
CXJX)    selbst    kann    als    ein    spezielles,    dem  Werte    w  =  0   ent- 
[►rechendes  System  S'  angesehen  werden. 

Wie  aus  der  durchgefühiien  Untersuchung  hervorgeht,   ist  das 

stein  S'  der  Gleichungen  (277)  vollständig  bestimmt,  sobald  die 

jppe   der   r  Per.  Char.  föo),  (o^),  --,  (^r~i)  gegeben  ist,  und  um- 

^kehrt.     Daraus  folgt,  daß  die  Anzahl  aller  möglichen  Systeme  S' 

it  der  Anzahl  aller  möglichen  Gruppen  von  Per.  Char.  übereinstimmt. 

Läßt  man   in  der  Formel  (XLII)  an  Stelle  der  Gruppe  A  eine 

Bpelöche  Gruppe   von  2^  Per,  Char.  treten,  so  fällt  die  Gruppe  B 

it    der   Gruppe   A    zusammen    und    man    erhält,    wenn    man   noch 

[ty]  setst,  die  Formel: 

dieser  Formel  sollen  zwei  weitere  Resultate  abgeleitet  werden. 
Man  lasse  einmal  in  den  die  Größen  x^  y  definierenden  Glei- 
Skungen  (XXXVHI)  an  SteUe  der  Th.  Char.  [f]  und  [tj]  die  Th.  Char. 
|a^]  und  gleichzeitig  an  Stelle  der  Per,  Char,  ((>),  (tf)  die  Per.  Char* 
p)f  (ßo)  treten,  indem  man  mit  [»;]  eine  beliebige  Th.  Char.,  mit 
p  und  <y  irgend  drei  Zahlen  aus  der  Reihe  0,  1,  -,  2**—  1  be- 
|(ichnet.  Setzt  man  dann  noch  für  zwei  beliebige  Per.  Char.  (*)  und 
l)  zur  Abkürzung: 


i. 


> '?*.=-(«)('?)'» 
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also: 


p  ,    p 

—  ni    - — 


(280)  (-iy=*       =(_1)C)W,     e      "=*       =(±  »•)(•)«', 
80  wird: 

(281)  ''^na^'^(-^t'''''<>''<-^t^''''^'^^a^xi,^.^,x(,,;,, 
y[,a,]  =  (-  if"'  <•*>'•  (-  iy?>  <•"">'  I  ija,  1  ytW  V  yt'-^ ' 

wenn  man: 

(282)  ""''''"^  =  t''"'^"^^''^'' Hna.  +  «,  +  «J{t><^'J*h«,  +  «,1P), 

und  entsprechend: 

(283)  ^'■"^"^  '^  »•<"<''""''+''*'>['?«,  +  o,  +  aJK'J»ha,  +  aj]C««), 

setzt^  und  man  wird  dabei  bemerken,  daß  diese  Großen  ^(q«,cjy 
yifia^a^  bez.  a:[^a^],  yfl;'«^]  infolge  des  zum  Thetaprodokte  beigefÖgta 
Faktors  ungeändert  bleiben,  wenn  man  die  Th.  Ghar.  [17  a,  +  a  ]  ba. 
[i/aj,  überall  wo  sie  auftritt,  durch  eine  ihr  kongruente  erseiit 
Führt  man  aber  die  Größen  x\  x'\  y\  y"  in  die  Gleichung  (278)  em 
und  multipliziert  ihre  linke  und  rechte  Seite  mit  i^""^^  ^"'e^'.  (—  1)^"?)^''^'  Iiy , 
so  erhält  man,  da  nach  (72) 

(284)  h,«,l-k«J-hl  =  l«J 

ist,  die  Gleichimg: 

»"-1 

(285)  7» 


=  ^l«v|-(-lA'"''''a:t;a,,^«(';a,3. 


|r  =  0 


Nun  wähle  man  für  die  p  Basischarakteristiken  (o^),  («,),  .  • .,  («^) 
der  Göpelschen  Gruppe  A  die  Größen  Vla^l  nach  Belieben  so,  daß 

(286)  (|/|^>=|„j  (,^j.^.,^ 

ist,   was   auf  2**  Weisen  geschehen  kann,   und  definiere  eine  GroBe 
y !  «^  «^  «^  •  •  I   durch  die  Gleichung: 

(i?87)  }/;^,"^,"-V=(_l)K)K«.->'+(-x)(-r)'+yf^ 
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setze  auch  1/101  =  +  !.  Es  ist  dann  für  irgend  zwei  Per.  Char.  (a^), 
(a^)  der  Gopelschen  Gruppe 

(288)  l4^:^=(-lf'^^'^VWl4^      (.,,=0,1... «''-i) 

also: 

(289)  V\^=i-ip^^'<^'(V\^V\^\-  ir,,=o,i.-y-t) 

Multipliziert  man  daher  linke  und  rechte  Seite  der  Gleichung  (285) 
mit  y|a  I,  so  erhält  man: 

(290)  7« 

y=0 

und  hieraus,  indem  man  über  g  von  0  bis  2^  —  1  summiert  und  be- 
achtet, daß  dabei  für  jeden  Wert  des  Index  v  die  Per.  Char.  (a^  a^)  den 
samtlichen  Per.  Char.  (a^)  der  Gopelschen  Gruppe  und  jeder  einmal 
kongruent  wird,  endlich  die  Gleichung: 


(291) 


(292)  2)4^iyt;a,] 


*ju=0  '     ^»»=0 


V=o  ^     \»=o 

oder 


.^0  .*'- 


^r=0  ^ 


Diese  Gleichung  repräsentiert,  da  man  die  vorkommenden  Wurzel- 
werte, wie  oben  erwähnt,  auf  2^  Weisen  wählen  kann,  2^  verschiedene 
Oleichungen.  Addiert  man  dieselben  zusammen,  so  erhält  man,  da 
nur  y\0\  jedesmal  den  nämlichen  Wert  +  1  hat,  jede  andere  Wurzel 
aber  jeden  ihrer  beiden  möglichen,  durch  das  Vorzeichen  unterschie- 
denen Werte  gleich  oft  annimmt: 

( i^  W*t;  v)  ( 2VK\^{;,a,) 

»3)  2Pyc;j=s'^-'>       /^-. 
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wo  der  Summationsbuchstabe  S  sich  auf  die  2'  Systeme  TerBchiedeiMr 
Vorzeichen  bezieht^  welche  man  den  Wurzeln  erteilen  kann.  Ftlliit 
man  jetzt  noch  ffir  (i  ^1,  2,  -",  p  an  Stelle  der  Variablen  i;JJ^,  f^, 
v^\  v^^  neue  Variablen  t*^,  v^,  a^,  h^  ein,  indem  man 

(294)  t;W  =  „^  +  ft^,    vf^u^-h^,    »;f'-a,  +  v    v^^ (a,-.^ 

setzt^  wodurch 

(295)  <>  =  u^  +  v    «if'  =  «^-V    <'-a^  +  6^,    aJJ» {a-i;, 

wird,  so  erhält  man  schliefilich  die  folgende  Endformel: 

s^^h  +  oJfw  +  fl^MC»-») 


(296)  =  S 


Da  die  linke  Seite  der  Gleichung  (292)  von  den  Argumenten  a  vaA 
b  unabhängig  ist,  so  darf  man  diesen  Größen  in  verschiedenen  Gliedern 
der  auf  der  rechten  Seite  von  (296)  stehenden  Summe  S  auch  ▼»■ 
schiedene  Werte  beilegen. 

Eine  weitere  bemerkenswerte  Formel  erhält  man  aus  (278)  «f 
folgendem  Wege.     Man  setze  für  ft  =  1,  2,  •  •  •,  2>: 

(297)  i-w  =  t^  +  u^,  vf^  -t^-%,  vf  -  r,  +  w^,  vf  -  t;,  -  »,; 
es  wird  dann: 

(298)  u^;,^  =  t^,  +  v^,    i^lf^  =  ^,  -  v^^,    <^ ^u^+  w^,     u'^ »  i*^-if,, 

und  wenn  man  Größen  J,  9,  J  durch  die  Gleichungen: 
p 

»b+Q-\-  tf]  {t + «))  ^[«  +  p]  {t  -  «))  ^L«  +  «]  ^ + «))  fr  W  C»  -  »), 
(299)  i(.,+v; 

9[.,  =  (-l)''=' 
Jt.]=(-ir°' 
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tfinierty  so  ist  einmal  mit  Bücksicht  auf  (XXXYIQ) 

ihrend  andererseits  die  Ghrößen  i,  tf^  }  die  Eigenschaft  besitzen, 
urch  zyklische  Vertanschung  der  Variablen  u^j  v^^  w^  ineinander 
>erzagehen.    Es  folgen  daher  aus  (278)  sofort  die  drei  Gleichungen: 

2^-1  2^-1 

2^-1  2^-1 

2*^—1  2''--l 

id  durch  deren  Addition  die  Gleichung: 

2*^-1 
02)         2\V>%\-{l-\  n%  I)  (Ef,a,l  +  %a^,  +  Jf,a,l)  =  0. 

Tählt  man  daher  die  Th.  Ghar.  \y\\  so,  daß  von  den  ^  Th.  Char. 
»  Göpelschen  Systems  [i^a^]  (ft -=  0,  1,.-  •,  2'' —  1)  2**"*  gerade 
id  2^'^  ungerade  sind,  so  fallen  aus  der  linken  Seite  von  (302) 
e  den  ersteren  entsprechenden  2^"^  Glieder  heraus  und  man  erhält 
n  Resultat;  das  man  mit  Rücksicht  auf  den  XXXVI.  Satz  auch  so 
issprechen  kann. 

Sind  (aj,  (o^),  •••,  (äj.i)  die  2  =  2^"^  Per.  Ghar.  einer  syzyge- 

Bchen  Gruppe  vom  Range  p—  1,  und  ist  \y\a^y  [^«i];  •">  h^t^-i] 

18   zugehörige   aus   lauter   ungeraden  Th.  Char.  bestehende  System 

)n  Th.  Ghar.,  so  besteht  zwischen  den  in  (299)  definierten  Größen 

9,  }  die  Gleichung: 

9-1 

«3)  ^\%<\  (E[,aj  +  9(,aj  +  J[,a,))  =  0. 

Der  Fall  |>  =  1  wird  im  folgenden  Paragraphen  gesondert  besprochen. 
a  Falle  i>  =  2  sind  die  Formebi  (XXXIX),  (XLI)  und  (XLU)  schon 
«    Bosenhain^)    angegeben    worden,    dessen   Untersuchung   über    die 


1)  Bosenhain,  Mtooire  sur  les  fonctions  etc.    Mdm.  pr^.  Bd.  11.    1861, 
%.  Ml. 
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hypereUiptischen  Funktionen  erster  Ordnung  sie  als  Grundlage  dienen 
Für  beliebiges  p  wurde  die  Formel  (XXXIX)  zuerst  (1879)  von  Henry 
St.  Smith  ^)  angegeben;  hierauf  (1880)  hat  Herr  Frobenins*)  die 
Formel  (XLII)  bewiesen  und  aus  ihr  die  Formel  (xxxix)  abgeleitet; 
sodann  (1882)  veröffentlichte  Herr  Prym*)  seine  drei  Beweise  der 
Formel  (XXXIX);  er  gab  dieser  Formel,  da  sie  ihm  von  Biemsni 
(1865)  mitgeteilt  worden  war,  den  Namen  ,3iemannsche  ThetafoimeP 
und  zeigte,  daß  sie  der  passendste  Ausgangspunkt  sei  fOr  alle  ünto^ 
suchungen,  welche  die  Herstellung  von  Thetaformeln  aus  dem  Kreise  dff 
Additionstheoreme  betreffen;  seinen  Untersuchungen^)  sind  die  obigen  Aus- 
fOhrungen  über  die  Formel  (XLI)  entnommen.  Die  Formeln  (296)  und 
(303)  rühren  von  Herrn  Frobenius^)  her;  Beziehungen  zwischen  des 
Null  werten  der  Thetafunktionen  hat  aus  den  Formeln  (278)  und  (291) 
Herr  Hutchinson*)  abgeleitet. 

Caspary^)  hat  zuerst  dai'auf  hingewiesen,  daß  den  Formeh 
(XXXIX),  (XLI),  (XLII)  analoge  Formeln  auch  für  Produkte  von  p 
6  Thetafunktionen  bestehen,  und  allgemeiner  ergibt  sich  aus  den  unter 
suchungen  von  Herrn  Prym  und  mir^,  daß  die  Biemannsche  Thetafbiad 
in  nachstehender  Weise  auf  Produkte  einer  beliebigen  geraden  Anzahl 
Thetafunktionen  ausgedehnt  werden  kann. 


Man  gehe  auf  den  XVI.  Satz  pag.  91  zurück,  setze  darin,  ind« 
man  unter  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  versteht,  n  »=  2m  und  hm 
an  Stelle  des  Systems  der  Am^  Zahlen  d^^  (p,  <y  =  1,  2,  ••.,  2m)  dv 
spezielle  den  Gleichungen  (LVII)  für  den  Wert  r  =  2  genflgoA 
Zahlensystem: 


1)  Smith,  Note  on  the  formula  for  the  multiplication  of  four  Theür 
Functions.    London  M.  S.  Proc.  Bd.  10.    1879,  pag.  91. 

2)  Frobenius,  über  das  Additionstheorem  etc.  J.  für  Math.  Bd. 89.  18Ä 
pag.  186. 

3)  Prym,  Unters,  ü.  d.  Riemann'sche  Thetaf  etc.  I.  Leipzig  1882;  Kot 
Ableitung  der  Riemann'schen  Thetaformel.  J.  für  Math.  Bd.  93.  1882,  pag.  IM: 
Ein  neuer  Beweis  für  die  Riemann'sche  Thetaformel.  Acta  math.  Bd.  S.  IMJ. 
pag.  201. 

4)  Prym,  Unters,  ü.  d.  Riemann'sche  Thetaf.    V. 

6)  Frobenius,  Über  das  Additionstheorem  etc.  J.  för  Math.  Bd. 89.  IWI» 
pag.  186  und:  Über  Gruppen  von  Thetachar.  J.  für  Math.  Bd.  96.  1^ 
pag.  96;  auch:  Caspary,  Über  das  Additionstheorem  der  Thetafonci«»» 
mehrerer  Argumente.    J.  für  Math.  Bd.  97.    1884,  pag.  166. 

6)HutchiD8on,  On  certain  relations  among  the  Thetaconstants.  Ä** 
M.  S.  Trans.  Bd.  1.    1900,  pag.  891. 

7)  Caspary,  Über  die  Verwendung  algebraischer  Identitäten  xur  A» 
Stellung  von  Relationen  für  Thetaf unctionen  einer  Variabein.  Math.  Ann.  Bi* 
1887,  pag.  498;  auch:  Sur  les  th^orömes  d'addition  des  fonctions  th§ta.  Ci 
Bd.  104.    1887,  pag.  1266.  j 

8)  Erazer  und  Prym,  Nene  Qnmdlagen  etc.    Leipzig  189S,  pag.U. 
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3ei  welchem  der  Übersichtlichkeit  wegen  +  statt  +  1,  —  statt 
letzt  ist  und  alle  leeren  Stellen  mit  Nullen  auszufüllen  sind, 
lan  dann  noch  in  der  Formel  (LYUI)  alle  Größen  g  und  h 
5tzt  femer,  indem  man  unter  den  w  und  t  unabhängige  Ver- 
he  versteht: 


V 


.(2»'-l) 


renn   man   unter   den    dabei  für  i/ » m  auftretenden  Größen 
ie  Größen  t^^^  versteht;  setzt  weiter: 


(2»  — 1) 

a 


'+ 

■<". 

.)  +  ^(..)  ^ 

^r 

-1)^ 

•r+ 

>+l) 
H^ 

-2«<-+^ 

^2^) 
^ 

= 

«r- 

^(v+1) 
^ 

+  K^\ 

-^)  = 

•r+ 

-2f;^\ 

Ä*) 


ß 


.(8^) 


=*r-e-'V2^r+'" 


/v=l,a,.    .,m\ 


Vu=l,2,       ,1»/ 


renn   man   unter   den   dabei  für  i/  =  m  auftretenden  Größen 

^.™+.,       ^(,™+.)       ^,..+,)     ^^      Q^gß^^     ^(X)       ^JX)       ^U)       ^(,)      ^^„^1^4^ 

ichtety  daß  bei  Ausführung  der  auf  der  rechten  Seite  stehen- 
omation  an  Stelle  jeder  der  m  Charakteristiken  [b^^^,  [^^^^X  '"j 
ir  Reihe  nach  alle  2^^  verschiedenen  Charakteristiken  treten 
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und   zwar  jede  i^^-msAy  so   erhält  man,  da  «  ah  die  AnaU  i 
Normallösungen  der  Kongruenzen: 

(309)  a^^)  +  rc<«)  =  :r<»)  +  a:(*)  =  •  •  •  =  a^»""  »>  +  :c<»-)  (mod.  2) 

den  Wert  2^*^^  besitzt,  wenn  man  schließlich  noch  linke  nnd  red 
Seite  durch  2^~^  teilt,  aus  (LVIII)  die  Formel: 

(310)  =  ^  &[bW  +  aW]  {m;(i)  +  ^*>|  •  •  • 

^•[«(»»-1)  -  a(m)]  {«;(«-!)  -  <(«)J  d[«<"*>  —  £<*>]  |ll?<*>  -  t 

ZU   der  man  übrigens  bemerken  muß,   daß  man  eine  beliebige 
m  rechts  auszuführenden  Summationen  z.  B.  die  auf  [^^^  besfigü 
unter  gleichzeitiger  Division  der  linken  Seite  durch  2*'  nnteidrfic 
kann;    eine  Vereinfachung,    die    nur  wegen    der  dann   eintteten 
Störung  der  Symmetrie  in  der  Formel  (310)  nicht  ausgeführt  ist 


§11. 
Der  Fall  p  s  1. 

Im  Falle  p  =  1  gibt  es  vier  verschiedene  Thetafnnktionen,  de 
Charakteristiken  aus  halben  Zahlen  gebildet  sind,  nämlich: 

(311)      »[i\iu),  ^[j](«),  *[;](«),  *[;](«); 

dieselben  seien  im  folgenden  der  Bequemlichkeit  wegen  mit: 
(312)  *oo(«),    *io(«),    ^«i(«),    *u(«) 

bezeichnet;  die  drei  ersten  sind  gerade,  die  lefaste  ist  einfl[ 
Funktion  des  Argumentes  u. 

Die  vier  Jacobiscben*)  Funktionen  ^(x),  ^t(jB),  4^i(s)^ 

mit  den  Funktionen  (312)  zusanunen  wie  fol^: 

1)  Jacobi,  Theorie  der  eüiplir 
Berlin  1S81,  pag.  497. 
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Im  besonderen  Falle  |> »  1  folgt  ans  dem  XXXVIII.  Satze  das 
«ultat: 

XL.  Sati:  Sind  die  Variablen  tt^,  u^,  u,,  u^  mit  den  Variablen 
•  ^f  ^Z9  ^4  verknüpft  durch  die  Gleichungen: 

2wi  =  Vi  +  t?j  +  Vj  +  t;^, 
TJTT)  2«,  =  Vj  +  t?,  -  v,  -  t?^, 

2tt»  =  Vi  -  t?,  +  Vj  -  ^ly 
2tt4  —  t?i  —  t;»  —  Vj  +  v^, 
€?  «6<0^  man: 

UV)  ^[^  +  p  +  <r]  K)  d[«  +  (>]  (v,)  H^  +  6]  (v,)  dM  (vj, 

»[e  +  Q  +  6]  (tii)  d[«  +  q]  (u,)  ^[b  +  6]  (u,)  &[a]  (uj, 

sind  die  Größen  x  und  y  verknüpft  durch  das  mit  (XLIII)  gleich' 
kMte  System  van  Gleichungen: 

LV)  ^^10  =  ^00  +  ^10  —  ^w  —  ^u> 

2yii  =  ^00  ""  ^0  ~  ^01  +  ^11  • 
Da   man  in  (XLIV)  für  (q)  und  ebenso  für  (ö)  jede   der  vier 
r.  Char.  Q ,  (  j ,  f  j ,  M  setzen  kann,  so  repräsentiert  das  Pormel- 

item  (XLY)  im  ganzen  16  verschiedene. 

Betrachtet  man  das  Gleichungensjstem  (XLY)  genauer,  so  be- 
xkt  man,  daß  der  Index  00  eine  Ausnahmestellung  hat,  insofern 

die  Größe  x^q  aber  auch  nur  sie  in  allen  vier  Gleichungen 
aitives  Zeichen  hat,  und  entsprechend  in  der  Gleichung  y^^  und 
r  in  ihr  alle  Glieder  der  rechten  Seite  positiv  sind.  Die  Indizes 
»Ol,  11  dagegen  erscheinen  untereinander  als  vollständig  gleich- 
rechtigt,  indem  die  drei  Größen  x^^,  x^^,  x^  in  der  ersten  Glei- 
sng  dasselbe  Vorzeichen  haben,  in  jeder  der  übrigen  Gleichungen 
är  immer  jene  dieser  drei  Größen  positiv  ist,  deren  Index  mit  dem 
lex  der  links  stehenden  Größe  y  übereinstimmt,  während  die  zwei 
leren  stets  negativ  sind.  Bezeichnet  man  also  den  Index  00  kürzer 
b  0,  die  Indizes  10,  Ol,  11  aber  in  irgend  welcher  Reihenfolge 
b  X,  A,  fi,  so  kann  man  die  Gleichungen  (XLY)  auch  in  der 
tm: 
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2yo  -  ^0  +  ^x  +  ^2  +  ^fif 

(314)  2y^  =  ^0  +  ^x  -  ^2  -  ^/u7 

2yi  =  a^o  -  a:,  +  a;;i  -  x^, 
2y^  =  a:o  -  a:,  -  a:;i  +  a:^ 

schreiben  y  wobei  schon  die  Angabe  der  zwei  ersten  Oleichungen  ge- 
nügen würde,  da  x  wie  eben  erwähnt  jeden  der  drei  Indizes  10, 
Ol,  11  vertreten  kann,  während  dann  jedesmal  die  beiden  andereo 
mit  A  und  (i  bezeichnet  sind. 

Die  vier  Gleichungen  (314)  kann  man  auf  12  Weisen  paarweise 
durch  Addition  und  Subtraktion  verbinden.  Indem  man  aber  berfidc- 
sichtigt,  daß  x,  A,  fi  die  Indizes  10,  Ol,  11  in  irgend  welcher  Beihtt- 
folge  vertreten  können,  kann  man  das  System  der  so  entstehendea 
12  halben  Umkehrungen  der  Gleichungen  (314)  durch  die  vier  unter 
ihnen: 
/qif;n  »0  +  yx  =  ^0  +  ^,7      Vi  +  y^-^o-  ^x. 

yo-yx-^i  +  ^^7    yi-y^--^i- ^^ 

repräsentieren,  aus  denen  die  genannten  12  Gleichungen  hervorgehen, 
wenn  man  für  x,  A,  fi  der  Reihe  nach  die  drei  zyklischen  Pennnti- 
tionen  von  10,  Ol,  11  setzt. 

XU.  Satz:  Jacobisohe  Thetaformeln.  Bezeichnet  man  den  Inda 
00  Mreer  mit  0,  die  Indizes  10,  Ol,  11  in  irgend  welcher  Beihenfclfe 
mit  X,  A,  |[t,  so  folgen  aus  (XLV)  durch  hcdbe  Umkelirung  die  Gki- 
chungen: 

(XL VI)         yo  +  y.-^o  +  ^.y    yx  +  y^^^^o-  ^x, 
yo-y.-^x  +  ^fo    yi-yf.-^x-^^' 

Führt  man  jetzt  weiter  an  Stelle  der  v  und  u  neue  Variablai 
ein,  indem  man: 

(316)  v^^  t  +  u,    v^  =  t  —  u,    t?j  =  v  +  w;,    t?^  =  t?  —  w 
setzt,  so  wird: 

(317)  tti  =  ^  +  v,     u^-=-t  —  Vy     Mj  =  w  +  «7,     1*4  =  M  —  «?. 

Definiert  man  daher  weiter  Größen  S,,,,  ly,,,  durch  die  Gleichunga.' 

g^^  =  (_l)(p  +  ^)*'+*  +  *' 

^[f  +  9  +  <5]{t  +  U)  ^[£  +  Q\{t  -  U)  %[b  +  <y](t?  +  W)  %{B]{V't\ 

(318)  i?„.  =  (-l)(^+«)''+'+-' 

so  sind  die  Größen  |  und  17,  da: 

(319)  l...  =  (-l)-^''a:.,,    i?...  =  (-l)-^*'+'''y,^ 
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if  Grund  der  Gleichungen  (XLV)  miteinander  verknüpft  durch 
eichungen: 

2^00  "^  ioo  "■  §10  "~  foi  +  5ll; 
^%o  ~  ~  §00  +  Sio  ~  loi  +  5iit 
2%i  =  —  loo  —  feo  +  5oi  +  Sil, 

^%l  ^^         «00         §10         §01  §11* 

htet  man  dieses  Gleichungensystem  genauer,  so  bemerkt  man,  daß 
dex  11  eine  Ausnahmestellung  einnimmt,  insofern  als  die  Größe 
er  nur  sie  in  den  drei  ersten  Gleichungen  positives  Vorzeichen 
nd  weiter  in  der  Gleichung  für  ly^  aber  nur  in  ihr  alle  Glieder 
jchten  Seite  negativ  sind.  Die  Indizes  00,  10,  Ol  dagegen  er- 
en  als  untereinander  gleichberechtigt,  indem  die  drei  Größen 
5,  Iqi  in  der  letzten  Gleichung  dasselbe  Vorzeichen  haben,  in 
der  drei  übrigen  Gleichungen  aber  immer  jene  dieser  drei 
Q  positiv  ist,  deren  Index  mit  dem  Index  der  links  stehenden 
7j  übereinstimmt,  während  die  zwei  anderen  Größen  |  stets 
V  sind.  Bezeichnet  man  also  den  Index  11  kürzer  mit  1,  die 
s  00,  10,  Ol  aber  in  irgend  welcher  Reihenfolge  mit  a,  /3,  y, 
nn  man  die  obigen  vier  Gleichungen  auch  in  der  für  das 
ide  wichtigen  Form: 

2% li-l.-S.,-l„ 

21?«  =      ^  +  I«  -  1^  -  ^r> 

2»?,*=        il-ia  +  hfl-iy, 
H-        il-L-ifi  +  iy 

ben,  wobei  schon  die  Angabe  der  zwei  ersten  Gleichungen  ge- 
würde,  da  a  wie  eben  bemerkt  jeden  der  Indizes  00,  10,  Ol 
ben  kann,  während  dann  jedesmal  die  beiden  anderen  mit  ß,  y 
bnet  werden. 

)ie  Gleichungen  (321)  besitzen  nicht  mehr  die  ausgezeichnete 
Schaft  des  Systems  (314),  daß  das  durch  Auflösung  entstehende 
ungensystem  dem  ursprünglichen  gleichgebaut  ist,  es  ergeben 
ielmehr  aus  den  Gleichungen  (321)  durch  Auflösung  nach  den  \ 
[eichungen: 

2|l  =  -  17l  +  ^a  +  ^/J  +  %^ 

2I^  =  —  %  —  "»/a  +  ^/*  —  n^j 

2ly  =  —  -^1  —  "»/a  —  fl/J  +  ^r 

^ie  Größen  |  und  i}  stehen,  wie  ihre  Definitionsgleichungen  (318) 
,  in  dem  Zusammenhange  miteinander,  daß  t],^  au«  \^^  kssax^ 
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zyklische  Vertauschung  der  drei  Großen  u ,  v,  w  hervoTgekt  Dm 
folgt  sofort,  daß;  wenn  man  aus  den  Großen  ij^^.  durch  nochmilij 
zyklische  Vertauschung  von  u^  v,  w  die  Gh^ßen 

(323)    5.^  =  (-iy^+^)*'+'+*' 

ableitety  diese  Größen  ^  mit  den  Größen  r^  durch  dieselben  Gl 
chungen  verknüpft  sind,  wie  die  Größen  ij  mit  den  (Größen  £.  I 
achtet  man  dann  endlich  noch,  daß  durch  nochmalige  zyklische  Yi 
tauschung  von  u,  t;,  w  die  Größen  g  in  die  ursprünglichen  Größen 
übergehen,  so  erkennt  man,  daß  auch  die  Größen  £  mit  den  Gröl 
S  durch  eben  die^lben  Gleichungen  verknüpft  sind.  Man  hat  dah 
wenn  mau  die  Gleichungen  passend  zusammenstellt,  die  folga 
Tabelle: 

-  5l  -  Sa  -  5,^  -  5y  =  2 li Vl  +  na  +  y+Vyf 

5l  +  &a  -  5^  -  5y  =  2  g„ Tf^  +  ri^^y^  1,^, 

5l  -  5a  +  5/y  -  5y  =  ^i  =-%-Va  +  Vfi-  Vyf 
tl-ta-t.i  +  ty^  2|y  =  -  1?i  -  1?a  -  1?,*  +  Vyf 

-ii-5a-r,-iy  =  2i?,  =  -e,  +  5,  +  e^  +  6^, 
(324)       |^  +  |^_|^^-g^  =  2i?„=-e,  +  s„-e^-6,, 

5i  -  la  +  6,  -  6y  =  2 1?^,  =  -  gl  -  g.  +  e^  -  6,, 
ii  —  6a  —  5,^  +  5y  =  2iyy  =  —  gl  —  g„  —  5:^  +  6y, 

-Vl-Va-^i-VY^^ii   =-6l   +ia+  6^+ly; 

Vl+Va-%'i-Vy  ==  2g„  ^ il+ia-^fl-  Sy, 

Vl-Va  +  Vii-Vy-^ifl  =  -Sl   -5a  +  ^fi  ^  ^yf 
Vi  -  ^a-V,i+Vy  =  2gy  ^ 5l   -  6«  -  $,*  +  kjf 

aus  deren  Gleichungen  durch  passende  Verbindung  die  den  Ob 
chungen  (XL VI)  entsprechenden  Gleichungen: 

-i,i-ty-ii  +  ia Vl  +  Vaf 

(325)  -  gl  -  S«  =  5l  —  £«  =         Vfi  +  Vyf  X 

5l    -    g«  -=   £,<  +   6y  -    -  -fll   —  1J.,  ^jyji 

hervorgehen. 

Aus  den  Gleichungen  (324)  od< 
nachstehenden   besondere  einÄd 
eine  Größe  if  ijj  t  enihUt 
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XIJI.  Sftta:   Weleretraßache  ThetaformeL     Seüt  man: 
1^^,  =  (_l)(V  +  -)''  +  «^'' 

hexeicJmet  dm  Index  11  kürzer  mit  1,  die  Indizes  00,  10,  Ol  in 
d  welcher  JReUmifolge  mit  a,  ß^  y,  so  bcstefieft  zwischen  den  Größen 
t  die  folgetidm  Gleichungen: 

li  +  %  +  £i  ^  0, 
vm)i,-,,  +  g,=.o,  ^,_g^  +  l«  =  o,  e,-6^  +  i}„  =  o, 

k  +  %i  +  iy-o, 

denen  die  drei  in  der  smeiien  Zeile  stellenden  Gleidmngen  je  drei^ 

letiie  Gleichung  aber  sechs  verschiedene  Gleichungen  imifapL 

Bei  der  obigen  Darstellung  erscheinen  die  Formeln  (XLV)  als 
arsprön glichen,  die  Formeln  (XLVI)  und  (XLVIll)  als  ans  Ihnen 

leitet.  Man  kann  aber,  wie  man  leicht  sieht,  ebensogut  von  den 
mein  (XLVI)  oder  (XLVllI)  ausgehen  und  aus  ihnen  jedesmal  die 
en  anderen  Formelsysteme  ableiten.  Die  mannigfachen  Zusammen- 
ge  zwischen  den  Formeln  (XLV),  (XLVI)  und  (XLVTII)  ergeben 

mit  Hilfe  der  Tabelle  (324)  in  der  Gestalt  von  identischen  Glei- 
ngen  zwischen  den  Großen  |,  ly,  ^,  Unter  den  zahlreichen  der* 
gen  Beziehungen  mögen  die  folgenden  als  Betspiele  angegeben 
den. 

Die  Ableitung  der  ersten  Formel  (XLVUI)  ans  den  Formeln 
iV)  wird  durch  die  identische  Gleichung: 

l(2li  +  t:  +  f„  +  £^  +  e,) 

+  H^ni  +  f,  -  e.  -  6,,  -  g  =  5,  + »/,  +  ti 

jestellt'),  wälirend  die  identischen  Gleichungen: 
(li+l.+':,-'J.)-*('?i+'?„+5i-t«)+i(ei+£„+S.-6J=l,-.!,+£„ 


) 


1)  Sctteihner,    über    die  Prodoeie    toq    drei    nod  vier  Th«tafuQctioiieii. 
'  Math.  ßd.  101.    188^,  pug.  25S. 
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(328) 


die  Ableitang  der  vier  ersten  Formeln  (XLVIU)  ans  den  Vo 
(XLYI)  repräsentieren^).  Andererseits  wird  die  Ableitnng  der  Fo 
(XLVI)  aus  den  Formeln  (XLYIII)  durch  die  Identitäten*): 

(li  +  %  +  5i)  -  (fi  -  la  +  »)„)  =  6i  +  6.  +  iJi  -  ?., 

($1  -  Va+ia)  +  ivi-  ta  +  D  =  ^i  +  i,  +  ni-  ?-» 
-  (ti  -ifi  +  Vß)  +  (^  -  5y  +  »?,)=  6^  -  fiy  -  ^^  +-fl,, 

(6«  +  1^  +  Vr)  -  (5a+  6,  +  ij^)  =  5^  -  t  -  Vj,  +  ^,, 
die  Ableitang  der  Formeln  (XLV)  aus  ihnen  durch  die  IdentiBtm: 

(li+%  +  e,)+(li-'?«+0-(£y+^^+U-(fc-6,+i)r) 

(329)  =2i,  +  fi,-fi^~Vp~nr 

dargestellt.  Endlich  wird  man  noch  die  zwischen  den  Fo 
(XLVIII)  bestehenden  Identiiäten>): 

(330)  (|,-,„+y  +  (,,,-g„  +  |J  +  (g,-|,  +  ,,J-^  +  ^  +  J, 

beachten. 

Wirft  man  zum  Schlüsse  einen  Rückblick  auf  die  Qleidiiii^l 
(XLV),  (XLVI)  und  (XLVIH),  so  erkennt  man,  daß  die  ktstoi 
den  beiden  ersten  dadurch  wesentlich  verBchieden  äiud,  daft  m  dii 

die  Funktion  dLj(M),  in  ihnen  aber  die  Funktion  ^[T](«)  die  ta-j 

Yorzugte   Stelle    unter    den   vier   Thetafnnktionen   etimimmt.     Btel 
Verschiedenheit  bringt  es  mit  sich,  daB  zur  einfachsiem  Darstalliiiig 
der  Gleichungen   nicht   durchweg   dieselben  Großen  benutzt  wenltii 
können;  durch  die  Einführung  der  Großen  |,  vj^  ^  igt^  wie  die  T4beDf  j 
(324)  zeigt,  die  elegante  Form  der  Gleichungen  (XLV)  und 
verloren  gegangen. 


(XLm 


1)  EnDcper,  Bemerkungen  Über  Thetsfonctionen.  t  O0tt.  ^ 
pag.  175;  Meyer,  Die  Ableitung  der  Weierft^raB' gehen  e^ - Relütion  ma$ 
der  Jacobi'schen  ^-Relationen.  Tagebl.  d,  58.  NatQrf.-Vera.  Btrt&hia^ 
pag.  854;  Ca  spar  7,  Über  das  Additionstheorem  ete,  J,  für  Malk  Bd.  tf. 
pag.  168. 

2)  Schellbach,  Die  Lehre  von  den  ellipÜHüben  lat^aUm  and  i 
Functionen.    Berlin  1864,  pag.  108;   David,  Bor  iea. 
fonetions    e.     M^m.   Toulouse   (8)  Bd.  8.     ff 
Houquet,   Theorie  des  fonetions   aUi|# 
Kronecker,  Bemerkungen  über  die  3 
Bd.  102.    1888,  pag.  S69. 

8)  Caspary,  Über  das  Additi 
pug.  169. 
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Die  Gleichungen  (XLTI)  mirdeu  von  Jacobi  im  Herbste  1835  ge- 
ieu,  worden  TOn  ihm  zuerst  in  seiner  Vorlesung  vom  W.-S.  1835/36 
tM  und  später  in  seiner  Vorlesimg  vom  W. -S.  1839/40  wieder- 
Sie  finden  sich  auch  in  einem  Briefe  Jacobis  an  Her  mite 
6.  Vlll.  1845  erwähnt'');  veröffentlicht  wurden  diese  Formeln  zuerst 
Rosenhain*).  Die  Gleichungen  (XLV)  sind  gleichfalls  von  Jacobi*) 
»geben  und  von  Rosenhain^)  veröffentlicht  worden.  —  Die  erste 
chung  (XLVni)  wurde  von  Weierstraö  in  seinen  Vorlesungen  1862 
eteilt,  wo  sie  auf  Gnmd  der  Beziehung: 


1) 


pu  -pv 


0(U  +  v)€{M^tf) 


a'u  ff't? 


littelbar  ans  der  Identität: 


+  (pti-  pu,)  {piH  -  P%)  =  0 

orging*).    Veröffentlicht  wurde  die  Formel  zuerst  von  Schellbach^), 

sie  aus  einer  Formel  Richelots  ableitet  Weierstraß  *)  hat  be- 
'kt  und  Delisle***)  weiter  ausgeführt,  daß  durch  diese  Gleichung  die 
iktion  Cti  bis  auf  einen  Faktor  von  der  Foi-ra  g"'*'**'^  bestimmt  ist,  wo 
md  h  willkürlich  bleibende  Konstanten  bezeichnen.  —  Das  volle  System 

16  Gleichungen  (XLVIII)  hat  zuerst  Study*')  aufgestellt,  dessen  ein* 
ftnden   Untersuchungen    über   die   hier  vorliegenden    Formeln   auch   die 

lle  (324)  entnommen  ist 


1]  Kfo necker.    Über   die  Zelt   und    die  Art  der  Entstehung  etc.    Berl. 
1891,  pag.  653  und  J.  für  Math,  Bd.  108.    1891    pag.  325. 

5)  Jacobi,    Theorie   der   elliptischen  Functionen   etc.     Ges.  Werke  Bd.  1, 
D  1881,  pag.  507. 
3)  Jaeobi,  Extrait  de  deux  lettre^  de  Charles  Hermite  a  C.  G,  J.  Jacobi 

»*anä  lettre  de  Jacobi  adreasee  a  Hermite.     Ges.  Werke  Bd.  3.    Berlin  1882» 
11«. 
i)  Eosenhain,  M^^moire  sur  les  fonctions  ete.     M^m,  pr^B.  Bd.  11.    1851, 

an. 

6)  Jacobi,   Theorie   der  elÜpüachen  Functionen  etc.     Ges*  Werke  Bd,  1, 
b  1881,  pag.  5M. 

6}  Roienhain,  Memoire  mt  les  fonctionis  etc.    Mem.  pr^e.  Bd.  11.    1851, 
S75. 

7)  Weiersiraß,  Zur  Theorie  der  Jacob ischen  Functionen  tou  mehreren 
Lader] ichen.     ßerl.  Ber    1882,  pag.  505;    Schwarz,   Formeln  und  Lehrsätze 

Gebrauche  der  elliptischen  Functionen.     Nach  Vorlesungen   und  Aufzeich- 
\tn  des  Herrn  K.  Weieretraß.     Göttingen  1881,  pag,  47. 

8)  Schell b ach,  Die  Lehre  von  den  elliptischen  Int.  etc.  pag.  103, 

9)  Weierstraö,  Zur  Theorie  der  Jacobis chen  Fuoct.  etc.     Berl  Ber.  188S, 

10)  Dell  sie,  BeetimmuDg  der  allgemeinsten  der  Functionalgleicbung  der 
'^mlgende«  Function.    Math.  Ann.  Bd.  30.    1887,  pag.  &L 
Ij«    ^Sphärische    Trigonometrie,    orthogonale    Substitutionen    und 
»che  Functionen,    Leipz.  Abb.  Bd.  30.    1803,  pag.  195. 
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Es  mögen  hier  weiter  ein  paar  Worte  Platz  finden  über  die  Tt^j 
schiedenen  Methoden,  welcbe  zur  Gewimiutig  der  in  Bede  stehenden  Thflt4-( 
fomieln  angewendet  werden  können.  In  erster  Linie  rerdieneo  jun^J 
Methoden  genannt  zu  werden,  bei  welchen  die  Formeln  dtirch  direkte J 
Ümforraung  der  ihre  Unken  Seiten  darstellenden  unendlichen  Eeihem 
Wonnen  werden.  Solche  Methoden  haben  für  die  Formeln  (XLVI)  Jacobi*J 
seihst.»  für  die  Formeln  (XLV)  Henry  8t  Smith  ^),  fBr  die  For 
(XLVllI)  Halphen')  angegeben.  —  An  zweiter  Stelle  mögen  jent 
Weismethoden  genannt  iverden,  bei  welchen  die  in  den  Formeln  auftitla-l 
den  Thetaprodukte  von  der  Foi-m  0[^]  (^  +  i/)  ^frf  (^F^^)  mittebt  da 
aus  der  Formel  (L)  pag.  89  folgenden  Formel*); 


(333)    »[l](x  +  yX  9[^](x  - },\ 


2(-i)-*'«[;](2a-*[':t^ 


i=>0 


durch  Thetafunktionen  mit  dem  doppelten  Modul  ausgedrückt  und 
die   Foi-meln    selbst   in  identische  Gleichungen   zwischen   diesen   Thet 
tionen   übergeführt   werden^  so   von  Caspary*)   und  besonders  übe 
lieh  von  Krön  ecke  r  ').     In  ähnlicher  Weise  haben  Study  ')  ond  Kl  eil 
die   Thetaprodukte   ^[(»K^c  +  t/)  0[^]  (a;  —  ^)   vermittelst   der   Jacohis 


1)  Jacobi^  Theorie  der  elHptiflchen  Functionen  etc.  Ges.  Werke  Bd,  l.  Be 
1881^  psg.  603;  vergl  auch  Enneper,  Elliptische  Functionen.    Theorie  ojidl 
Bchichte.    Halle  1876,  pag.  95,    2.  Aufl.    Halle  1090,  pag,  136;  Bock,  £a  ^ 
torische  Ableitung  einiger  Eigt5nächaften  der  S-  Functionen.     Hamb.  Mittk,  ] 
1890,  pag,  74  und  für  ja  >  1  Lipps,  Über  Thetareihen  und  ihren  Zusamn 
mit  den  Doppelintegraleu.     Leipz.  Her.  Bd.  44.    1892,  pag.  346  und  369  o.  i 

2)  Smith,   Ofl  a  formula  for  the  multiplication  of  four  Theta-Foncüois  1 
London  M.  S-  Proc.  Bd,  1,    1866,  Nr.  8;  für  j)  >  1   außer  Bmith,  Kote  m  ^\ 
formula  etc.     London  M.  S.  Proc.  Bd.  10,    1879^  pag.  91  besonders  Pryni, 
neuer  Beweis  etc     Acta  math.  Bd.  3,    1883,  pag.  201, 

3)  Halpheu,    Trait^    dea    fonctiona    elliptiqnes  et  de  lenrs   uppllcatiovl 
Bd.  1.   Parii  ISSe,  pag.  244. 

4)  Bezüglich  der  Ableitung  dieaer  Formel  siehe  §  16  dieses  Kapitels. 
&)  Caspar 7,  über  die  Verwendung  algebraischer  Ident.  etc.     MatlwJ^ 

Bd.  28.    1897,  pag.  493  und:     Siir    une    m^tbode    «^taentaire    pour   öht 
th(?or&mc   fundamental    de  Jacobi,   relatif  aux   fonctions  thßla   d'un  teul  j 
metit.     C.  R.  Bd,  104.    1887,  p^ag.  1094;    für  p  ^  2  vor  Caspary,   thet\ 
einfachen  Beweis  der  Rosenhaia^schen  Fundamentalformeln,     Math    Ans,  T 
1887,  pag.  571  schon  Enneper,  Über  einige  Sätie  aus  der  Theorie  daJ 
tionen.    Z.  för  Math.  .Bd.  12.    1867,  pag.  86;    für  beliebiges  p;  Caspar;  J 
das  Addidions  theo  rem  etc.    J.  für  Math.  Bd.  97.    Ijd84,  pag.  165;    audi:  8arl 
thdordmeB  d'addition  des  fonctions  thMa.    C.  E.  Bd.  104.    1887,  p.  i^O* 

6)  Kronecker,   Bemerkungen  über  die  Jaoobi* sehen  Thetaf«  He,   J^i 
Math.  Bd.  103.    188B,  pag.  269. 

7)  Study,    On  the  Addition  Theorems   of  Jacobi  and  Weteritrafi.    i 
J.  Bd.  16.    1894,  pag.  166. 

8)  Kleiber,   Ableitung   eines  Systems    von  Formeln   für   die  elUpM 
Functionen  und  ihr  Zusammenhang  mit  der  sphärischen  Trigonometzie.    Dl 
Königsberg  1880  und  1881. 
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ditionstheoreme  *)  dnrcb  Funktionen  0[fl(a;),  -^[f]  (y)  ausgedrückt  und 
durch  die  in  Rede  stehenden  Formeln  in  identische  Gleichungen  zwischen 
isen  letzteren  Funktionen  übergeführt;  man  wird  jedoch  dazu  bemerken, 
meist  umgekehrt  die  hier  vorliegenden  Formeln  die  Grundlage  fUr 
^  Gewinnung  der  Additionstheoreme  bilden,  —  Die  Bestimmung  der 
letafunktion  durch  ihre  Periodizitatseigenschaften  (XIH.  Satz  pag.  34) 
nutzt  (bei  beliebigem  p)  Prym')  zum  Beweise  der  Formel  (XLV), 
ti  Hermitescben  XVTI.  Satz  pmg.  40  (gleichfalls  bei  beliebigem  p)  zum 
fweise  der  Formel  (XL VI)  Frobenius^),  zum  Beweise  der  Formel 
LVIII)  Briot  et  Bouquet*)  und  nach  ihnen  Gutzmer*),  den 
iduensatx  zum  Beweise  der  Formel  (XL VIII)  Kapteyn*)  imd  nach 
L  Craig^),  den  Satz  von  der  Konstanz  einer  überall  stetigen 
inktion  Kronecker*)  imd  Baker ^),  eine  eigentümliche  Zerspaltimg 
riodischer  Funktionen  Prym  *^)  und  eine  von  Riehelot  ")  und  Dumas  ^^) 
gegebene  Partialbruch  Zerlegung  eines  durch  unendliclie  Produkte  dar- 
Itellteti  Thetaquotienten  Schellbach  ^^).  Endlich  möge  noch  auf  eine 
Baker**)  angegebene  geometrische  Deutung  der  Formeln  hingewiesen 
rden. 

Daß  die  Formeln  (XLVIH)  in  ähnlicher  Weise ^  wie  es  am  Schlüsse 
I  §  10  mit  der  RiemannscJien  Thetaformel  geseheben  ist,  auf  Produkte 
I  mehr  als  vier  ThctÄiunktioneu  ausgedehnt  werden  können,  hat 
iion  Schellbach ''^)  angegeben.     Diese  ei-weiterten  Formeln  hat  sodann 


1)  Jacobi,   Theorie  der  ellipüscben    Functioneii  etc.      Ges.  Werke  Bd.  1. 

K1881,  pag.  510  Foniielayßtem  C. 
I  Pryra,  Kurze  Ableitung  etc.    J-  für  Math.  Bd,  m.    1882»  pag.  124. 

5)  FrobeniuB,    über   das   Additionstheorem   etc.     J.  für  Math,  Bd.  89. 
M),  pag.  185. 

4)  Briot  et  Bonquet,  Theorie  des  fonctions  elh    Paris  1875^  pag.  485. 

6)  Outzmer,  Bemerkung  über  die  Jacobische  Thetaformel.    J.  für  Math. 
110.    1892,  pag.  177. 

6)  Kapteyn,   Nouirelle  möthode  pour  demontrer  la  formule  fundamentale 
\  fonctions  0.    Darb.  Ball,  (2)  Bd.  15.    1891,  pag.  126. 

7)  Craig,  A  fundamental  tbeorem  of  the  0-FnnctionB.    J.  Hopkins  Univ. 
«5.  Bd.  11.    18l»2,  pag.  42. 

8)  Kronecker,   Bemerkungen   über  die  Jacobischen   Thetaf.  etc.    J.  für 
jth.  Bd.  102.    1888,  pag.  269. 

9)  Baker,   On  a  geometrical  proof  of  Jacobi's  ^-formola.     Math.  Ann. 
,  43.    18Ö3,  pag.  593. 

10)  Prym,  Untersuchungen  über  die  Kiemann' sehe  Thetaf.    Lp».  1882.    I. 

11)  Bichelot,   Über  eine  merkwürdige  Formel    in  der  Theorie  der  ellip- 
ihen  TnuDScendenten,   und   eine  Ableitung  des  Fandamentaltheorems.    J.  für 

\l  Bd.  ^0.    1865,  pag.  41. 

IS)  Dumas,  Über  die  Bewegung  des  RaumpendelB  mit  Rücksicht  auf  die 

ktioii  der  Erde.     J.  für  Math.  Bd.  50.    1855,  pag.  52. 

1^)  Schellbach,  Die  Lehre  von  den  elliptiBchen  Int.  etc.  pag.  103. 

14)  Baker,    On    a   geometrical    proof    etc.       Math.   Ann.  Bd.  43.     1893, 
699. 

15)  Schell bacb.  Die  Lehre  tod  den  elliptischen  Int.  etc.  png,  103. 
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Enneper^)  durch  wiederholte  Anwendung  der  ursprünglichen  Foimdn 
bewiesen  und  in  neuerer  Zeit  in  ganz  einfacher  Weise  durch  Anwendung 
des  Besiduensatzes  Kapteyn^)  und  Morley').  Betrachtet  man  nlinM 
die  Funktion: 

wo  ^i  die  ungerade  Thetafunktion  bezeichnet,  und  setzt 

(335)  a?!  +  a^  +  ...  +  a?^  =  yi  +%  +  •••  +  y« 

voraus,  so  ist  die  Funktion  f(/)  doppeltperiodisch  und  wird  oo^  in  da 
n  Funkten  x^,  x^y  ••.,  x^.  Setzt  man  die  Sunune  der  Besidnen  Null, 
so  hat  man  sofort: 

eine  Formel,  die  für  n  =  3  die  Weierstraßsche  ist. 

Da  die  Formel  (303)  für  ^  =  1  in  die  Weierstraßsche  übergeht,  so 
kann  sie  als  die  Verallgemeinerung  derselben  für  beliebiges  p  angesehen 
werden.  Eine  andere  Ausdehnung  seiner  Formel  auf  den  Fall  jp  >  1  hit 
Weierstraß*)  selbst  in  der  Form: 

(337)    ^Hu^""^  +  t*(i)]) 0([t*W - ti(i)]) ... ^{u(^)  + 1*(-+  D) ^^uW-u(''+*))-0 

angegeben,  wo  r  =»  2^  ist,  0  eine  ungerade  Thetafunktion  bezeichnet,  und 
über  jene  1  •  3  .  5  . . .  r  +  1  Produkte  von  je  r  +  2  Thetafunktionen  ra 
summieren  ist,  die  aus  dem  angeschriebenen  hervorgehen,  wenn  man 
zuerst  die  Indizes  1,  2,  3,  •  • .,  r  +  1,  hierauf  die  Indizes  3,  4,  •  •  -,  r  +  1,  ••• 
zyklisch  vertauscht.  Nachdem  Caspary*)  einen  Beweis  dieser  Foimel 
angegeben  hatte,  der  sich  auf  die  Einführung  der  Thetafunktionen  mit 
doppelten  Moduln  stützt,  haben  Frobenius^)  und  Caspary')  einfachere 
Beweise  mitgeteilt,  zugleich  aber  gezeigt,  daß  die  Formel  (337)  für  jeda 


1)  Enneper,  Bemerkungen  über  Thetafunctionen.  I.  Gott.  Nachr.  1S83, 
pag.  175. 

2)  Kapteyn,  Nouvelle  m^thode  etc.  Darb.  Bull.  (2)  Bd.  15.  1B91, 
pag.  125. 

8)  Morley,  On  a  generalization  of  Weierstraß*8  equation  with  three  ten&s. 
Bull.  Am.  M.  S.  (2)  Bd.  2.    1895,  pag.  21. 

4)  Weierstraß,  Zur  Theorie  der  Jacobischen  Funct.  etc.  Berl.  Ber.  188J, 
pag.  505. 

5)  Caspary,  Ableitung  des  Weierstraßschen  Fundamentaltheorems  & 
die  Sigmafunction  mehrerer  Argumente  aus  den  Kroneckerschen  Bektioon 
für  Subdeterminanten  symmetrischer  Systeme.  J.  für  Math.  Bd.  96.  18*i 
pag.  182. 

6)  Frobenius,  über  Thetafunctionen  mehrerer  Variabein.  J.  för  IfniL 
Bd.  96.    1884,  pag.  100. 

7)  Caspary,  Zur  Theorie  der  Thetafunctionen  mehrerer  Argomente.  2.^ 
Math.  Bd.  96.    1884,  pag.  324. 
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|>^2^  besteht.  Eine  praktische  Verw«?rtharkeit,  wie  die  Rieniannsoh© 
iietaformel^  besitzt  die  Formel  (337)  nicht;  die  rasch  wachsende  Glieder- 
Dzahl  zusammen  mit  der  zunehmenden  Anzahl  der  in  einem  Produkte 
Breittigtea  The  tafunk  tionen  macht  die  Anwendung  über  j9  =  2  hinaus 
nmdglich. 

Setzt  man  in  den  Gleiehungeu  (XLIII\  indem  man  unter  u,  v,  w 
^abhängige  Veränderliche  versteht: 

J8)  t\  =  u  +  V  -{-  ti',     v^  =  w,     rj  =  r,     ^4  =  —  w, 

werden: 

J9)         «1  =  M  +  t%     Mj  =  u  +  tr,     W3  =  ü  -f  w^     W4  =«  0; 

verschwindet    infolgedessen    von    den    durch    (XLIV)    definierten 
IroBen  y  die  Größe  y^  und  die  letzte  Gleichung  (XLV)  geht  in 

»er,  wo  jetzt  die  Größen  x  durch  die  Gleichung: 
U)   ar„, -(-!)(' ^-^^^J'* 

ßfiniert  sind.    Die  Formel  (340)  umfaßt  16  verschiedene  Gleichungen, 
ie  aus  ihr  hervorgehen,  wenn  man  an  Stelle  einer  jeden  der  beiden 
(341)  vorkommenden  Per.  Char.  (g),  (<y)  der  Reihe  nach  die  vier 
»rftchiedenen  Charakteristiken  setzt. 

Für  den  speziellen  Fall  (g)  =  (ff)  =  (O)  wurde  die  Formel  (340) 
^hon  von  Legendre*)  angegeben ;  später  hat  sie  G u d e r m a n n  ')  und 
ch  ihm  Schröter^)  aus  den  Additionsthforemcn  der  Thetafunktion  ab- 
gleitet; einen  anderen  Beweis  mit  Hilfe  der  Integrale  zweiter  Gattung 
li  Hermite^)  gegeben.  In  obiger  Weise  als  spezieller  Fall  der  Riemann- 
ben  Thetaformel  wurde  die  Formel  von  Henry  St  Smith  ^)  und 
ichröter •)    gewonnen,      Cajley'j    leitet    sie    alä    speziellen    Fall    einer 


1)  Legendre,  Tratte  des  fonctionB  elliptiquei  et  des  integrales  euldriennea. 
3.    Paria  1828,  pag,  196- 

2)  Qudermann,  Theorie  der  Modular-FuncücneD  und  der  Modular-Inte^ 
46,     J,  für  Math.  Bd   18,    1838,  pag.  167. 

3)  Schröter,   Beiträge   zur  Theorie  der  elliptischen   Funktionen,     Acta 
ath    Bd.  ö,    1884,  pag,  205, 

4)  Hermite,  Sur  une  relation  donn<?e  par  M.  Cayley,  dane  la  th^orie  de» 
ctioDB  elliptiques.    Extrait  d'ojie  lettre  adreas^e  ä  M.  Mittag-Leffler.     Acta 

BdL  1.    1882,  pag,  368;   vergl   dazu   M.  da  Silva,   Sur  troia  formales  de 
»rie  des  fonctiona  elliptiquea.     Darb.  Ball.  (2)  Bd.  10.    1886,  pag.  78. 
b)  Smith,  Note  on  thc  formula  etc     London  M,  S.  Proc.  Bd,  10,    187t>, 

'^b röter,  Beitrage  lur  Theorie  etc.    Acta  math,  Bd.  6.    1884,  pag.  206. 
ayJey,  A  tlieorem  in  Elliptic  Function».    London  M.  S.  Proc.  Bd.  10. 
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allgemeineren  von  Glaisher*)  angegebenen  Formel  ab:  daB  aber  di» 
keine  andere  als  die  Riemannsche  Thetaformel  ißt,  iseigt  M.  da  8ilv»')J 
Das  System  der  16  Gleklrangön  (340)  ist  von  Forsy  th  ^)  angegeben] 
worden. 

Setzt   man    In    den    16  Forsyl-hscben  Gleichungen  w  =0,   so   gfb 
darÄus    16    Formeln    hervor,    welche    Jacobi^)    angegeben    hat   und  förl 
welche  Beweise  von  Schellbach®),  BjÖrling^)  und  Broch^)  mitget«ütl 
worden    sind;    einzelne    dieser    Gleichungen    auch    bei    Guetzlaff*) 
Henry    St    Smith*);     daß     man     von    den    Jacobischen    Gleichung 
wieder    zu    den    orspiiin glichen   Forsythschen   zurückkehren   kann,   ui% 
Albeggiani  *^). 

An    dieser    Stelle    möge    auch    auf   jene    Gleichungen    hingewie 
werden,    welche    zwischen    Produkten    von    6    Thetafunktianen    mit   de 
Argumenten  m,  p  -^  u\  f,  w  ^  «,  <r,  u  —  v  bestehen    und    welche,  de 
dem     einzelne     von     ihnen     schon     Jacobi**),     Gudermann^*) 
Sohellbach'^)    angegeben    hatten,    in    größerer    Zahl    von    Glaish«r'*^ 


1)  Glaiaher,  Sur  quelques  äquatione  identiquefi  dans  la  throne  dei  losfi'| 
tioBB  elliptiqnes.     Assoc.  iVftn^j.  C.  E.  de  la  9^*  «eas,  (Eeiius)  18S0,  pag.  2U. 

2)  M,   da  Silva,    Siir    iine    qtiestion    de    la    tlieorie    des    fonctions  tu 
tiquea.      BulL   Bruxelles    (3)  Bd.  10.     1886,  pag.  79    und:     Sobre    iina    forsau 
lelativa  a  la  theoria  dfia  fun^!Öefi  ellipticae,     Teixeira  J,  Bd.  &.    1S83;  vergl  dml 
Mansion,    Rapport   aur  une  question  de  la  th^orie  des   fonctions  elliptiquei| 
Bull.  Bruxelles  (3)  ßd.  1».    1886,  pag.  321;   auch   Caspary,    Cber  die  Venr?ir] 
dQBg  etc.     Math.  Ann,  Bd.  28.    1887,  pag.  49S, 

3)  Forayth,  Note  on  Prof,  Caylej's  ^^formula  in  elliptic  foGeüon8^^  Mmnl 
Bd.  14.  1886,  pag.  23;  dazu  Cäylej,  On  a  formula  in  elliptic  fnnctions.  Me«  j 
Bd.  14.    1886,  pag.  21, 

4)  Jacobi^  8tjr  la  rotation  d'un  corpe.    Extrait  d*une  lettre  adresiiSe  kVm 
des  8C.  de  Paria,    1849,     Gea.  Werke  Bd,  2.   Berlin  1882,  pag.  325. 

6)  Schellbftch,  Die  Lehre  von  den  elliptischen  Int.  etc.  pag.  lOS. 

6)  Björling,    Om    additions    fomilerna    för    de   elliptiaka    funktioiififlia  ! 
öfversigt  af  k.  VeL-Ak.  Förh.    Stockholm  Bd,  23.    1866,  pag.  81   und:  Not«  mr 
les  foTmiiles  d'addition  des  fonctions  elliptiqueä,    Arch.  fflr  Math.  Bd.  47.  186T,  | 
pag,  399. 

7)  Broch,     Sur     les    formulea    d*addition    dea    fnnckionfl    ellipiiqu« 
M.  C.  G.  J.  Jacobi  dana  aon  „Memoire  sur  la  rotation  d'un  corpa***.    C,  B. 
1864,  pag.  99y. 

8)  Guetxlaff,  Äquatio  modularifi  pro  tranaformatione  fdncÜO&ttai  fl%*| 
ticarum  aeptitni  ordinia.     J.  für  Math.  Bd.  12.    1834,  pag,  173» 

0)  Smith,  Kot:3  on  the  formula  etc.  London  M.  S.  Proc.  Bd.  lOl  t^| 
pag.  Ö7. 

10)  Albeggiani,   Intomo   ad  alcane  formole  nella  ieoriea  delie 
ellittiche.     Eend,  Palermo  Bd.  1.    1887,  pag,  360. 

11)  Jacobi,  Formulae  novae  in  theoria  transcendontium  ellipticantm  fe'i 
damentalcs.     1836.     Ges.  Werke  Bd.  1.    Berlin  1881.  pag,  333. 

12)  Gudermann,  Theorie  der  Modular.-Funct  etc.     J.  für  Math 
1838,  pag.  167. 

13}  Schellbach,  Die  Lehre  von  den  elHpt  Int.  etc..  pag.  lai. 
14)  Glaisher,  On  certain  formulae  in  Elliptic  Function».    Qnsfi  J.  Bij] 
1883,  pag.  22.    On  aome  elliptic  function  and  trigonometricAl  theorema. 
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Mifgestellt  worden  sind.     Diese  Gleichungen  haben  ihre  gemeinsame  Quelle 
jener  Formel,  welche  aus  (336)  für  n  =  4  hervorgeht. 

Zum  Schlüsse  dieses  Paragraphen  sollen  aus  den  Formeln  (XLV) 
ae  speziellen  Gleichungen  abgeleitet  werden,  welche  den  Übergang 
tVL  den  elliptischen  Funktionen  vermitteln*). 

Setzt  man  in  (XLIIIj  indem  man  unter  u  eine  unabhängige 
Variable  versteht: 


t\  =  «*,    €,  =  rt, 


0, 


0, 
=  0, 


1(342) 

wird  auch: 
|[343)  «I  -^  Uj     w,  =-  II,     Uj  =  0,    «4 

Uiod  daher,  wenn  man  noch  (d)  >^  (0)  setzt: 
(344)  X,,  =  y.,  =  (-  ir&'-[,  +  (f](u)  #*[*|{0). 

?ülirt  man  aber  diese  Werte  in  die  Gleidjung: 

K^5)  yoo "  ffii  =  ^10  +  % 

ftio   und  Itißt  an  Stelle  von  ((»)  der  Reihe  nach  die  Charakteristiken 
li)'  (i)*  (o)'  (o)  ^^^^">  '^®*^'^  ^^^^'^  ^^'^  Abkürzung: 
(346)  *„(0)  =  »oo,    *io(0)  =  *io,    *oi(0)  =  *«, 

erhält  man  die  vier  Gleichungen: 

*So*!i(«)  =  ^on(«)-»Ji »!.(«), 

r347)  n.*Si(«)  =  »?o*f.(«)  +  K  *2o(»), 

n,n,(«)-^?o^o(»)  +  »s.*j.(«), 

leren  letzte  für  u  =  0  die  Rektion: 


Üefert.  Von  den  vier  Gleichungen  (347)  sind  die  beiden  letzten  eine 
folge  der  beiden  ersten;  diese  aber  kann  man,  indem  man  ihre  linke 
md  rechte  Seite  durch  ^o^Ji(i*)  bez*  -^Jo^iW  dividiert  in  die  Form: 


1  10.  1881,  pag.  92.  On  a  inethod  ol"  ileriving  ibrmulae  in  Elliptic  FunctionB. 
Dambridge  Proc.  Bd.  4.  1883,  pag.  186  und:  Formulat*  in  elliptic  functionB, 
"ii  AsBOC.  Rep.  1879,  pag.  269;  vergL  dazu  Wilkinson,  An  elliptic  fünction 
[Identiij.  Meaa.  Bd.  10.  1881,  pag  65  und:  Sterba,  Dber  eine  Jacobische 
lleichnng.     J.  für  Math.  Bd,  122,    1900,  pag.  198. 

1)  Bezüglich  dieses  Überganges  selbst  siehe  Jacobi,  Theorie  der  ellip- 
lieii  Functionen  etc.  Ges.  Werke  Bd,  1.  Berlin  1881,  pag.  497;  aucb: 
Iriotchi,  Lcziom  sulla  teorica  delle  funsioni  Jacobiane  ad  un  solo  argomento. 
Hont.  lU  Mat.  Bd.  2.    1864,  pag.  8,  33  u.  139. 
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^1  <  W  „  1  _  <  ^iM 

(349)  *io  <W  <^o  *?i(«)' 

bringen. 

Setzt  man  femer  in  (XLIII),  indem  man  unter  u  und  o  zwei  i 
abhängige  Veränderliche  versteht: 

(350)  "i  =  "i  "=  «»    »,  =  »4  =  «, 
80  wird: 

(351)  «1  —  «  +  »,    Uj  =•  M  —  »,    t«,  =  0,    »4  =-  0, 
und  daher: 

a:,^  =  (-l)(e+<')'' 
(35^)  #[«  +  p  +  «](«)  *[«  +  ?](«)  «[c  +  ff](»)  *W(«), 

*[«  +  ?  +  «](«  +  »)  »[«  +  (>](u  -  v)  »[s  +  ff](0)  *[«]( 
Führt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung: 
(353)  yoo  +  yii  =  «00  +  % 

ein,  indem  man  gleichzeitig  (9)  =  M ,  (0)  =  L]  setzi^  so  erlüHt  m 

die  Gleichung: 

,354)  «'00  *io  *oi  («  -  »)  *u  («  +  ») 

=  ^u(«)  ^1  (")  *io(«)  ^ooW  +  *oo(«)  *io(«)  *oi(f)  *u  (»); 

führt  man  dagegen  die  Werte  (352)  in  die  Gleichung: 

(355)  yoi  -  yu  =  %  -  «11 

ein,  setzt  gleichzeitig  (q)  =  (0)  und  läßt  an  Stelle  von  (a)  der  R«i 
nach  die  Charakteristiken  (j,  ()  und  (  j  treten,  so  erhält  man  ( 
Gleichungen: 

*oi  *io*oi(«  -  «)  *io(«  +  »)  = 
^io(«) ^oi(«) *io(v)  ^oi(»)  -  ^oo(«)^u(«)  ^oo(f) ^u(«'), 

(356)  »Ol  doo  »Ol  («  -  «)  *oo  (m  +  v)  = 
*oo(")^oi(«)*oo(«)^oi(»)  -  ^io(«)^ii(«)^io(t')*ii(»), 

^?.  ^o..(«  -  v)  ^o.(»  +  ")  =  «^i(«)n(«)  -  ^i(«)  *!,(")• 

Dividiert  man  die  Gleichung  (354)  und  die  beiden  ersten  Gleichung 
(356)  durch  die  letzte^  so  erhält  man  die  Additionstheoreme  i 
Thetaquotienten: 
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^11  W      ^10  W      ^00  W     ,     »00  W     »10  W     »11») 

»oo»io»i,(^  +  t^)         »oiW     »oiW     »oiW"^»oiW    »OlW    »OlW 


(357) 


<^. 

*., 

(U  +  l,) 

1- 

*!i(«) 

<^,(») 

«J,(«) 

«SiW 

*.. 

.(«) 

*.. 

,(e) 

*.,(«) 

*„(«♦)  *.. 

.(f) 

*n 

w 

♦.. 

♦t.(«+f) 

.*•• 

(«) 

♦., 

.(f) 

*..(«) 

♦..(«)  *., 

>(") 

*.. 

w 

*.. 

1- 

<(«) 

^^iW 

<(«) 

«*oM 

K 

,(«) 

*.. 

.w 

*.,(«) 

*.i(«)  ♦.. 

.(f) 

»n 

w 

*.. 

»..(«+») 

_*.. 

(«) 

♦.> 

iW 

*.,(»♦) 

»..(«♦)  ♦., 

iW 

»., 

i(f) 

*.. 

♦„ 

,(«+») 

1 

*!iW 

9\x(p) 

<(«) 

<(») 

Differentiiert  man  endlich  die  Gleichung  (354)  links  und  rechts 
nach  t;  und  setzt  hierauf  t;  «=  0^  so  entsteht,  da  die  Funktionen 

,gggx  ^»00  W  ^»10»)  ^»01  W 

als  die  Derivierten  gerader  Funktionen  fBr  v  =  0  verschwinden,  wenn 
man  für  jede  Ghan^teristik 

dd^  ,(u) 
(359)  _i!AJ=^.V(„) 

setzt  und  den  Wert,  den  diese  Funktion  für  u  «  0  annimmt,  kurz 
mit  d'tt'  bezeichnet: 

DiflFerentiiert  man  diese  Gleichung  endlich  zweimal  nach  u  und  setzt 
hierauf  w  =  0,  so  erhält  man,  wenn  man 

d^d"  ,(u)  d^d"  'M 

setzt  und  die  Werte,  welche  diese  Funktionen  für  m  =  0  annehmen, 
mit  »•,",';  ^»'t'  bez.  bezeichnet,  die  Gleichung: 

(362)  »"oo  »"lo  (Kl  "^01  —  ^'n  ^öi)  =  -^01  ^n  (^w  "^lo  +  "^oo  ^l'o) 
oder  durch  »"oo  "^lo  ^oi '^'n  ^^^^^  ^^^  rechts  dividierend: 

(363)  ^^^  +  ^  +  ^. 

»11  »00  »10  »Ol 


Da  nun  aber  gemäß  der  Gleichung  (VI)  pag.  6: 

•^^^  .  ~8i* *       da 

A,  80  kann  man  der  Gleichung  (363)  auch  die  Gestalt: 
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(S65)  dlog^'n  _  a  log  ^00   ,   8  log  ^10    r  ^log^o, 

^       ^  da  da      "^      da      ~^      da 

geben  und  schließt  dann  darauS;  daß 

(366)  ^n^ö'^oo'^io^oi 

ist,  wo  c  eine  auch  vom  Thetamodul  a  unabhängige  Große  besseichnet^ 
ftir  welche  sich  durch  Entwicklung  der  linken  und  rechten  Seite 
nach  Potenzen  von  ^  und  Vergleichung  der  Anfangaglieder  der  Weit 
c  »  i  ergibt,  sodaß  schließlich: 

(367)  *;,=««'oo*io*«i 
ist. 

Die  Formeln  (347),  (348),  (349),  (337),  (367)  sind  zuerst  von 
Jacobi  ^)  angegeben  worden. 

Der  obige  Beweis  der  Formel  (367),  der  nach  Frobenius^  Ton 
Weierstraß  herrührt,  wurde  zuerst  von  Königsberg  er')  mitgeteilt 
Einen  direkten  Beweis  der  Formel  (365)  durch  Umformung  der  un- 
endlichen Reihen  hat  Lipschitz^)  angegeben,  während  Thomae^)  die 
Formel  (367)  auf  direktem  Wege  aus  den  Produktentwicklungen  da: 
Thetafunktionen  herleitet.  Jacobi^)  hat  die  Formel  (367)  bewiesen, 
indem  er  zeigt,  daß  der  Ausdruck: 

(368)  5-|V 

seinen  Wert  nicht  ändert,  wenn  man  den  Thetamodul  a  durch  4  a,  16a,-" 
ersetzt;  einen  ähnlichen  Gedanken  verwendet  zum  Beweise  der  Formel 
(367)  Schellbach').  Andere  Beweise  siehe  noch  bei  Frobenius*) 
und  Bockhorn^);  Relationen  zwischen  den  Null  werten  der  Thetafunktionen 
und  ihren  höheren  Den  vierten  bei  Pascal^®). 

1)  Jacobi,   Theorie   der  elliptischen   Functionen  etc.     Ges.  Werke  Bd.  1. 
Berlin  1881,  pag.  511,  613  u.  517. 

2)  Frobenius,   Über   die    constanten  Factoren    der  Thetareihen.    J.  fir 
Math.  Bd.  98.    1885,  pag.  245. 

3)  Königsberger,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Flm^ 
tionen.     Bd.  1.    Lpz.  1874,  pag.  380. 

4)  Lipschitz,  D^duction  arithm^tique  d'une  relation  due  ä  Jacobi.  Extrait 
d'une  lettre  adress^e  ä  M.  Hermite.    Acta  math.  Bd.  7.    1885,  pag.  95. 

5)  Thomae,    Abriß    einer   Theorie    der   complexen   Functionen  und  der 
Thetafunctionen  einer  Veränderlichen.     2^  Aufl.    Halle  1873,  pag.  164. 

6)  Jacob i,    Theorie   der   elliptischen   Functionen   etc.     Ges.  Werke  Bd.  1 
Berlin  1881,  pag.  516. 

7)  Schellbach,  Die  Lehre  von  den  elliptischen  Int.  etc.  pag.  48. 

8)  Frobenius,  über  die  constanten  Fact.  etc.    J.  für  Math.  Bd.  98.   1885, 
pag.  247. 

9)  Bock  hörn,  Beziehungen  zwischen  Thetafunctionen  mit  versehiedena 
Jacobi'schen  Modulen.    Progr.  Solingen  1891. 

10)  Pascal,  Sopra  due  relazioni  rimarchevoli  fra  i  valori  delle  derirate  ddk 
funzioni  ^  ellittiche  per  argomento  zero.   Ann.  di  Mat  (2)  Bd.S4.   1806,  pag.tt 
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Setzt  man  nun: 

(369) 

»00 

-r*,  fe=^x-, 

1  sod&B  wegen  (348) 

1  (370) 

X»  +  x'»  =  1 

1  ist,  und  ferne;': 

r37i^    -  *••  *»  (••) 

=  f(u 

V  *..*..(«)  _«/„v  *..*..(")  =  Ä/ 

H\ 

;  80   liefern   die   GleichuDgen   (349)   zwischen  diesen  drei  Funktionen 
[  die  Beziehungen: 

:  (372)  (,»(«)  -  1  -  /•>(«),     h\u)  =  1  -  xY'(«), 

'  die  Gleichungen  (357)  aber  fOr  sie  die  Additionstheoreme: 

[  /(,«  +  »; l_*V'(«)/-»(r)  ' 

i  j,f,,  ,  „s       h(u)h{v)-x*mmg(u)g(i)) 

'  Differentiiert  man  diese  Gleichungen  links  und  rechts  nach  v  und 
setzt  hierauf  v  =  0,  so  erhalt  man  daraus  die  Gleichungen: 

/•'(«)=     r{0)g(u)h{u), 

(374)  «;'(«)  =  -r(0) /•(«)*(«), 

A'(«)  —  xY'(0) /•(«)«;(«). 

^nn  ist  aber  nach  (371)  und  (367): 

C376)  r(0) J^ »«Jo; 

ittetzt  man  daher  endlich: 

C376)  f{u)^z 

miao 


(877)  «/(«)->^r=7»,  A(«)  =  vr^«7», 

««nd 

CS78)  -ie^u^w, 

fto  wird  aus  der  ersten  Gleichung  (374): 
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also: 

(380)  w^  l\    ■      ^' =, 

0 

womit  der  Übergang  zu  den  elliptischen  Integralen  hergestellt 


§  12, 

Der  Fall  p  =  3. 

Im  Falle  p  ^2  gibt  es  16  verschiedene  Thetafunktionen, 
Charakteristiken  aus  halben  Zahlen  gebildet  sind;  von  denselben 
die  10  mit  den  Charakteristiken: 

(381)  ^^  ^^'    '-^  ^-''    ^^  ^-''    ^^  ^-^'    "-^  ^^' 

ca.  ca.  ca.  Ga.  Gl] 

gerade^  die  6  mit  den  Charakteristiken 

(8«2)    c  a.  G  a.  c ;].  g  a-  g  a-  g  a 

ungerade.  Bezeichnet  man  die  6  ungeraden  Charakteristiken  ( 
in  irgend  welcher  Reihenfolge  mit  [cd^],  [oJj],  •••,  [cDg],  so  stellei 
15  Kombinationen  zu  zweien: 

(383)  (CJ^^Ö^  (^..  =  1,2,      ,6; 

die   15  eigentlichen  Per.  Char.   dar,  und  da  weiter  die  Summe 
G  ungeraden  Charakteristiken 

(384)  K]  +  K]  +  ---  +  K]  =  [0] 

ist,  also  die  Summe  von  vier  unter  ihnen  nicht  Null  sein  kam 
es  die  Summe  von  zweien  nicht  ist,  so  stellen  die  20  Kombinati 
zu  dreien: 

(385)  [ej^  CJ^  O^]  (»,  1,  /4  =  1, 2, .     ,  6; » < 

die  10  geraden  Th.  Char.  und  zwar  jede  zweimal  dar,  und  e 
dabei  stets: 

(386)  [o^  ©^  CD^]  =  [o^  o^  (D  J , 

wenn  v,  q,  6  die  3  von  x,  X,  ^  verschiedenen  Zahlen  aus  der  I 
1;  2,  •••,  6  sind. 


Cbar  ak  terieUk  eu  the  o  rie. 


die  Gleichungen: 

=  [coi  (D,  oj  +  Kl  =  [©1  Oj  m^]  +  [gj,] 

BD  die  Zerlegungen  der  eigentlichen  Per.  Char.  (to^  o^)   in   zwei 
e,  in  zwei  ungerade  und  in  eine  gerade  und  eine  ungerade  Th. 
>  dargestellt. 
JVon    den    15  Per.  Char,  (383)    sind    zwei   {m^m^   und   (m^mj) 

tisch   oder  azjgetischj  je   nachdem  die  Zahlen  x^  k,  ^^  v  alle 
voneinander   verschieden   sind   oder    nicht;    es    ist    (oj  ü^)    und 
der   Typus   eines   Paares    sjzygetischer,   (0^  m^)    und    (m^  m^) 

ypus  eines  Paares  azygetischer  Per.  Char,     Infolgedessen  sind 
^er.  Char. 

1^  (c?!®«)?    (®t*06)>    (^i^a)f    {^A^5)t  (%o>s) 

zweien  azygetiach   und  bilden  daher  ein  F.  8.  von  Per.  Char. 
[dasselbe  ist  [cög]  die  Summe  seiner  ungeraden  Charakteristiken 

Kl»    [f^alj    [«^»l?    Kl.    Kl 

n   eine    Hauptreihe,     Laßt   man   an   Stelle   von  [og]  der  Reihe 
die  6  ungeraden  Th.  Char.  treten,  so  erhält  man  aus  (388)  die 
Falle  p  ^  2  existierenden  verschiedenen  P.  S.  von  Per.  Char. 
Th.  Char.  von  der  Form: 

[xcoj,    [xöjj],    [xojj,    [xoj,    [xosl,    [xm^]j 

k]  eine  beliebige  Charakteristik  bezeichnet,  bilden  ein  F.  S.  von 
Bhar  Liißt  man  au  Stelle  von  [x]  der  Keihe  nach  alle  16  Charak- 
^ken  treten,  so  erhalt  man  die  16  im  Falle  j)  =  2  existierenden 
ihiedenen  F,S.  von  Th.Char.;  von  denselben  besteht  das  für  [x]==[0] 
i390)  hervorgehende  aus  6  ungeraden  Th,  Char.,  während  jedes 
[5  Übrigen  2  ungerade  und  4  gerade  Th.  Char,  enthält.  Irgend 
k  der  16  F.  S.  von  Th.  Char.  haben  stets  zwei  und  nur  zwei 
phar.  gemeinsam. 

Sind  («)  und  (ß)  irgend  zwei  der  15  eigentlichen  Per.  Char.,  so 
n  die  vier  Per.  Char.  (0),  (a\  (ß),  (aß)  eine  Gruppe  von  Per.  Char,, 
die  vier  daraus  durch  Addition  einer  beliebigen  Charakteristik 
ehenden  Th.  Char>  [x],  [xa],  [xß\  [K((ß]  ein  System  von  Th.  Char. 
die  beiden  Per.  Char,  (u)  und  (ß)  syzygetisch,  so  sind  Gruppe 
System  Göpel  sehe ^  sind  die  beiden  Per.  Char.  («)  und  (ß)  ^ülj- 
so  mögen  sie  Rosen  ha  insche  heißen.  Der  allgemeine  Typus 
Ischen  Gruppe  ist: 


,  Tli|itatutilttia»ffii. 


n 
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(391)  (0),    ((0,(0,),    ((0^(0^),    (ai5(D,); 
der  eines  Göpelschen  Systems: 

(392)  [x],    [xcDiW,],   [«03  wj,    [xoiftiDj 
oder  auch: 

(393)  [xoiöa],    [xöjö,],    [«©iwj,    [xo,©J. 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Göpelschen  Gmppen  betragt  15, 
der  Göpelschen  Systeme  60;  von  diesen  bestehen  15  ans  4  gen 
die  übrigen  45  aus  2  geraden  und  2  ungeraden  Th.  Char.  Dei 
gemeine  Typus  einer  Rosenhainschen  Ghruppe  ist: 

(394)  (0),   ((o,(o,),    ((0,(0,),   (0,103), 
der  eines  Rosenhainschen  Systems: 

(395)  [x],     [xCJiO,],     [xiDiW,],     [xOjCD,] 

oder  auch: 

(396)  [xüj,    [xojj],    [xo,],    [xOiOjO),]. 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Rosenhainschen  Gmppen  bebig 
die   der  Rosenhainschen  Systeme   80;   von   diesen   bestehen  2C 
1  geraden  und  3  ungeraden,  die  übrigen  60  aus  3  geraden  und 
geraden  Th.  Char. 

Läßt  man  nun  im  XXXIX.  Satze  an  Stelle  der  Gruppe  j 
Rosenhainsche  Gruppe  (0),  (oi©,),  ((o,(o,),  (ojO,)  treten,  so  tri 
Stelle  der  adjungierten  Gruppe  B  die  gleichfalls  Rosenhainsche  Ot 
(0),  (ca^o}-),  (co^cjß),  (cJsCöe)   und   die   Gleichung  (XLII)    geht, 
man  noch 

(397)  [«i]  =  K],    [{;]  =  [*oo] 

setzt,  wo  [oiq]  die  Charakteristik 

(,398)  [oj  =  [oj  0),  Oj]  =  [©4  ©5  dg], 

[x]  aber  eine  beliebige  Charakteristik  bezeichnet,  nach  leichten 
formungen  in  die  Gleichung: 

(399)  '''''^0'yi«j  +  '''®o>o'i  y[«.]  +  l««o. oilyM  +  l««%»%jb 

über,  aus  der  durch  Vertauschung  von  [(o,\  [o^  [1 
Iwg]  die  weitere: 

folgt. 
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Jen  Gleichungen  (399),  (4CK})  bezeichnen  die  x  und  y  die  in 
VIlI)  definierten  Ausdrücke.  Setzt  man  darin,  entsprechend  dem 
genden  speziellen  Werte  l>  =  2,  indem  man  unter  n^^^  v^ 
1,  2)  6  unabhängige  Veränderliche  versteht: 


V  «V 


»0». 


srden: 


'H„  +  «„, 


„w. 


<"=«.. 

O*--!.«) 


*%  +  ^uf 


..(») 


=  ^  +  «<'. 


..(^) 


>' 


'Tersch winden  infolgedessen  die  zu  den  ungeraden  Charakte- 
m  gehörigen  Größen  yj^j.p^^^p  --^  2/(,„,3;  die  linken  Seiten  der 
1  Gleichungen  (399),  (400)  werden  dalier  einander  gleich,  und 
erhält  durch  Gleichsetzen  der  rechten  ohne  Mühe  zwischen  den 
in  X  allein  die  Beziehung: 

^^K  ^^inw^]  =  ^  I  ^«>  ®e  I  ^i^a^  f 

tzt  die  Großen  x  durch  die  Gleichungen: 
1 

^[£  +  p  +  6]  (u  +  v  +  w}  ^[£  +  (»ICw])  #[£  +  (y]([4  ^Mf  «4 

In  der  Gleichung  (403)  bezeichnet  6  ^ü^e  beliebige 
1,  2,  '*♦,  6;  es  geht  aber  aus  ihr,  wie  schon  ihre  Ent- 
ig zeigt^  immer  dieselbe  Gleichung  hervor,  welche  dieser  Zahlen 
in  Stelle  von  §  setzt,  und  es  wurde  die  obige  Sehreibweise  nur 
\h  gewählt,  weil  durch  Vereinigung  des  die  linke  Seite  bildenden 
m  ^^[^tat]  ™*^  ^^™  ^^  ^^^  rechten  Seite  vorkommenden  Gliede 
die  einheitliehe  Bezeichnung  gestört  würde;  dagegen  gehen  aus 
16  verschiedene  Gleichungen  hervor,  wenn  man  an  Stelle  von 
»r  Reihe  nach  die  16  Charakteristiken  treten  läßt. 
Lus  den  obigen  Formeln  ergeben  sich  nun  die  zwischen  den 
etafiinktionen  bestehenden  Relationen  und  die  Additionstheoreme 
Quotienten, 
letzt  man  in  dem  Ausdrucke  (404): 

winden  infolge  letzterer  Annahme  die  zu  ungeradem  [t]  ge- 
Größen ^Tr,.,  und  es  muß  daher  in  der  Gleichung  (403), 
cht  linke  und  rechte  Seite  gleichzeitig  verschwinden,  [x] 
verschieden  gewählt  werden.     Setzt  man  dementsprecheiLd 
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(406)  [x]  =  [(Dß  ©e]  =  [©1  ©,  Oj  wj, 

so  besitzen  die  den  Werten  i  =  5  und  6  entsprechenden  Glieder  dar 
rechts  stehenden  Summe  den  Wert  Null  und  man  erhalt,  wenn  mm 
zugleich  (<;)  ==  (0)  setzt,  |  auf  die  Werte  1,  2,  3,  4  beschränkt  and 
die  unter  (279),  (280)  eingeführte  Bezeichnungsweise  anwendet: 

(407)  ^ 

Diese  Formel  repräsentiert,  da  an  Stelle  von  [x]  jede  von  [0]  rtr- 
schiedene,  an  Stelle  von  (q)  jede  beliebige  Charakteristik  geseU 
werden  darf,  im  ganzen  240  verschiedene  Relationen  und  zeigt,  diB 
zwischen  irgend  4  Thetaquadraten,  deren  Charakteristiken  einem  d«r 
16  F.  S.  von  Th.  Char.  entnommen  sind,  eine  lineare  Relation  be- 
steht. Mit  Hilfe  dieser  Relationen  kann  man  durch  4  lineamnab- 
hängige  Thetaquadrate  jedes  5^  linear  ausdrücken  (XLVJLLL  Satz);  fllr 
solche  vier  linearunabhängige  Thetaquadrate  können  insbesondere  m 
Thetaquadrate  gewählt  werden,  deren  Charakteristiken  ein  Ros^iIuiB- 
sches  oder  Göpelsches  System  von  Th.  Char.  bilden;  in  beiden  Fallen  iii 
es  leicht,  aus  den  obigen  240  Relationen  jene  12  abzuleiten,  weide 
durch  die  gewählten  4  Thetaquadrate  die  12  übrigen  ausdrfickoi^ 
Vier  linearunabhängige  Thetaquadrate  sind  selbst  durch  eine 
Gleichung  vierten  Grades  miteinander  verknüpft.  Um  diese  aus  den 
obigen  Formeln  abzuleiten,  setze  man  in  x^^^  wie  vorher 

(408)  %,  \    '*    ., 

und  weiter,  indem  man  unter  (fi)  eine  beliebige  Charakteristik  versteht: 

(409)  (q)  =  (^ö, CO,),  ^  (<y)  =  (ö, 05); 

es  erhalten  dann  in  der  auf  der  rechten  Seite  von  (403)  stehenden 
Summe  die  drei  den  Werten  i  =  4,  5  und  G  entsprechenden  Glieder 
den  Wert  Null  und  diese  Formel  geht  nach  einfachen  Umformungöi 
in  die  Gleichung: 
3 

(410)  ^  (—  l)^'  ^1  ^"«  ^«)  K)' 

über.     Diese  Formel  repräsentiert  im  ganzen  120  verschiedene  Reh- 

1)  Wegen  der  Ausführung  mag  auf  meine  Arbeit:  Theorie  der  iinaStä 
unendlichen  Thetareihen  auf  Grund  der  Ricmann'schen  ThetaformeL  Lpx.l8Ä 
pag.  42  und  58  verwiesen  werden. 
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Ben;  man  orhUlt  diaselbeo  aus  ihr,  wenn  man  die  beiden  Cliarak- 
riütiken   [wj,   [(o^,]    auf  die    15  möglichen   Weisen  aus   den   6   un- 
&raden  Charakteristiken  auswählt  und  jedesmal  dazu   an  Stelle  von 
solche   H   Charakteristiken   treten  läßt,    von   denen  keine  zwei   die 
imme    [cö^u^^]   haben.      Die    120    Gleichungen    (410)    sind    dadurch 
jleich   in    15  Gruppen    von  je   8  geteilt,   derart  daß  die  8  Glei- 
jen    einer   Gruppe   nur  ITietaprodukte  ^|^]|«D  ^[»jKW   mit   der 
ichen  Cbarakteristikensumme  [a^ro^]  enthalten.    Solcher  Produkte 
id  es  aber  im  ganzen  8,  von  denen  4  gerade  und  4  ungerade  Funk- 
Ionen  des  Argumentensyatemes  (u)  sind,  und  die  Gleichungen  (410) 
eigen j  daß  sowohl  zwischen  3  geraden,  wie  zwischen  3  ungeraden 
ater  ihnen  stets  eine  lineare  Relation  besteht  (vgl.  Satss  XL  VI), 

Aus  jeder   der   120  Gleichungen  (410)  erhält  man  nun,    wenn 

Han    aus   ihr   durch    zweimaliges    Quadiieren    eine    Relation    vierten 

ies  zwischen  den  Quadraten   der   6  in  ihr  vorkommenden  Theta- 

Rektionen    ableitet    und    hierauf  alle  diese  Thetaquadrat«?  durch  die 

liehen    4    linearunabhUngigen    ausdrückt,    eine   Gleichung    vierten 

adea  zwischen   diesen.     Für  vier  Roscnhainsche  Thetaqiiadrate  ist 

Jese   Relation    vierten   Grades   zuerst    vou   mir*}  aui*gest(5llt  worden. 

^ndelt  es  sich  dagegen  um  die  Gewinnung  der  zwischen  vier  Göpel- 

eben  Theta([uadraten   bestehenden  Relation  ^  so  wird  man  bemerken, 

die  vier  Charakteristiken  von  zwei  der  3  in  derselben  Gleichung 

tlO)    Torkommenden    Thetaprodukte     stets    ein    Qöpelsches    System 

yn  Th.  Char.  bilden,  und  daß  man  daher,  wenn  man  nach  einmaligem 

jftdrieren    die    beiden  anderen  Thetaquadrate  ebenfalls  durch  diese 

Gopelschen  ausdrückt,  zu  einer  Gleichung  zwischen  diesen  4  Göpel* 

fhen    Thetafunktionen    gelangt,    welche   vom    vierten    Grade   ist    in 

Rzug  auf  die  vier  Thetafunktionen  aber  außer  ihren  Quadraten  auch 

Produkt    enthält;    diese  Gleichung   ist   schon    von    GöpeP)   an- 

afeben  worden  und  unter  dem  Namen  der  Gopelschen  biquadratischen 

elation  bekannt.     Durch  nochmaliges  Quadrieren  liefert  sie  die  oben 

»nannte  Relation    vierten   Grades   zwischen  vier  Qöpelschen  Theta* 

aadraten. 

Setzt  man  jetzt  endlich  in   den  Gleichungen  (XXXVlll),  indem 
unter  m^,  v^  (/i  =  1,  2)  4  onabhUngige  Variable  versteht: 


111) 


^fi  ^ft  ^fA  > 


iß^un 


wirtl: 


t)  Krater.  Tbeocie  der  zwcif  nnendl    Tbetar.   etc     Lpz.  1882,  pag.  14. 
[  fi*,n^  irnnav.    f^t«'       .1     filr    Matl.     BJ    3ö,     1847.  pug.  292. 
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(412)      «ü'-M.  +  v    «;f>-«^-V    «lf^-=0,    <'»0 

0.-1.») 


und  daher: 

^[.]  =  (- 

S 

-ir- 

»[e  +  ff  +  ff]  W  d[«  +  p]  W  »[b  + 

*]H*WW, 

(413) 

»w  =  (- 

-ir^ 

H^  +  t 

f  +  <f]iu  +  v)j»[i  +  (fUu- 

-v}»[e  + 

*]COHW(oj. 

Führt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  (400)  ein,  indem  num 
gleichzeitig 

(414)  (p)  =  (ß'o),    W-K") 

setzt,  wo  (g?)  eine  beliebige  gerade  Charakteristik  bezeichnet,  so  er- 
halt man  die  Gleichung: 

3 

(415)  ^^{^iy^o<o){^<oiY 

-^[xOooJW  -^[xoojjfu])  -^[xojjft?])  ^[xcDoOOjlir), 

in  welcher  also  [x]  eine  beliebige  Charakteristik,  [co],  [oq]  zwei  ge- 
rade Charakteristiken  und  [cdi],  [oj,],  [cdj]  drei  ungerade  Charak- 
teristiken von  der  Summe  [coq]  sind.  Indem  man  zwei  solche  Glei- 
chungen durcheinander  dividiert,  erhält  man  Additionstheoreme  far 
die  Thetaquotienten. 

Die  16  Thetafunktionen  des  Falles  p  =  2  wurden  von  GöpeP)  tuä 
Rosenhain*)  eingeführt;  deren  Bezeichnungsweisen,  sowie  eine  tot 
Königsberger ^)  mitgeteilte,  häufig  angewandte  Weierstraßsche  sin^ 
aus  nachstehender  Tabelle  ersichtlich: 


1)  Göpel,  Theoriae  transc.  etc.    J.  für  Math.  Bd.  36.    1847,  pag.  279. 

2)  Rosenhain,  Memoire  sur  les  fonctions  etc.    Mäm.  pr^.  Bd.  11.  IS^L 
pag.  409. 

3)  Eönigsberger,  Über  die  Transformations  etc.     J.  f3r  Matit  Bd.M. 
1866,  pag.  17.  I 
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GOpel 

Boaenhain 

WeieroiaraB 

Erazer 

P  (u,«') 

9>oo  (»>«') 

*0  (»1.  "j) 

P'(u,u) 

9'jo(«'. ») 

*S4K.  "») 

•ca««) 

P"  («,«') 

VosC«,  w) 

^iiK»  <'«) 

♦Gaw 

p-X»,»') 

<p„iv,u>) 

»si^uVt) 

»PM 

-Q  («,«0 

i<Pioi^, ») 

-*,  (Vj,»,) 

♦G  a«-» 

ö'(«,«0 

yjoC",  ») 

0,  (Di,  «,) 

»ca« 

-«"(«s«) 

«»»uC»!  w) 

-•»mK.«'«) 

♦Ga«-» 

«'>,««') 

9'm(<'i  ») 

«OlC*'!.«'«) 

♦cac-) 

--B  («,«-) 

»Voi  (».«') 

-*o«(<'i.«'») 

•G  ;]H 

-■«'(««,««') 

»9>si  (».«') 

-^sKl*»!) 

»G  l]w 

B"(u,«') 

^mC».  ») 

*m(»i.*i) 

ij-'C«,«-) 

Vm  (».«') 

»i  K,  r,) 

-GSw 

-5  («,«0 

-  ViiC".  ») 

*u(«i,  «'s) 

-caw 

-«'(«,«') 

»9>«(*. ») 

-*„(»!,  r,) 

*ß;]w 

-S"  («,«-) 

t9>u(t;,  w) 

-^uCfn»,) 

41  a« 

«'"(f.«) 

iPa(v,to) 

*m(''i.«'i) 

<Ji]w 

labei  berechnen  sich  die  Argomente  Uj,  tij  und  die  Modalen  Oji,  Oji,  Oi,: 

1.  ans  den  Göpelschen  Argumenten  u,  u  und  den  von  ihm  eingefflhrten 
3r6ßen  r,  Ä",  i,  r',  Z^',  I»'  mit  Hilfe  der  Gleichungen: 

14  -  2(rKu  +  r'K'u'),      «,  =  2(ri«  +  r'i'tt'), 

:416)         0,1  -  i(rK'  +  r'K'^,         o,,  -  i{rKL  +  r'JTiO, 

a„  -  4(ri»  +  r'i'«); 
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2.  aus  den  Bosenhainschen.  Argumenten  t;,  w  and  den  von  ihm  ein- 
geführten  Größen  p^  q^  A  mit  Hilfe  der  Gleichungen: 

^       ^  Oji  =  logi?,       Äi,  «24,       a„  =-  logg; 

3.  aus  den  Weierstraßschen  Argumenten  v^^  v^  und  den  Yon  ihm 
eingeführten  Größen  r^^,  r^g,  r^^  mit  Hilfe  der  Gleichungen: 

(418)  11»«^!' 

Eine  übersichtliche  Gruppierung  der  zwischen  den  16  Thetafunk- 
tionen  bestehenden  Relationen  wurde  zuerst  von  Borchardt^)  versuchtf 
konnte  aber  erst  mit  Erfolg  durchgeführt  werden,  nachdem  Herr  Weber*) 
durch  Ausbildung  einer  Charakteristikentheorie  die  Möglichkeit  geschaffen 
hatte,  die  vorhandenen  Thetarelationen  in  allgemeinen  Typen  zusammen- 
zufassen. Formelsammlungen  u.  a.  bei  Thomae'),  Cayley*),  Forsyth*), 
und  Krause^).  Die  Ableitung  aller  Beziehungen  zwischen  den  16  Theta- 
funktionen  aus  der  einen  Grundformel  (403)  wurde  von  mir^  angegeben. 
Endlich  ist  der  eigentümliche  Zusammenhang  der  Thetarelationen  des 
Falles  p  =^  2  mit  den  zwischen  den  Koef&zienten  einer  orthogonalen  Sub- 
stitution bestehenden  Gleichungen  zu  erwähnen,  auf  den  zuerst  Herr 
Weber ^)  und  später  Caspary^)  aufmerksam  gemacht  haben. 

Setzt  man  nämlich  hinsichtlich  zweier  Charakteristiken  [e]  und 
[rf\  zur  Abkürzung: 


1)  Borchardt,  Über  die  Darstellung  der  Kummerschen  Fläche  rierter 
Ordnung  mit  sechzehn  Knotenpunkten  durch  die  Göpelache  biquadratisclie  Be- 
lation  zwischen  vier  Thetafunctionen  mit  zwei  Variabein.  J.  fär  Math.  Bd.  81 
1877,  pag.  284. 

2)  Weber,  Über  die  Kummersche  Fläche  vierter  Ordnung  mit  sechzeb 
Knotenpunkten  und  ihre  Beziehung  zu  den  Thetafunctionen  von  zwei  Veränder- 
lichen. J.  für  Math.  Bd.  84.  1878,  pag.  382  und:  Anwendung  der  ThetafoK- 
tionen  zweier  Veränderlichen  auf  die  Theorie  der  Bewegung  eines  festa 
Körpers  in  einer  Flüssigkeit.     Math.  Ann.  Bd.  14.    1879,  pag.  173. 

8)  Thomae,  Sammlung  von  Formeln  etc.     Halle  1876. 

4)  Cayley,  A  memoir  on  the  single  and  double  Theta-functions.  PhiL 
Trans.  Bd.  171.    1880,  pag.  897. 

5)  Forsyth,  Memoir  on  the  Theta-functions,  particulary  those  of  twQ 
variables.     Phil.  Trans.  Bd.  173.    1882,  pag.  783. 

6)  Krause,  Die  Transformation  etc.    Lpz.  1886. 

7)  Krazer,  Theorie  der  zweif.  unendl.  Thetar.  etc.    Lpz.  1882. 

8)  Weber,  Anwendung  der  Thetaf  etc.  Math.  Ann.  Bd.  14.  1879, 
pag.  178;  auch:  Borchardt,  Sur  le  choix  des  modules  dans  les  int-egial« 
hyperelliptiques.     C.  R.  Bd.  88.    1879,  pag.  884. 

9)  Caspary,  Zur  Theorie  der  Thetafunctionen  mit  zwei  Aigumentei- 
J.  für  Math.  Bd.  94.  1883,  pag.  74;  auch:  Sur  les  syst^mes  orthogonanx  fonKS 
par  les  fonctions  th^ta.     C.  R.  Bd.  104.    1887,  pag.  490. 
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s 


T  ^  ^  V  'A ""  *A  '^       

(419)  e    "='  =VkÜ, 


9 


2  yl^  ""t-^^vm 

i  und  setzt  ferner^  indem  man  unter  [x]  eine  beliebige  Charakteristik 
i  Tersteht  und  mit  k  eine  der  Zahlen  1,  2,  3^  mit  q  eine  der  Zahlen 
I    4y  5^  6  bezeichnet: 

y\a,,,m,a,,^\  ■  (-  l)^)«".««.«^)'  (-  »)W  KV  *[«,]«  *[x"J  W 
^(420)  =«.C«I«I, 


imd  weiter,  wenn  (i  eine  zweite  der  Zahlen  1,  2,  3  ist: 

Kloj^aj^Oj,  o»iOj,Gj,| .  (-  l)('»-i>)<V  (-»)M(»i«'/.V 
^421)  *K  <»;.  %]  W  »['"o^  «^  0,^]  W  =  ®i^jC«  1 4, 

(_ ,•)(«)«..'».<».)■  »[to^  oj,  oj,]  W  *Lx  »1  c»  «'.]H  =  ®issC«  I  «i 
so  bestehen  zwischen  den  16  Größen: 

(422)   'ti-®!    ^"I*J'    <«=®»mC«I4    Cm=®»»5C«I»5,    <i4=®»»«{«l4 

c«=®j   i[M|4   Ca=0ij4«l»l>   c«=®i»5C«l4    c«=®im4«I4 
«nf  Orund  der  Gleichungen  (407),  (410)  die  Relationen: 

<'!<  +  <ji  +  <^j  +  f^i  =  c, 
<423)  ^. +  «?,  +  «?. +  <?.  =  «,  ^       (,,=M.M..<. 

*'«  <'>1  +  '^il  ^Ji  +  ''«S  ''i»  +  *^U^JA  °"  ^> 

"WO  c  in  allen  acht  FäUen  den  immlichen  Wert  besitzt,  und  es  bilden 
infolgedessen  die  nenn  Quotienten: 

g,M(0|«')       gm(0|p)       B„,[0\v) 

®...(o|t.)'    e,„co|t»)'    e,„(o|«>' 

v^ai^  »..«(oio)     »...Co|«)     »».(oj") 

^*^''  «...(Ol«»)'    »...(o|*)'    »...(oif)' 

«..«coio)    «.„(Ol«:»    «„«(Ol«) 

8,„(oit,r    ö,„(o|t.)'    e,„(o» 
I  Koeffizienten  einer  orthogonalen  Sabstitation. 
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Faßt  man  endlich  vier  linearoDabhängige  Thetaquadrat».^  als  homo- 
gene Piinktkoordinaten  des  Raumes  auf  und  betrachtet  sodann  ihre 
beiden  Argumente  tij,  a^  als  be weghebe  Parameter,  so  wird  dadurch 
eine  Fläche  definiert,  deren  Gleichung  die  oben  enmhtite  zwisehtt 
den  vier  Theiaquadrateu  bestehende  Gleichung  vierteu  Grades  iit 
Diese  Fläche  ist  mit  jener  Fläche  vierter  Ordnung  identisch,  wdd» 
Kuraraer^)  als  Brenntiäche  einer  Strahlenkongnienz  zweiter  Ordnang 
uiul  zweiter  Klasse  eingeführt  hat  und  welche  deshalb  unter  dem 
Namen  der  Kummerschen  Fläche  bekannt  ist*). 


§  13. 

Das  Additionetheorem  der  allgemeinen  Thetafttnktlo&iai 

ftr  p  ^  3. 

Nachdem  die  Fälle  p  =  1  und  jt  =  2  in  den  beiden  vorher» 
gehenden  Paragraphen  gesondert  behandelt  worden  sind*  soll  fBr  dis 
folgende  p^S  vorausgesetzt  werden. 

Unter  dieser  Voraussetzung  bezeichne  man  die  2p  +  2  Th.  Chir. 
eines  F.  S.  mit 

(425)    [^l  K],  ...,  [«,],    \ß,l  [ß,l  ...,  [/J,_,],    [yj,  [y,l  .■■,  [y,.,] 
und  bilde  aus  den  Charakteristiken  [ß]  und  [y\  die  Per.  Char, 

(426)    ii,)  =  iß,rdr   (^)  =  (Ay,),  ••■,  (V>)  =  0»P-»y,-.)- 

1)  Kummer,  Über  die  Fläohea  vierten  Grades  mit    sechsehn  tingfolfc« 
Punkten.    BerL  Ben  1864,  pag,  246;  Über  die  Strahlensjsteme,  deren  Bi 
Fläcbeti  Ticrten  Grades  mit  secbzelux  ein^lären  Punkten  sind.     Bert  Btt, 
pag.  495  und :  Über  die  algebraischen  Strahlen  Systeme,  insbeaondere  die  te 
und  Äweiten  Ordnang.     BerL  Abb,   1866,  pag.  1, 

2)  Nachdem  schon  froher  Herr  Klein  (Über  gewisse  in  der 
metrie  auftretende  D i tFerenti al gl e ich un gen.  Math.  Ann.  Bd.  6.  18TS,  pag^ 
auf  die  Möglichkeit  einer  Verknüpfung  der  Kummerecliea  Fläche  mit  ^ 
hyperelliptischen  Integralen  erster  Ordnung  hingewiesen  hatte,  haben  gi«<i- 
zeitig  Caylej  (On  the  double  Ö-functions  in  connexion  witli  a  I6*nö^ 
quartic  surface.  J.  für  Math.  Bd.  83.  1877,  pag.  210)  und  BorchÄrdt  (fte 
die  Darstellung  der  Kummer'schen  Fläche  etc.  J.  für  Math.  Bd,  »^.  l^^- 
pag.  234)  und  etwas  später  Herr  Weber  (C'ber  die  Kummerscho  Flieh« 
J-  für  Math.  Bd.  84.  1878,  pag.  332)  die  Darstellung  der  Kuramerscheo 
durch  die  Thetafunktionen  zweier  Veränderlichen  angegeben.  Eine  einj 
Behandlung  auf  dieser  Grundlage  hat  die  Kummersche  Fläche  <=od«nii 
Herrn  Heicbardt  (über  die  Darstellung  der  Kummerschen 
hyperelliptiscbe  Functionen.  Nova  Acta  Leop.  Bd,  60.  1887,  p*g 
Wegen  weiterer  Literaturangaben  sei  auf  Brill  und  Nilther  (Din  Kutwid 
der  Theorie  etc.  Jahresber,  d.  D.  Math.-Ver,  Bd,  3.  1894,  i.aj:  i:T>)  anif 
(34)  verwiesen,  wozu  noch  Schleiermacher  (Über  ThetÄtV  ^^ 
Variabeln  und  die  zugehörige  Kummer 'sehe  Fllicbe  ^lutli  :■** 
pag.  183)  kommt. 
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fte  p  —  3  Per.  Char.  sind  dann  auf  Grund  des  XXVI,  Satzes  linear- 
bhängig  und  können  daher  einer  Grnppe  L  Ton  2*""*  Per.  Char, 
Q%)y  "f  (^r-i)»   r^2'''^^j  als  Basischarakterifltiken  dienen.     Man 
jetzt  auf  die  Gleichung  (XLI)   znriSck,   setze   darin   m=p  — 3 
lasse  an   Stelle   der  Gruppe  A   die   soeben   definierte  Gruppe  L 
Da,  wie  sich  mit  Hilfe   des  XXV,  Satzes  leicht  zeigen  läßt, 
tiese  Gruppe  eine  syzjgetische  ist   und  weiter  auch  für  irgend  zwei 
Jer  acht  Charakteristiken  [«]  die  Gleichungen: 

K427)    lir^a,,  Aj[  =  +  1,    \u^a^,  X^\^  +  l,   •    -,   |a^cf,,  1^.,|  =  + 1 

stehen,  so  ist  die  zu  ,1  adjungierte  Gruppe  B  jene  Gruppe  L'  Ton 
'  ■»■ '  Per.  Char.  (l^'\  (l{\  *  * ,  (i;.  J,  5  -  2^ + ^  welche  die  p  +  3  Per.  Char. 

[^p-i]  =  [^l^]f      f^p-ll  =  ['^l^l.     -f     [V^»l  =  K«^7l 

Basischarakteristiken   hat.     Setzt  man  dann  zugleich ,    indem  mau 
|w|  eine  willkürliche  Charakteristik,  unter  [k]  die  Charakteristik: 

l^)  [*]- Ml  ^,  ••/',-»] 

rersteht^  bei  der  [n]  die  Summe  der  ungeraden  Charakteristiken  des 
7,  S.  (425)  bezeichnet: 

(430)  w  =  [««,],   m»w, 

erhält  man  aus  der  Gleichung  (XLI),  wenn  man  noch  den  rechts 
^auftretenden  Faktor  |/i%to«^J  auf  die  linke  Seite  schafft,  hierauf  linke 
id  rechte  Seite  der  Gleichung  miteinander  vertauscht,  und  endlich, 
ras    nach    dem    pag.  310    Bemerkten    erlaubt   ist,    x  statt  ^  und  ^ 
htmti  X  schreibt,  die  Gleichung: 


•— i 


'(431) 


5'|®'';,7CI 


r  — 1 


In  dieser  Gleichung  lasse  man  jetzt  an  Stelle  von  ^  der  Reihe 
kch  die  Werte  0,  1^  *   *,  1  treten  und  addiere  die  acht  so  entstehen- 
len  Gleichungen  zueinander;  man  erhält  dann,  wenn  man  noch 


^432) 


Icj«.,  VHI<»^o)  Cl-Ks' VI 


etzt  und  die  Summation  passend  anordnet^  zunächst; 


MM> 


-•2'i'i'. 


ju    ^  I 


■'i«*'«V' 


[um  Werl'  der  «uf  der  linken  Seite  vorkommenden  Summe: 
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7 

(434)  «-2l«oVVI 

zu  bestimmen,  berücksichtige  man,  daß  man  jede  der  s  Per.  Glur. 
(V)  und  zwar  jede  nur  einmal  erhält,  wenn  man  in  den  vier  Formen: 

(435)  (g,    (l^cc^^aj,    (i^«^^«,^«,.«,^),    (i^a,,a^.«,.ar.«n«0 

die  Zahl  q  der  Reihe  nach  die  Werte  0,  1,  •••,  r  —  1  annehmen  Bft 
und  in  den  so  entstandenen  Formen  dann  noch  an  Stelle  Ton  y^ti, 
v^v^v^v^y  v^v^v^v^v^v^  alle  Kombinationen  ohne  Wiederholung  ist 
Elemente  0,  1,  •••,  7  zur  zweiten,  vierten,  sechsten  Klasse  setzt 

Ist  aber  \l^)  =  {IX  so  erhält  man,  da  |  a^a^^  L  |  =»  +  1  Air  jed« 
Wert  von  ^  ist: 

(436)  a  =  8; 

ist  femer  (l^)  =  (i«ayj«y,),  so  erhält  man,  da  {a^a^j^j  ^v^^r^  sechsmal 
den  Wert  +  1,  zweimal  den  Wert  —  1  annimmt^  wenn  fi  die  Werte 
0,  1,  .   .,  7  durchläuft: 

(437)  a  =  4; 

ist  weiter  (IJ)  «  (^^«^,«^,«^^,«0,  so  erhält  man,  da  («o«^,  «n**r.«r.<' 
viermal  den  Wert  +  1,  viermal  den  Wert  —  1  annimmt,  wenn  p.  die 
Werte  0,  1,  •  • .,  7  durchläuft: 

(438)  a  =  0; 

ist  endlich  (O  =  (^^  ^n"»'t^»'i"n^»'iO'  ^^  erhält  man,  di 
{cc^a^y  <^n  "v,  "v,  ^n '*»'.  "v.)  zweimal  den  Wert  +  1,  sechsmal  den  Wert 
—  1  annimmt,  wenn  fi  die  Werte  0,  1,  •••,  7  durchläuft: 

(439)  a 4. 

Zerlegt  man  daher  entsprechend  den  vier  in  Bezug  auf  die  Per.  Chi- 
(V)  unterschiedenen  Fällen  (435)  die  linke  Seite  von  (433)  in  Tier 
Teile  und  führt  in  jedem  dieser  Teile  an  Stelle  der  eingeklammert«! 
Summe  den  dafür  unter  (436)  bis  (439)  gefundenen  Wert  ein,  so 
erhält  man  die  Gleichung: 

r  — 1 

r— 1 


(440) 


..••*.p=0  "  • 
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wobei  die  in  der  zweiten  und  dritten  Zeile  vorkommenden  Summa- 
tionen  ^,    ^  in  der  Weise  auszuführen  siud,  daß   an  Stelle  von 

'•'i^fi  *'i*'i^8*'4^6^6  *^®  Kombinationen  ohne  Wiederholung  der  Ele- 
mente 1,  2,  >-,  7  zur  zweiten  bez.  sechsten  Klasse  treten. 

Die  Gleichung  (440)  ist  ebenso  wie  die  Gleichung  (XLI),  aus  der 
816  abgeleitet  wurde,  richtig,  sobald  man  unter  den  Xy  y  die  Aus- 
drücke (XXXVni)  versteht,  in  denen  die  v  imabhängige  Veränderliche 
"bezeichnen,  von  denen  die  u  gemäß  den  Gleichungen  (XXXVII)  ab< 
liangen.  Setzt  man  jetzt  voraus,  daß  u^^^ »  0  ist  fQr  ft  =  1, 2,  •  •  •,|>,  so  ver- 
schwinden alle  Größen  y^^y  für  welche  die  Th.  Char.  [17]  ungerade  ist, 
tmd  man  erhalt,  da  nach  dem  XXIX.  Satze  alle  Charakteristiken  von 
der  Form  [äZ  ]  gerade,  alle  Charakteristiken  von  den  Formen  [itL  a^^  a^J 
und  [^iotty^ay, •••«,,]  Uligerade  sind,  aus  (440),  wenn  man  no<äi  linke 
and  rechte  Seite  durch  8  teilt,  die  gewünschte  Endgleichung: 

r— 1  7    r— 1 

(441)  2^  |a>ao,  \\y[kiA  =  ^  ^Ik  "»S^e'  ^[««mW 

YTiTTT.  Sats:   Es  seien 
(IL)       [«ol,  M,  . . .,  K],    DJJ,  . . .,  [/J,.,],    [yj,  . . .,  [y,.,] 

die  2p  +  2  Th.  Char.  eines  F.  S.,  [n]  die  Summ^  der  ungeraden  unter 
ihnen  und 

es  seien  femer  (Z^),  (ZJ,  •  •  •,  (Ir^i)  die  r  —  2*^""*  Per,  Char,  jener  Gruppe, 
wdche  sieh  auf  den  p  —  3  BasischarakteristiJcen  (A^i),  •  •,  (ßp^zYp^i) 
aufbaut;  es  sei  endlich  [co]  eine  beliebige  Th,  Char.  Bezeichnet  man 
dann  mit  rc^,^,  y^^^  die  Ausdrücke: 

p 
(LI) 

so  sind  diese  Größen  miteinander  verknüpß  durch  die  Gleichungen: 

r—l  7     r— 1 

(LII)        2'l"'«o,  Vy[»y=-J2'2'l*'«'«»^J*f»»«y• 
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Der  Fall  j>  =»  3  verdient  als  Grenzfall  besondere  Beachtang.  h 
diesem  Falle  besteht  das  Fundamentalsystem  (IL)  nur  ans  den  tdit 
Charakteristiken  [a^],  [aj,  •  •  •,  [o,],  die  Charakteristiken  [ß]  nnd  \j] 
fallen  weg;  die  Charakteristik  [Ä;]  wird  zur  Summe  [n]  der  ungerada 
unter  den  acht  Charakteristiken  [a]  und  die  Gh-uppe  der  Per.  Char. 
(T)  reduziert  sich  auf  die  Charakteristik  (0).  Die  Formel  (UI) 
nimmt  infolgedessen  die  einfache  Form  an: 

7 

(442)  yf^3  =  2'  I  **>  ® ^M I  ^[««J  • 

Sollen  mit  Hilfe  der  Formel  (LU)  Additionstheoreme  der  Theta- 
quotienten  hergestellt  werden  ^  so  setze  man  in  (LI)  (ii;)s»(— r)> 
wodurch: 

p 

^t.3  ==  (-  ir^' 

p 


(443) 


wird.  Vermehrt  man  sodann  die  Per.  Char.  ((>)  der  Reihe  nach  um 
die  r  =  2P-^  Per.  Char.  (g,  (ij,  ...,  {l^_^),  so  entstehen  aus  (LH) 
r  Gleichungen,  deren  linke  Seite  lineare  Funktionen  der  nämlichen 
rThetaprodukte^[fc?^^+()  +  <y]((w  +  4^[^'i^+^]Cw-r])(ft=0,l,...,r-l) 
sind,  und  welche  nach  jedem  einzelnen  dieser  Produkte  au%el5st 
werden  können.  Durch  Division  zweier  solcher  Gleichungen,  tob 
denen  die  eine  die  Funktion  '9"[f]((w  +  v)),  die  andere  die  Funktion 
^[^]((^  +  ^))  enthält,  während  daneben  in  beiden  Gleichungen  die 
nämliche   Funktion   '9"[5]((w —^  v])   auftritt,   erhält   man  ein  Additions- 

theorem  für  den  Thetaquotienten  q:}  \\  \' 

Nachdem  die  auf  den  Fall  jf;  =  3  bezügliche  Formel  (442)  schon 
vorher  von  Herrn  Weber  ^)  mitgeteilt  worden  war,  wurde  die  allgemeine 
Formel  (LEE)    ziemlich   gleichzeitig   von  den  Herren  Stahl  *),    Nöther*)' 


1)  Weber,  Theorie  der  Abel'schen  Functionen  vom  Geschlecht  S.  Berlin 
1876,  pag.  85. 

2)  Stahl,  Das  Additionstheorem  etc.   J.  für  Math.  Bd.  88.    1880,  pag.  11? 

3)  Nöther,  Zur  Theorie  der  Thetafunctionen  von  beliebig  vielen  Aign* 
menten.  Math.  Ann.  Bd.  16.  1880,  pag.  270;  dazu  auch:  Über  die  allgemeineD 
Thetafunctionen.    Erlangen  Ber.  Heft  12.   1880,  pag.  1. 


^ 


Weitere  Folgerasgen  aus  der  Riemannschen  Thetaformel.  351 

Frobenius^)  angegeben;  die  obige  Ableitung  ist  von  Herrn  Ptym*) 
^Iftröffentlicbt  worden. 


§14. 

\  Weitere  Folgerungen  ans  der  Biemannsohen  Thetaformel. 

Sind  infolge  der  Annahme  (w^*))  =  (0)  von  den  in  (XXXVUI)  de- 
finierten Qrößen  y^^j  jene  n  ==  2**"^  (2^— 1)  Null,  für  welche  die 
Charakteristik  [17]  j  angerade  ist,  so  ergeben  sich  aus  (XXXIX) 
zwischen  den  2*^  Größen 

p 

(444)  x,.,^i^ir^' 

n  Gleichungen,  welche,  wenn  man  die  ungeraden  Charakteristiken  in 
irgend  welcher  Reihenfolge  mit  [mJ,  •••,  [uj  bezeichnet,  die  Form: 

(445)  ^  \^t)  ^\  ^[.]  ==  0  (*=i,i,--,»«) 

(•] 
haben. 

Die  Gleichung  (445)  bleibt  richtig,  wenn  man  auf  ihrer  linken 
Seite  in  dem  hinter  dem  Summenzeichen  stehenden  Ausdrucke  die 
Charakteristik  [«]  allenthalben  um  eine  beliebige  Charakteristik  [(o] 
vermehrt,  da  hierdurch  nur  eine  Umstellung  der  Glieder  der  Summe 
yerursacht  wird.  Entfernt  man  aber  dann  den  allen  Gliedern  gemein- 
samen Faktor  |  u^,  co  |   durch  Division,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

(446)  ^l^ty  «I  ^[«.]  =  0;  (*=i.«.    •,«) 

[•] 

in  der  also  für  0  eine  beliebige  Charakteristik  gesetzt  werden  darf. 
Bezeichnet  man  nun  weiter  die  m  ==  2**"^  (2^  -f  1)  geraden 
Charakteristiken  in  irgend  welcher  Reihenfolge  mit  [gr^],  •  •  •,  [y^]  und 
trennt  die  linke  Seite  von  (446)  in  zwei  Teile: 

m^  n 

ist  nach  (446): 

Hiionstheorem  etc   J.  fOr  Math.  Bd.  89.    1880, 
a'sohe  Thetaf.  etc.    Lpz.  188S, 
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Multipliziert  man  jetzt  linke  und  rechte  Seite  der  0*^  Oleich 

(448)  mit  I  u^,  u^  \  und  summiert  nach  6  von  1  bis  n^  so  erhalt  i 
zunächst: 

II  n 

(449)  21«-  «*l  ^[-ai  +2'!«»'  «*l  ^M  -  0 


a»l 


imd  es  ist  dahei  wegen  (447) 
(450) 


n  m     /      n  \ 

a=l  /*  =  !    \a=l  /  '^ 

ft  n     /      n  \ 


Da  nun  weiter 
(451) 


I«o,«.?mI  ""  l**»l  •\»t9^\-\»o»tff^\  =  \»t,9^\  •  l«a«.?Ml' 


und  ferner  nach  dem  VII.  Satz: 


(462)      «=» 

f2»i'-»-2P-i(2'-^-l)  =  2'-S  wennvj 
_2P-i(2P— 1),  wenny» 

so  ist: 


0  =  1  ^ 


(453) 

Vi  |_  |-l"r;«J2P-»,   wenn   v^r, 

^J«a,  «.Wvl-(     2P-»(2''-l),   wenn   v  =  r; 

es  nehmen  daher  die  beiden  Gleichungen  (450)  die  Form: 

n 
m 

(454)  =2P->2'l«,.i'.ki».,l  =  2'-^G,„,„ 

n 

o  =  l 
n 


y  =  l 
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and  man  erhält^  wenn  man  diese  Ausdrücke  in  (449)  einfahrt 
linke  und  rechte  Seite  der  entstehenden  Gleichung  durch  2^"^ 

)  ^[«*<i ""  ^[«ti ""  ""  ^^[fou^r 

h  Verbindung  dieser  Gleichung  mit  der  Gleichung  (448)  aber 
Igt  man  endlich,  wenn  man  gleichzeitig  G^^  ^  und  U^^  ^  durch 
Ausdrücke  aus  (447)  ersetzt,  zu  den  Gleichungen: 


/4  =  1 


n 
»•=1 

Die  Gleichungen  (456)  sind  die  Auflösungen  des  ursprünglichen 
hungensystems  (446)  nach  den  Größen  x^^^  ^  als  Unbekannten, 
zeigen,  daß  durch  diese  Gleichungen  keinerlei  Beziehungen 
hen   den  m  Größen  x^^^  j  (|[i  =  1,  2,  •••,  m)  geschaffen  werden, 

Größen  vielmehr  in  ihnen  die  Rolle  unabhängiger  Veränderlichen 
lehmen  können.  Anders  verhält  es  sich  mit  den  Größen  Xr^,^.. 
3hen  ihnen  bestehen  die  Gleichungen  (457),  die  natürlich  nicht 
bängig  v,oneinander  sind,  sondern  auf  weniger  voneinander  un- 
igige  Gleichungen  reduziert  werden  können.  Aus  diesen  Glei- 
ten soll  jetzt  eine  Formel  abgeleitet  werden,  welche  als  die 
amentalformel  für  die  Theorie  der  Thetarelationen  anzusehen  ist, 
am   als  sie  die  sämtlichen   derartigen   Gleichungen  als  spezielle 

umfaßt. 

Dabei  wird  |>  >  1  vorausgesetzt.  Der  Fall  p  ^  1  erledigt  sich 
der  Bemerkung,  daß  hier  die  Anzahl  n  der  Gleichungen  (446), 
I  und  (457)  je  1  beträgt,  die  Gleichung  (456)  mit  der  Gleichung 
)  zusammenfällt  und,  wenn  man  sich  der  im  §  11  eingeführten 
ehnung  bedient,   die  Relation  (340)  liefert,  die  Gleichung  (457) 

sich  auf  die  identische   Gleichung  a:^^^,  =  ^(«»ii   reduziert.     Ist 

p>  1,  so    bezeichne  man  die  2p  -{-  2  Th.  Char.  eines  F.  S.  mit 

>   Mf  W,  •  •  •,  K],   [ft],  •  •  •;  [ßp-il   [yil  •  •  ->  bp-j] 

bilde  aus  den  Charakteristiken  [ß]  und  [y]  die  Per.  Char. 

(  p  —  2  Per.  Char.  sind  dann  auf  Grund  des  XXVI.  Satzes  linear- 
bängig  und  können  daher  einer  Gruppe  L  you  2??~*  ^«cCt^ax. 

9k  ft,  Tb9iMfiinHlaamL  ^S^ 
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Qo)i  (h)}  '">  (K'-i)}  f^^^"^,  als  Basischarakteristiken  dienen.  Be- 
zeichnet man  dann  weiter  mit  [n]  die  Summe  der  ungeraden  unter 
den  2|)  +  2  Th.  Char.  (458)  und  mit  [Je]  die  Th.  Char. 

(460)  ra=-[nAft  •••/»,.,], 

so  sind  nach  dem  XXIX.  Satz  die  Th.  Char.  von  den  Foimei 
[kcc^l^]  und  [A^a^^ «y,  •  •  •  «y, y  ungerade,  die  Th.  Char.  ron  der  Fon 
[k  a^^  a^^  a^^  L]  gerade.  Nach  diesen  Vorbereitungen  gehe  man  auf  die 
Gleichungen  (457)  zurück,  setze  darin  an  Stelle  der  ungeiadeo 
Th.  Char.  [uj  die  Charakteristik  [ka^l^'],  multipliziere  linke  und 
rechte  Seite  der  entstehenden  Gleichung  mit  {kcc^,  l^\  und  summiere 
nach  ö  von  0  bis  r  —  1.     Man  erhält  dann: 

r  — 1 

(461)  <'=o 

Die  hier  auf  der  rechten  Seite  auftretende  Summe 

r— 1  p~l 

(462)  2'l^*«o«w^al=-J7(l  +  l*«o«'''*J) 

besitzt  nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  und  zwar  den 
Wert  2''"^,  wenn  die  Charakteristik  (kuQU^)  den  p  — 2  Gleichungen 

(463)  \x,k,\=^+l,     |a:,A,|  =  +  l,   •••,    k,  V2H  +  I 

genügt.  Diese  |)  —  2  Gleichungen  haben  aber  als  Lösungen  die  2^** 
Charakteristiken  der  zur  Gruppe  L  adjungierten  Gruppe  L\  welche 
erhalten  werden,  wenn  man  in  den  drei  Formen 

(464)  (y,  («,.«,.y,  («„•••«,.y 

die  Zahl  q  der  Reihe  nach  die  Werte  0,  1,  •  •  •,  r  —  1  annehmen  läßt 
und  jedesmal  an  Stelle  von  v^v^j  v^v^v^v^  alle  Kombinationen  ohne 
Wiederholung  zur  zweiten  bez.  vierten  Klasse  der  Elemente  1,2,-  -,5 
setzt.  Beachtet  man  aber,  daß  die  Charakteristik  (ka^u^)  niemals 
mit  einer  Charakteristik  (a^cc^Jg)  übereinstimmen  kann,  da  in  diesem 
Falle  [t/J  von  der  Form  [kcc^a^^a^J^]  also  gerade  wäre,  und  daJ 
weiter  eine  Charakteristik  [«f  J  =  [k  cc^a^^'-  a^^  l^]  immer  auch  in  die 
.Form  [kcc^J^]  gebracht  werden  kann,  wenn  man  unter  v^  die  von 
den  Zahlen  Vj,  Vj,  Vg,  v^  verschiedene  Zahl  aus  der  Reihe  1,2,  •••,5. 
unter  (2^)  die  ebenfalls  zur  Gruppe  L  gehörige  Charakteristik 
(Aj  Aj  •  •  Ap.ji^)  versteht,  so  erkennt  man,  daß  jene  ungend» 
Charakteristiken  [w^],  fiit  \ve\c\i^  die  Summe  (462)  nicht  verschwiBde^ 


Endfonn^  —  SpeziaUaierungen. 
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tUcL  tmd  jede  nur  einmal  erhalten  werden,  wenn  man  in  [A'OuL] 

e  Reihe  der  Zahlen  0,  lj-*^b  und  g  die  Reihe  der  Zahlen 
1,  ••',  r— 1    durchlaufen    läßt.      Denkt    man    sich    aber    auf  der 

ien  Seite  von  (461)  von  den  n  den  Werten  r  =»  1,  2,  -•  •,  «  ent- 
gehenden Gliedern  alle  unterdrückt,  bei  welchen  die  eingeklammerte 

me  den  Wert  Null  besitzt,  und  setzt  bei  jedem  der  6  •  2^^"*  übrig 
benden  an   Stelle  der  in  ihm   vorkommenden   Charakteristik  [w^] 

ihr  gleiche  in  der  Form  [ka^J]  enthaltene,  an  Stelle  der  ein- 
Jammerten  Summe  den  ihr  bei  jedem  dieser  GUeder  zukommenden 
rrt  2^~^,    so    erhält   man   schließUeh,    wenn   man    noch  linke  und 

te  Seite  der  neu  entstandenen  Gleichung  durch  2^~^  dividiert 
auf  der  linken  Seite  nach  Einschiebung  des  Faktors  Ika^,  Jc€c^\ 

'  1  den  Buchstaben  6  durch  den  Buchstaben  q  ersetzt,  die  ge- 
isehte  Formel  in  der  Gestalt: 


5      r— 1 


6)    ^^\ka^,ha^l^\x^^^^.y 
XUV,  Sata:   Es  seien 

22>  +  2  Th.  Char.  tnnes  F,  Ä.,  [n]  die  Summe  <hr  unffemdeft  tmt^ 
n  und 

m  ferficr  (l^)^  (l^),  •  •  •,  (I^,,)  die  r^2^''  Per.  Cliar,  jener  Gruppe^ 
cfie  sieh  auf  den  p  —  2  B(isiseJtaral'ttTistikm  (/Si^^,),  **,  (ßp-iVp-i) 
haut;  es  sei  endlich   [o>]   eine  beliebige  Th.  Char.     Bemchnvt  man 

mit  jPj^j  den  Ansdruch: 
p 

ind  diese  Grüßen  miteinander  verknüpft  durch  die  Gkiehtngen: 


^^:2\ 


^.=0 


*«o;  ktij^\ 


h<^ka^\\ 


^   C'  '      l»^*^/^'^)' 


Im  Grenzfalle  p  =  2  geht  die  Formel  (LYI)  in  die  Formel  (403) 

Durch   Spezialisierung    der  Argumente    der  Thetafunktionen    in 
Ausdrucke   (LV)    können    aus   {LYi)    speziellere   Formeln    ab- 
itet  werden.     Von    diesen  Spezialisierungen  seien   die   folgendem 
Ümt: 


356      Vn.  14.   Weitere  Folgerungen  aus  der  Riemannschen  Thetaformel. 
1.  Setzt  man  (w)  =  (0),  so  wird: 


(466)  :r^.3  =  (-l/=^ 

2.  Setzt  man  dagegen  {w)  =  (— v),  so  wird: 

p 

(467)  x,.,^{r-\r-' 

3.  Setzt  man  hierin  (r)  =  (w),  so  wird: 

p 

(468)  ^^.^  =  (-1)^=^ 

4.  Setzt  man  dagegen  in  (467)   (i;)  =  (0),  so  wird: 

p 
^(^14  + VA 

(469)  a;^.3  =  (-ir-^ 

^[f  +  (>  +  <y]  W  ^[^  +  ri  W  ^[^  +  <y]C05  ^W 

5.  Setzt  man  hierin  endlich  (m)  =  (0),  so  wird: 

p 

(470)  0:^.3  =  (-1)''=^ 

^[e  +  ^  +  c]([0))  ^[e  +  Q]iO))  d[£  +  (y]iiO;)  ^[^1 

Für  alle  diese  Größen  x^^^  gilt  die  Gleichung  (LVI)  und  liefert 
mannigfachsten  Beziehungen  zwischen  den  allgemeinen  Thetafunktic 
beliebig  vieler  Variablen. 

Der  Inhalt  des  gegenwärtigen  Paragraphen  rührt  von  Prym  ^)  her 
speziellen  Falle  j}  =  2  war  die  Formel  (LVI)  schon  fi-ühervon  mir^)angeg« 
und  gezeigt  worden,  daß  die  sämtlichen  Beziehungen  zwischen  den  16  Th 
funktionen  zweier  Veränderlichen  aus  ihr  abgeleitet  werden  können.  I 
die  Aufstellung  von  Thetarelationen  im  Falle  eines  beliebigen  j?  vergl.  Not  he 


1)  Prym,   Untersuchungen   über   die  Riemann'ache  Thetaf.  etc.    Lei 
1882,  pag.  99  u.  f. 

2)  Krazer,  Theorie  der  zweif.  unendl.  Thetar.  etc.     Leipzig  1882. 

3)  Nöther,  Zur  Theorie  der  Thetafunct.  etc.     Math.  Ann.  Bd.  16.  1 
pag.  270. 
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§  15. 

Thetaftinktionen 
höherer  Ordnung  mit  halben  Charakteristiken. 

Eine  Thetafanktion  n^  Ordnung  mit  der  Charakteristik  F^  ist 

nach  pag.  39  dadurch  charakterisiert,  daB  sie  f&r  beliebige  ganze 
Zahlen  x,  A  der  Gleichung: 

<'.E1((»+K1)) 

(471)  p     p  p  p 

genügt.  Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung  für  ft »  1,  2,  •••,!)  die 
Gh-ößen  ?i^,  x^,  k^  durch  —  w^,  "*  ^^y  ^  ^fi^  ^^  h\^  aus  ihr  die 
weitere: 

(«,,  «.ß]C— (Hl 

P  P  P  P 


Soll  also  die  Thetafunktion  n^'  Ordnung  ^n^jM  eine  gerade  oder 

ungerade  Funktion    ihrer   Argumente   u    sein,    sodaB    für   beliebige 
Werte  der  u 


(473)  ®,[^J((-4  =  (»®-LäJW' 

also  auch 

(474)       e.ß]C-.-C.)))-»«.DOC»+(lll 

ist,  wo  (>  =="  ±  1  ist,  so  erhält  man,  indem  man  die  beiden  Glei- 
chungen (471)  und  (472)  durcheinander  dividiert 

p 

(475)  6^='  =1. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  aber,  da  sie  für  beliebige  ganze  Zahlen 
X,  k  gilt,  indem  man  unter  v  eine  der  Zahlen  1,  2,  •••,jp  versteht 
and  das  eine  Mal  A,  =  1,  die  übrigen  p  —  l  Zahlen  k  und  die  p  Zahlen 
X  gleich  Null  setzt,  das  andere  Mal  Xy=  1,  die  übrigen  p—1  Zahlen 
%  und  die  p  Zahlen  k  gleich  Null  setzt,  daB  die  GroBen  4j^,  bez.  4^, 
gerade^  Zablen,  die  Größen  g^^  A^  also  Laibe  Zahlen  sein  müssen« 
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XLV.  Sats:  SoU  eine  ThetafunkUan  n^  Ordnung  ®,[|]M  «« 
gerade  oder  ungerade  Funktion  ihrer  Argumente  u  sein^  so  muß  dk 
Charakteristik  ßl  aus  halben  ZaJden  als  Elementen  hestehen. 

Man  nehme  jetzt  an,  daB 

(476)  S'/i^i^/u,      hf^^^Bf,  C«=i.t.-,] 
sei,   wo   die  £,  b'   ganze  Zahlen  sind,   und  bezeichne   die  Funktioi 

'®"E]W  °^*  ®n  WjW-    Nach  dem  XV.  Satz  pag.40  laßt  sich  dan 
die  Funktion  ©„[«iW  darstellen  in  der  Form: 

_  fg  +  gg-] 

(477)  «n[^iW  =  2?^-i-J 


^Wi^p 


2n 
2 


i^^llnaf 


WO  die  C  von  den  Argumenten  u  unabhängig  sind.  Indem  man  i 
dieser  Gleichung  u^  durch  —  u^  ersetzt  und  die  Gleichungen  (XLD 
und  (XLI)  pag.  35  anwendet,  erhält  man: 


(478) 


0,1,-  ,w  — 1 


d 


2n 

T 


C^tii^e 


und  hat  daher  auf  Grund  der  Gleichung  (473)  die  Beziehung: 


(479) 


0,1,      ."-1 


0,1,-    ,»—1 


*1.-.*« 


2n 


p«+_2tf-i 
"2n~ 

Y 


((WwLa  « 


Auf  der  linken  und  rechten  Seite  der  Gleichung  (479)  treten  b< 
Ausführung  der  Summation  die  nämlichen  nP  Thetafunktionen  av 
und  es  zieht  diese  Gleichung  infolge  der  Linearunabhangigkeit  diese 
Funktionen  r^  Beziehungen  zwischen  den  Eonstanten  C  nach  siel 
Sind  nämlich  die  p  Zahlen  r^,  •••,  tr^  mit  den  p  Zahlen  tfi,  •••, « 
verknüpft  durch  die  Kongruenzen: 

(480)  B^  +  2(J^  =  -  {b^  +  2tr^)  (mod.  2n)  {u^h%  ^. 
oder 

(481)  (j^  +  tr^  +  e^  =  0    (mod.  n),  Ui-i,«,    .j 


Anzahl  der  linearunabh.  get-aden  und  ting^r.  Funktionen. 
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muß 

[4821 


^^(V  +  ^VA''' 


^=.1 


C,i         t^-90o,.n^ 


sm. 


Die  Formel  (482)  repräsentiert  n^  GleichungeD,  welche  aus  ihr 
ierrorgeben,  indem  maii  jede  der  Zahlen  6^^  die  Reihe  der  Werte 
),  1^  •',  n—  1  durchlaufen  läßt  und  jedesmal  die  zugehörige  Zahl 
aus  der  Kongruenz  (481)  bestimmt.  Diese  f^  m  entstehenden 
fleichtmgen  zerfallen  in  zwei  verschiedene  Klassen. 

Sind  die  beiden  Zahlensysteme  ejj,  '■-,  ö^  und  Tj,  •-,  t^  von- 
einander verschieden,  so  liefert  die  Formel  (482)  eine  Gleichung 
zwischen  den  beiden  zugehörigen  Größen  C,  auf  Grimd  deren 
pich  jede  dieser  beiden  Größen  durch  die  andere  ausdrücken  laßt. 
&md  dagegen  die  beiden  Zahlensysteme  ö^,  •••,  6^  und  Tj,  -••^  t^ 
einander  gleich,  so  tritt  in  der  Gleichung  (482)  links  und  rechts  die 
aaniliche  Größe  C  auf  und  es  folgt  für  dieselbe,  wenn  nicht 


t   ^-^ 


») 


^=1 


=  P 


der  Wert  Null,  währeud  im  Falle  des  Bestehens  dieser  Beziehung 
lie  Gleichung  (482)  identisch  eHtlllt  ist,  also  keine  Bedingung  für 
!ie  betreffende  Große  C  nach  sich  zieht. 

Ist  n  gerade   und  sind  alle  p  Zahlen  fj  =  .».  =  £=  0,  so  sind 
nach  (481 J  jene  ^  Zahlensysteme  tf,,    -,  <J^,  filr  welch© 


t484) 


\nH^ 


0<=ns,    ,p> 


Ist,   wo  x^^    0  oder   l  ist,  den   zugehörigen  Zahlensystemen  tj,  '••,  t 
gleich;  die  ihnen  entsprechenden  2^  Gleichungen  (482)  gehören  also 
tur  zweiten  Klasse  und  von  den  2^  zugehörigen  Größen  C 
lind  alle  gleich  Null,  für  welche  nicht  ^ 


[485) 
st     Ist  nun    i. 


(-  ir=^ 


=  p 


•  •  —  f  '  =  0,    so    ist   diese    Gleichung    im    Falle 

4-  1     für    jedes,     im    Falle    p  =  —  1     für    kein    Zahlensystem 

•  •,  se^    erfallt;    im    ersten    Falle    bleiben    also    die    genannten    2^ 

Jr^ßen  C  willkürlich,    im   zweiten  Falle   ergibt   sich   für   jede   der- 

^Iben  der  Wert  Null.     Sind    dagegen   nicht  alle  p  Zahlen    f/  =^    -  - 

0,   so  ist  die  Gleichung  (485)  nach  dem  pag.  252  Bemerkten 

>wohl  für  p  =  +  1    als  auch  für  p  =  —  1   für  2^'^  Zahlensysteme 

n?'**i^p   erfüllt,   für   die    2'"*    anderen    nicht;   es  bleiben    also  in 
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jedem  Falle  2^"^  der  Torher  genannten  Großen  C  willktrlicli, 
während  sich  die  übrigen  2^~^  auf  Null  reduzieren.  Da  nun  endlidi 
in  allen  Fällen  die  w^  —  2*»  anderen  Gleichungen  (482),  för  weld» 
die  Zahlen  6^,  •••,  ö^  nicht  die  Werte  (484)  haben,  zur  ersten  Elaase 
gehören,  die  ihnen  zugehörigen  n^  —  2^  Größen  C  sich  also  vi 
\(n^  —  2^)  reduzieren,  so  erhält  man  schließlich,  im  Falle  daß  n  ge- 
rade und  £^  =  •  •  •  =  £^  =^  0  ist,  als  Anzahl  N  der  willkürlich  bleibendes 
Konstanten  C„,  ...„  : 

1.  wenn  alle  Zahlen  «/=•••  =  fi^'=  0  sind  und  p  =  +  1  ist: 

(486)  N=^2P  +  i(wP  -  2*»)  =  i(wP  +  2?); 

2.  wenn  alle  Zahlen  «j'  =  •  •  •  =  fi^'  =  0  sind  und  p  «  —  1  ist: 

(487)  N==i{nP-2P)] 

3.  wenn  nicht  alle  Zahlen  fi^'  =  •  •  •  =  fi^'  —  0  sind,  fÖr  p  =  ±  1: 

(488)  N=2P-'^  +  i(nP  -  2p)  =  ^-n'. 

Ist  n  gerade  und  sind  nicht  alle  p  Zahlen  ^^  »  •  •  •  «  f^  »  0,  so  ist 
niemals  ein  Zahlensystem  <^iy  *  *  -y  <fp  dem  zugehörigen  Systeme  t^f-",tf 
gleich,  die  t^  Gleichungen  (482)  gehören  sohin  alle  zur  ersten  Elisse 
und  es  reduzieren  sich  die  n^  Eonstanten  C  gerade  so  wie  im  letzt- 
genannten Falle  auf  ^n^. 

Ist  n  ungerade,  so  ist  (j^  =  r^,  wenn,  im  Falle  daß  «^  =  0  ist, 

(J^  «  r^  =  0,  im  Falle  daß  «^  =  1  ist,  (j^  =  tr^  =  "~y~  ^®*'  ^^^  ^™ 
nP  Gleichungen  (482)  ist  also  stets  nur  eine  einzige  zur  zweiten 
Klasse  gehörig,  und  da  für  die  soeben  angegebenen  zugehörigen 
Werte  der  Zahlen  6,  r,  e 

(489)  £^  +  2r^  =  ne^  cu  =  i,2,    .f) 

ist,  also  die  zugehörige  Gleichung  (483)  die  Form: 

p 

(490)  (-1)^=^        ^Q 

annimmt,  so  ist  die  betreffende  Größe  C  gleich  Null,  wenn  für 
(>  =  +  1  die  Charakteristik  [e]  ungerade,  für  (>  =  —  1  die  Charakte- 
ristik [fj  gerade  ist,  während  jedesmal  im  anderen  Falle  die  Große  C 
willkürlich  bleibt.  Es  beträgt  im  Falle,  daß  n  ungerade  isi^  also  die 
Anzahl  N  der  willkürlich  bleibenden  Konstanten  C„  : 

1.  bei  gerader  Charakteristik  [e]  und  p  =  +  1  und  bei  ungerader 
Charakteristik  [b]  und  p  =  — -  1 : 

(491)  N^nü^  +  i^'^ 
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2.  bei  gerader  Charakteristik  [b]  und  (> » —  1  und  bei  ungerader 
larakteristik  [e]  und  (>  =  +  1  • 

92)  -'^=^^- 

XL  VI.  Sats:   Ist  n  gerade,  so  gibt  es  zur  Charakteristik  [0] 

%^\(nP  +  2^)  linearunahhängige  gerade  und 

n  ^  ^(n^  —  2')  linearunabhängige  ungerade 

ketafunktionen  n^  Ordnung,  während  für  jede  andere  Charakteristik  [i\ 

g  ==  1  ^  linearunahhängige  gerade  und 

u  =  ^  w**  linearundbhängige  ungerade 

Iche  Funktionen  existieren,     Ist  n  ungerade,  so  gibt  es  m  gerader 
larakteristik  [s] 

g  =  4^  (n^  +  1)  linearunabhängige  gerade  und 

u  =  ^  (w''  —  1)  linearunabhängige  ungerade, 

yegen  zu  ungerader  Charakteristik  [b] 

g  =  ^  (mp  —  1)  linearunabhängige  gerade  und 
u  =  ^  (w'^  +  1)  linearunabhängige  ungerade 

hetafunktionen  n**'  Ordnung. 

Eine  gerade  beziehlich  ungerade  Thetafunktion  n**'  Ordnung 
it  der  Charakteristik  [e]^  läßt  sich  also  aus  g  beziehlich  u  linear- 
labhängigen  solchen  Funktionen^  wobei  g  und  u  die  im  XLVI.  Satz 
[gegebenen  Werte  besitzen,  linear  zusammensetzen  mit  Hilfe  von 
oefßzienten,  die  von  den  Variablen  u  unabhängig  sind. 

Eine  beliebige  Thetafunktion  n**'  Ordnung  mit  der  Charakteristik 
],  aber  kann  auf  Grund  der  Gleichung: 

^  +i[®,[*],W-®»W«([-«|] 

die  Summe  einer  geraden  und  einer  ungeraden  solchen  Funktion 
rlegt  und  daher  gleichfalls  aus  den  vorher  genannten  g  +  u  =  n^ 
learunabhängigen  geraden  und  ungeraden  zur  Charakteristik  [e]^  ge- 
>rigen  Thetafunktionen  n**'  Ordnung  zusammengesetzt  werden. 

Für  den  Fall  p  =  1  findet  sich  der  XLVI.  Satz  bei  Königsberger^), 
r    den    Fall    p  =  2    teilweise    schon    bei    Hermite^),    vollständig    bei 


1)  Eönigsberger,  Die  Transformation,  die  Multiplication  und  dieModular- 
eichungen  der  elliptisdien  Functionen.    Lpz.  1868,  pag.  44. 

2)  Hermite,  Sur  la  thäorie  de  la  transf.  etc.    G.  B.  Bd.  40.    1855,  pag.  427; 
bsa  Caylej,   On  the   transformation  etc.     Quuii.  J.  Bd.  21.   188^^ '^^v^.  VVL. 
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Weber*),    fftr    beliebiges   p   wurde   er   zaerst   von    Sohottky*) 
geben. 

Die  Bildung  von  g  bez.  u  linearunabhängigen  geraden  bes.  nngendci 
Thetafunktionen  n^'  Ordnung  mit  gegebener  Charakteristik  [$]  ans  im 
2*P  Funktionen  9[b]{u}  siehe  fOr  i?  =  1  bei  Weber'),  filr  i> -=  2  W 
Hermite*)  und  Krause^). 


§  16. 
Thetarelatlonen. 

Thetarelationen  nennt  man  die  algebraischen^  ftlr  beliebige  Werte 
der  Argumente  u  geltenden  Gleichungen  zwischen  den  2*^  Fonktiona 
^[f]((t4  Beachtet  man  nun,  daß  ein  Produkt  Hh^MH^M"^}-"  ^[*JW 
von  n  Thetafunktionen  mit  Charakteristiken  [«J,  [«,],  ••-,  [«J,  die 
auch  teilweise  oder  alle  einander  gleich  sein  können ,  eine  llieti- 
Funktion  n^'  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [fi  £3  -  *  *  f.]  ist,  daß  aber 
lineare  Relationen,  wie  aus  dem  Verhalten  der  Funktionen  9.[£](«) 
bei  Änderung  der  Variablen  um  korrespondierende  Oanze  der  Perio- 
dizitätsmodulen  gemäß  der  Gleichungen  (XLIU)  und  (XLI V)  p^.  39  folg^ 
nur  zwischen  Thetafunktionen  gleicher  Ordnung  und  gleicher  Cbank- 
teristik  bestehen  können,  so  wird  man  bezüglich  der  allgemeinei 
Form  der  Thetarelationen  bemerken,  daß  sie  homogen  in  Bezug  aof 
die  Funktionen  '^[flft«!  sind  und  zudem  so  beschaffen,  daß  f&r  jedes 
Glied  der  Relation  die  Charakteristikensumme  die  gleiche  ist. 

Thetarelationen  gehen  aus  den  Formeln  des  §  14  in  der  dort 
angegebenen  Weise  in  großer  Anzahl  hervor.  Handelt  es  sich  darum, 
die  so  gewonnenen  Formeln  in  übersichtlicher  Weise  anzuordnen, » 
wird  man  bemerken,  daß  durch  zwei  Prozesse,  nämlich  der  \et- 
mehrung  der  Argumente  um  korrespondierende  Halbe  der  PeriodizüSs- 
modulen  und  der  linearen  Transformation  aus  jeder  Thetarelation 
neue  abgeleitet  werden  können.  Zur  Ausführung  des  ersten  Pro- 
zesses ersetzt  man  unter  Beachtung,  daß  die  Torliegende  Relation  ft 
alle  Werte  der  Argumente  u  gilt,  das  System  (w)  durch  das  System 
(u -\-  {xjg),  wobei  {x),  ein  System  korrespondierender  Halb^  der 
Periodizitätsmodulen  bezeichnet,  drückt  sodann  mit  Hilfe  der  Formel  (VIIi 


1)  Weber,    Anwendung    der    Thetaf.    etc.      Math   Ann.    Bd.  li.    I81S, 
pag.  173. 

2)  Schottky,  Abr.  e.  Th.  d.  Aberschen  Fimct.  etc.     Lpz.  1880,  pag.  ^ 

3)  Weber,  Elliptische  Functionen  etc.    Braunschweig  1891,  pag.  54. 

4)  Her  mite,    Sur    la   tb^orie   de   la  transf.   etc.     C.  B.    Bd.  40.    ISäi. 
pag.  485. 

5)  Krause,  Die  Transformation  etc.    Lpz.  1886,  pag.  57. 
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Thetafanktionen   mit  den  Argumenten  (h+  l^lt)   <^*^r<^t  solche 
It    den  Argumenten   («)    aus   und   entfernt   endlich    die   dabei    auf- 
retenen  Exponentialfaktoren,   soweit  sie  allen  Gliedern  der  Theta- 
ition  gemeinsam   sind,   durch   Division.     Der  zweite  Prozeß   wird 
der  Weise  ausgeführt,  daß  man  unter  Zugrundelegung  einer  ganz- 
lligen  linearen  Transformation  T  jede  in  der  vorliegenden  Relation 
ftretende   Thetafunktion    mit   Hilfe    der    Formel    (34)    durch    die 
iktion  ^[^IfwX-  auadrückt.     Schreibt    man    dann    in    der   so    ent- 
idenen  Thetafoi-mel,    in    der  jetzt   nur  noch   Thetafunktionen  mit 
Argumenten  u    und  den  Modulen  a    varkomraen  und  die  für  be- 
ibige  Werte  dieser  Argumente  und  Modulen  gilt,  wieder  u  statt  w' 
a  statt  a    und   entfernt   die    bei  Anwendung    der  Formel   (34) 
fgetreteneu   Faktoren»   soweit  sie   allen   Oliedeni   der  Thetarelation 
leinsam    sind,   durch  Division,   so   erhält   man   eine  neue  Theta- 
Slation,  von  der  man  sagt,  daß  sie  aus  der  ursprünglichen  dtirch  die 
leare  Transfoi*mation    T  abgeleitet   sei.     So   kann   man  durch  die 
liden  beschriebenen  Prozesse  aus  jeder  gegebenen  Thetarelation  neue, 
diesem   Sinne    zu  ihr  gehörige   ableiten^    welche   dann   zusammen 
it  ihr  ein  Formelsjstem  bilden;   die  in  der  ersten  Abteilung  dieses 
ipiiels  entwickelte  Charakteristikentheorie  ermöglicht  es,  die  aämt- 
ben  in  einem  solchen  Formelsyatem  vorkommenden  Thetarelationen 
einer  einzigen  allgemeinen  Formel  zusammenzufassen. 
Es  erhebt  sich  nun  die  weitere,   davon  verschiedene  Frage  nach 
gegenseitigen    algebraischen    Abhängigkeit    der    Thetarelationen 
aneinander;    die  Frage  nämlich,    wieviele    und   welche  von   den  ge- 
jnnenen  Thetafonneln  die  wesentlichen  sind,  durch  deren  rationale 
örbindimg  sich   alle  anderen  als   ihre  notwendigen  Folgerungen  er* 
ben.     Während  diese  Frage   in  den   niedrigsten   Fällen  ^}  =  1    und 
2  sich  verhältnismäßig  einfach  erledigt,  hat  ihre  Beantwortung 
größerem  p  erhebliche  Schwierigkeiten,     Soweit  sie  die  zwischen 
tietaquadraten  ^^[f](['i))   bestehenden   Beziehungen   betrifft,   hat 
durch    die   Untersuchungen    des   Herrn    Wirtinger*)    eine   ab- 
ließende Behandlung  erfahren,  über  welche  im  folgenden  berichtet 
ßrden  solL 

Jedes  Thetaquadrat  #*[f](j[M|  ist  eine  gerade  Thetafunktion  zweiter 
fdnung  mit  der  Charakteristik  [0],  und  da  es  nach  dem  XL  VI.  Satze 
learunabhängige  solche  Funktionen  nur  2^  gibt^  sö  hat  man  die 
baden  Sätze: 

XLVn.   Sats:     ZmscJmi    irgend  2**  4- 1    Tl^iatpiadraiefi    bestdd 
lineare  Relation. 


1)  Wirtingflr,    Untenuchui^gittil   fiber    TbeUfunctionen.      Leipzig    1S96, 


S2. 
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XLVin.  Sats:  Durch  2^  Thetaquadrate,  die  Uneßrunabhängig  st 
läßt  sich  jedes  weitere  linear  ausdrücken. 

Damit  ist  man  auf  die  Aufgabe  geführt^  2^  linearunabliaiig 
Thetaquadrate  anzugeben.  Zu  dem  Ende  gehe  man  auf  die  Form 
(L)  und  (LI)  pag.  89  zurück  und  setze  darin: 

(494)  m  =  w  =  s  =  ^=»l, 
wodurch 

(495)  A  =  2 
und 

(496)  C  =  «?i. -«,,.,    C  =  C-2a,,.       C...-..V 
wird;  setze  femer: 

(497)  u^'^^^'^^U^  (;,  =  !,  V 

und,    indem    man   unter   p^,  p^,  6^  (/it  =  1,  2,  •••,!?)   ganze   Zal 
versteht: 

a98^    *'  =  *^'"  <^  =  -*^.'    Ä;:>  =  Äi:>  =  H;, 

(/*=l,8,..,p) 

es  wird  dann: 

(499)   §j>=p,,        ^j'=o,     ä;:>=o,  ä<;>=,„ 

und  die  Formeln  (L)   und   (LI)  liefern  unter  Anwendung  von  (T 

die  Gleichungen: 

p 

(500)  *«[;,]((«L = 2 (- 1)"^'  "  *[* i" l((o))»-  ^[;]f2»K.- 

(501)  2P^[^  +  ^C0]).«^C]C2t4a  =  2'(-l)'^'  '  '^'[v>^« 

Da  nun,  solange  die  Thetamodulen  nicht  besonderen  Bedingun 

unterworfen  werden,  die  2^  Größen  '9'[Q]((0])2a  (fj,  •   •,  5^  =  0,1) 

von   Null    verschieden    sind,    kann   man    für    den    allgemeinen  1 
durch   die   Gleichungen  (501)   die   2^  linearunabhängigen  Funktio 
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l[J]j2u]|,„  («u    ■  1  fp  =  ^X  1)  J"^*«li  <ii^  2^  Thetaquadrate  ^'p-jK^))^, 

Kit  '"9  Vp^^T  1)  linear  ausdrücken  und  schließt  dann  daraus,  daß 
Bch  diese  2^  Funktionen  linearunabhllDglg  sind.  Es  wird  sich  im 
plmten  Kapitel  zeigen,  daß  bei  speziellen  Modulwerten  tatsächlich 
krade  Thetafnnktionen  ftlr  die  Nullwerte  der  Argumente  verschwinden; 

p   solchen   Fällen,   wo   eine   oder  mehrere   der   Größen   -^T MljOJ^^^ 

puli  sind,  hört  die  Gültigkeit  des  vorher  gemachten  Schlusses  auf. 
I  Die  2^  Charakteristiken  der  im  Vorigen  als  linearunabhängig 
■Bch gewiesenen  Thetaquadrate  bilden  ein  Oöpelsches  System  von 
hLChar.*),  Beachtet  man  nun,  daß  man  nach  dem  XXXVII.  Satze 
Itirch  lineare  Transformation  und  Vormebrung  der  Argumente  um 
■Äespondierende  Halbe  der  Periodizitatsmodulen  von  jedetn  Göpel* 
■Mn  Systeme  von  Th,  Char,  zu  jedem  anderen  übergehen  kann,  so 
nennt  man,  daß  die  Kigenschaft  der  Linearunabhängigkeit  irgend 
W  Thetaquadrateu  zukommt,  deren  Charakteristiken  ein  Göpelschea 
nstem  bilden.     Man  hat  also  den 

I  IL,  Sats:  2^  Thetaquadrate,  deren  CharulienstUien  ein  Gö/telsches 
mfskm  bilden,  sind  linear  unabhängig. 

I  Mit  den  Göpelschen  Systemen  sind  die  Systeme  von  2*"  linearunab- 
ttogigen  Tbetaquadratea  durchaus  nicht  erschöpft.  Herr  Frobenius*) 
lat  ohno  Beweis  angegeben,  daß  2^  Thetaquadrate,  deren  Charakteristiken 
Iberhaupt  ein  System  von  Th,  Char,  bilden,  lineaninabhängig  sind.  Im 
lalle  jj  ==  2  kann  tatsächhch  jedes  Thetaquadrat,  wie  in  §  12  angegeben 
mrde^  sowohl  durch  vier  solche,  deren  Charakteristiken  ein  Oöpelsches,  wie 
lach  durch  vier  solche,  deren  Charakteristiken  ein  Rosenhain  seh  es  System 
bden,  linear  dargestellt  werden;  überhaupt  gibt  es  im  Falle  j)  ^  2,  wie 

Ipri    angegeben,    unter    den    (     J  ==  1820  möglichen   Kombinationen   von 

Ker  Thetaquadrateu  nur  240  von  vier  linearabhängigen. 

I  Bezüglich  eines  Systems  von  2^  lineaninabhäDgigen  Theta- 
lltadraten  besteht  nun  weiter  der  folgende 

I  L.  Satz:  Zwischen  2f  Unearunahhängigeu  Thetminadrai^m  bestehen 
weine  qtiadratisehefi.  Jielationeft. 

I  Von  der  Richtigkeit  dieses  Satzes  überzeugt  man  sieh  wie  folgt. 
muB  der  Formel  (L)  pag.  89  folgt,  wenn  man  ebenso  wie  oben: 

m  1)  Andere  spezielle  GOpebche  Systeme  von  2^  linearunabhängigen  Theta- 
Riadraten  gibt  Herr  Wirtinger  (über  eine  Verallgemeinerung  der  Theorie  daf 
KinQiner'ttcfaen  Fläche  und  ihrer  Beziehungen  zu  den  Thetafunetionen  zweier 
iariableu.     Monat»b.  f  Math.  Bd.  1.    1890,  pag.  113)  an 

^  2)  Frobenin«,  tber  Thetafunetionen  mehrerer  Variablen.  J,  für  Math. 
b.  M.    1884,  pag.  106 
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^n  ^/4         :irny        ß  fi 


(502) 

aber  weiter: 

(503)  «iJ^-=0,    t*J^-2u^  C^-i.v-.il 
setzt,  wodurch 

(504)  t;;^^>  =  i;W  «  2u^  O.-i.i;-.!» 
wird,  die  Formel: 

(505)  ^^  J.,  ^, 


•It  -t 


'p 


Mittelst  dieser  Formel  komien  die  2''"^(2''+  1)  geraden  Funktionen 
d[£]f2M])^  —  unter  der  Annahme,  daB  nicht  infolge  besonderer  Be- 
dingungen für  die  Thetamodulen  a  eine  oder  mehrere  der  Orofien 
^[*]((0L  verschwinden  —  als  homogene  Funktionen  zweiten  Gndei 

der  2P  Funktionen  d[^](j;2Mj^^  (e^,  •••,  «^=-0,1)  und  daher  weiter 
mit  Hilfe  der  Formel  (501)  als  homogene  Funktion  zweiten  Gndes 
der  2P  Thetaquadrate  ^*[^.]Ha  iVif  '"y  Vp'^^,  1)  oder  irgend  ? 
anderer  linearunabhängiger  ausgedrückt  werden.  Da  nun  einerseits 
zu  2P  Thetaquadraten  im  ganzen  nur  2^  "^(2^+  1)  verschiedene  Pro- 
dukte zweiten  Grades  existieren,  und  andererseits  die  auf  den  linkai 
Seiten  der  Gleichungen  (505)  auftretenden  ebensovielen  geraden 
Funktionen  '9'[f]((2w))2^  linearunabhängig  sind^),   so  sind  es  auch  die 

genannten  Produkte  zweiten  Grades  der  2^  Thetaquadrate  -O**!^. ](**)« 

(jlij  "  y  %  '^'^y^)  oder  irgend  2^  anderer  linearunabhängiger.  Damit 
ist  aber  der  letzte  Satz  bewiesen. 

Zwischen  2^  linearunabhängigen  Thetaquadraten  existieren  also 
nicht  nur  keine  linearen  sondern  auch  keine  quadratischen  Relational. 
Im  Falle  })  =  2  existieren  zwischen  ihnen  auch  keine  Relationen 
dritten  Grades;  aber  für  |)  >  2  müssen  solche  vorhanden  sein,  d» 
man    aus   2^   Thetaquadraten  ^  2^  (2^  +  1)  (2^  +  2)   Produkte   dritten 

1)  Daß  zwischen  den  2^^  Thetafunktionen  ^[f](w)a  überhaupt  keine  lineartu 
Relationen  bestehen  können,  folgt  schon,  in  Übereinstimmung  mit  der  am  Afl- 
fange  dieses  Paragraphen  gemachten  Bemerkung,  aus  ihrem  yerschiedenen  Ver- 
halten bei  Änderung  der  Variablen  um  korrespondierende  Ganze  der  Periodicittt»- 
modulen;  einen  ausführlichen  Beweis  dafür  gibt  Herr  Prjm  (UnterBadnugeB 
über  die  Riemann'sche  Thetaf.  etc.    Lpz.  1882,  pag.  82). 


Belaiioncu  zwischen  2^  linearunahh    Thciiiqiiailriit«'ii, 

ides    heratellen    kann^    diese    alle  gerade    ThetafunktioiH*!!    dritter 

InuBg  mit  der  Charakteristik  [öj   t^ind    und   demrti^er  Funktiijuen 

ganzen  nur  K^»  +  2^)  =  2^* '  (3^  +  \)  liriearunahhüngigo  existionni. 

Nationen    vierten    Grades    Kwisclien    2''    linearunabhrmgigeQ    Theta- 

idrateu  gibt  es  dagegen,  in  Übereinstimmung  mit  dem  in  §  \)i  Be* 

gfkten,  schon  im  Falle  p  =  2,  da  die  AnzaW  der  möglichen  Produktit 

teu  Grades  /;j2''(2''+  1)  (2^+ 2)(2''4-  3)  aucli  für  p  -  2  grnUer  int 

die    Anzahl     J^(8^  +  2^*)    der   linearunabhängigen  TlietafuuktioiuMi 

Brief  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [OJ, 

Mit  den  Relationen  dritten  und  vierten  (ifnuie«  miihI  aber  <im' 
^aentlichen  Beziehungen,  welche  zwischen  2''  linminmabliilngige» 
betaqnadraten  bestehen ^  erschöpft.  Herr  Wirtinger  hat  nämlich 
bwiesen,  daß  jede  Relation  höheren  Grades  zwischen  diesen  Funk- 
^nen  eine  notwendige  Folge  der  genannten  Uelationeu  dritten  und 
Btien  Grades  ist,  in  der  Art,  daB  ilire  hnke  Heite  sich  nitional  aui 
linken  Seiten  der  letzteren  znsammen»etzt. 

Zum   Beweise   dieses  Satzes    bemerke    man    da«   folgende.     Jed« 
ition  2n**^  Grades  zwischen  2'  lioeanmabhingigan  Tbeta(|uadfati5ii, 
|td  ebenso  jede  Relation  2n  —  1**®  Grade«  zwischen  ihnen^  nA*:hdem 
sie  mit  einem  beliebigen  anter  ihnen  midtipliziert  tiat,   ist  mn^ 
ition    w**°  Grades  zwischen  den  ^juadratischen   Verbindungen   der 
linearunabhingigen  Thetaquadrate  und  ala  sokbe  murb  Obigem  in 
Rektion  n*^  Grades   zwischen  den  geraden  Tfa^Ufnnkiif/n4m  Atm 
imenteDBjsteais  (2cr)  GberfBlirbttr«     Den  Beweiip  dift  ilki  B#b- 
iwen  boher^i  ab  des  Tierten  Grade«  zwiidieii  3^  UocftnniaMiiii|pg«n 
{uadntoi    eine    raüoiude    Folg«    der    BekliaocQ    driUeii    ood 
^n  Gradea  zwiiebcB  dicüeii  FanktioiieQ  ftsi^  w^  tbo  «rbticyy  itmii 
zeigt,  daß  alle  BdstiOD«  zwiaektfii  d«ii  fjeittdM  llMlflfiBditi0iMii 
rationale  Folge  der  Belati0Oflii  zwmiUm  ÜtmAm  zwtacken  iimn 


wird 
«rbrsdit     £• 


Der  Beweia  ftr  die  KiAü^uü  &Mr 

Ton  HeiTB  Wirtioger  in  der 
1,  dift  die 
d.k  diietle 
p  ist,  Xull  Süd.   Vuier  Anmhnkt 


>£i 


dl 

wird 


xwmUv  Oradee  MdL 


4m  HtfiB  Wirtiager^l 


I>  WittMf  «r^ 
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Betrachtet  man  2^  lineaninabhängige  Thetaquadrate  als  homogOM 
Punktkoordinaten  eines  Raumes  Ton  2^  —  1  Dimensionen  and  denkt 
sich  sodann  den  Argumenten  Wj,  •••,  u^  alle  möglichen  Werte  erinit; 
so  entsteht  ein  Gebilde  Ton  p  Dimensionen  M^  in  diesem  BaameL 
Dabei  entspricht  jedem  Wertesysteme  w^,  •••,  u^  ein  und  nur  eil 
Punkt  des  Gebildes  Jkf^,  jedoch  umgekehrt  einem  Punkte  von  M^ 
unendlich  viele  Wertesysteme  Wj,  •  •  •,  u^]  ist  eines  von  ihnen  «i',  -"i  V 
so  sind  alle  in  der  Form  (±u  +  [x])  enthalten,  wo  [x]  ein  be- 
liebiges System  korrespondierender  Ganzer  der  PeriodizitatemoduleD 
bezeichnet. 

Das  Gebilde  M^  ist  ein  algebraisches  und  wird  durch  die  zwischeD 
den  2^  Thetaquadraten  bestehenden  Relationen  dritten  und  vierten 
Grades  vollständig  definiert;  man  bedarf  dazu  2^  —  p  —  1  solcher 
voneinander  unabhängiger  Gleichungen. 

Um  die  Ordnung  von  M^  zu  ermitteln,  hat  man  die  Anzahl  der 
Punkte  zu  bestimmen,  welche  sie  mit  p  linearen  Gebilden  von  p  - 1 
Dimensionen: 

Cii^WW  +  c,,»'[B,]iu}  +  •■•  +  e,,»'[B,]M  =  0, 

(506)      <^i  «^[e.lW  +  «»,^-h] W  +  •  •  •  +  Cir^'W W  -  0,     (,=^, 

gemeinsam  hat.  Solche  p  Gleichungen  besitzen  aber,  da  die  auf 
ihren  linken  Seiten  stehenden  Ausdrücke  Thetafunktionen  zweiter 
Ordnung  sind,  nach  dem  XVIII.  Satze  pag.  42  2^  -  p\  nach  den  Perio- 
dizitätsmodulen  inkongruente  gemeinsame  Lösungen  w^,  •••,  m^  iind 
diese  liefern,  da  zwei  Lösungen  (w)  und  (—  w)  derselbe  Punkt  von 
Mp  entspricht,  2^~^'p\  verschiedene  Punkte  von  31^'  die  Ordnung 
von  Jf^  beträgt  also  2^"^-^)!. 

Das  Gebilde  M  ist  im  speziellen  Falle  p  =^  2  eine  Kummersche 
Fläche  (vergl.  §  12);  auf  die  Verallgemeinerung  der  Kummerschen  Flächr 
für  den  Fall  j)  >  2  hat  zuerst  Herr  Klein  in  einer  Vorlesung  vom  W.-S. 
1886/87  ^)  hingewiesen  und  es  hat  dann  Herr  Wirtinger  vorerst  für 
den  speziellen  Fall  i?  =  3  ^)  und  später  fär  beliebiges  p  *)  gezeigt,  daß 
eine  Reihe  der  bekannten  geometrischen  Eigenschaften  der  Kummerschen 
Fluche  sich  bei  den  Gebilden  M^  ffir  i;>  2  wieder  finden;  Herr  Wirtinger 
zeigt  nämlich: 


1)  Siehe  bei  Reichardt,  Über  die  Darstellung  der  Kummer'schen  Fladie 
etc.     Nova  acta  Leop.  Bd.  60.    1887,  pag.  482. 

2)  Wirtinger,  Über  das  Analogen  der  Eummerschen  Fläche  für  p-=S 
Gott.  Nachr.  1889,  pag.  474. 

3)  Wirtinger,  Ober  eine  Verallgemeinerung  der  Theorie  der  Kuminer- 
schen  Fläche  etc.    ^onatsh.  f  Math.  Bd.  1.    1890,  pag.  118. 
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1.  Den  2'^  Systemen  korrespondierender  Halber  der  Periodizitäts- 
lodnlen  entsprechen  2*'  singulare  Punkte  von  Jfef^;  sie  sind  2'"^- fache 
^ankte  und  zugleich  die  einzigen  singulären  Punkte  von  M^, 

2.  Setzt  man  ein  beliebiges  Thetaquadrat  gleich  Null,  so  wird  da- 
nrch  aus  M^  eine  Mannigfaltigkeit  von  p—\  Dimensionen  herausgegrififen, 
eren  Ordnung  2'~*-j)I  ist  und  die  doppelt  gezählt  der  vollständige 
ichnitt  von  M  mit  einer  linearen  Mannigfaltigkeit  B^p^%  ist.  Setzt  man 
Iso  zur  Abkürzung  2**  —  1  =-  j^T,  2'~ ^  * p\  —  m  und  nimmt  die  Ordnungs- 
alil   in   die  Bezeichnung   der  Mannigfaltigkeit   als   oberen  Index  auf,   so 

esitzt  IS!^    2^^  längs  einer  JKf/-i  berührende  Bs^i^ 

3.  Die  2^^  unter  1.  genannten  singulären  Punkte  bilden  mit  den 
l'^  nnter  2.  genannten  singulären  Bs—i  eine  Konfiguration  derart,  daß 
B  2''- *  (2^  —  1)  der  Punkte  auf  einer  der  JB^^^i  liegen,  und  je  2^- ^  (2^  —  l) 
ler  Bif^i  durch  einen  der  Punkte  gehen. 

4.  Die  M^  geht  durch  2}^  Kollineationen ,  die  eine  Gruppe  bilden, 
n  sich  über. 

5.  Die  M  geht  durch  2^''  Korrelationen  in  sich  über;  davon  sind 
}P-i(2P  -  1)  Nullsysteme  und  2^-^(2'  +  1)  Polarsysteme. 

6.  Die  2^^  unter  4.  genannten  Kollineationen  bilden  mit  den  2^^ 
mter  5.  genannten  Korrelationen  derart  eine  Gruppe,  daß  die  Punkte 
md  Bs—i  des  Raumes  von  j^TDimensionen  zu  Konfigurationen  (2*^)  p—i^_^. 
usammengeordnet  werden. 


Xf  a«#r|  TteftftteklloMtt.  ti 


Achtes  Kapitel. 

Die  Thetafonktionen,  deren  GharakteristllLeii 
ans  r^^  Zahlen  gebildet  sind. 

§1. 

Die  Funktionen  ^'l^'Hu}. 

Im  folgenden  werden  Thetafanktionen  betrachtet,  deren  Cliank- 
teristikenelemente  gi,"',gp,  \}'"}\  behebige  rationale  Zahlen  sind, 
die  man  sich  auf  gemeinsamen  Nenner  r  gebracht  denke,  sodaB: 

(1)  ^^  =  T'    ^  =  "r  0.=i.V  .i^ 


ist,  wo  die  £,  £'  ganze  Zahlen  bezeichnen.  In  diesem  Falle  sei  die 
Charakteristik  unter  Anfügung  des  Nenners  r  als  Index  an  die 
Charakteristikenklammer  mit 

(2)  w^ =[;;:;:::;! 

oder,  wenn  ausschließlich  Charakteristiken  mit  dem  nämlichen  Nenner 
in  der  Untersuchung  auftreten,  auch  unter  Fortlassung  des  Index  r  mit 

die  zugehörige  Thetafunktion  mit  '^'[fj^^u))  oder  -©"[«J^u))  bezeichnet 
Für  diese  Funktionen  liefern  dann  die  Formeln  (XXIX)~(XLir) 
pag.  30u.  f  die  folgenden  Gleichungen. 

Die  Hwiafunktion  ^[ilrM  ist  definiert  durch  die  Gleichung: 

-.....+» i  iw(-.+'^)(v+^)+*i'(-.+'^)M") 

(I)  H^]M-=2   ^^'"'^^ 

sie  ist  mit  der  Funktion  '9'^ti))  verknüpft  durch  die  Gleidmng: 
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(II) 


} 


d.  h.  sie  geht  abgesehen  von  einem  ExponentidlfaJciar  am  der  Funktion 
^{u}  hervor  j  wenn  man  deren  Argumentensystem  (w)  um  das  System 


p   -  ^>  P- 


(in)  {Or  =  2'T«iM  +  ?«»l--l2'T«..+  7«» 

zusammengehöriger  r^  der  Periodijsitätsmodulen  mit  der  Per,  Chor.  (eX 
vermehrt.  So  entspricht  der  Th,  Char,  [b\  also  die  Per.  Char.  (c)^, 
wenn  man  ^[«l^fw))  relativ  gegen  die  Funktion  ^ftij  betrachtet. 

Die  durch  die  Gleichung  (I)  definierte  TJietafunktion  ^[e]riu}  ge- 
nügt der  Gleichung: 

(TV)  p      p  p  2    p 


m  welcher  {rx]^  jenes  System  zusammengehöriger  Ganzer  der  Perio- 
dijsitätsmodiäen  bezeichnet,  welches  aus  (III)  für  s^  =  rx^,  s'^  =  rx^ 
(f*  =  1,  2,  •••,  p)  hervorgeht.  Aus  dieser  Gleichung  folgen,  indem  man 
das  eine  Mal  x/  =  1,  die  übrigen  p  —  1  Zahlen  x  und  die  p  Zahlen 
%  gleich  NuU  setzt,  das  andere  Mal  x^  =  1 ,  die  übrigen  p—1  Zahlen 
X  und  die  p  Zahlen  x  gleich  NuU  setzt,  die  speziellen  Gleichungen: 

(V)  »bl{u,\.:  \u,  +  ni\...  |«,)  =  *H4«])«"^, 

(VI)  ^W,K  +  a,J  ..•  |u,  +  a,,)  =^W44^"'^^'""'^"~^, 

(v=l,2.    -.,1.) 

aus  denen  man  die  Gleichung  (IV)  wieder  erzeugen  kann. 
Endlich  genügt  die  Funktion  ^[«]^W  ^^  Gleichungen: 

-H^  +  vlMe  "-'"■" 

P 


1^      *b  +  re],H-n4W^ 

«4* 
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*[;i:::a«-»-»t;:-:::::-lM 
=*[;z:;/::;i:ilM. ''-■'• 

Die  Formel  (VIQ)  sagt  aus,  daß  zwei  Funktionen  ^[«l-C**)  ^^^ 
^IvlrM}  für  welche  die  Charakteristikenelemente  «i,  •••,  «,,  «i',  •••,«/ 
^^^  ^i;  •••;  ^p>  Vi)  '"}  Vp  ^®^  2|j  Kongruenzen: 
(4)  Bf^^r^f,,     ^ii  =  vii  (mod.  r)  (^1=1,«,    ,ii 

genügen,  nur  um  einen  Faktor,  der  eine  r**  Einheitswurzel  ist,  von- 
einander verschieden  sind,  und  man  schließt  daraus,  daß  es  im  gaozes 
überhaupt  nur  r^^  wesentlich  verschiedene  Funktionen  ^[£]^([u)  giW; 
als  welche  man  diejenigen  wählen  kann,  bei  denen  die  Zahlen  £,  / 
nur  die  Werte  0,  1,  ••  •,  r— 1  besitzen. 

Die  Formel  (VH)  zeigt  weiter,  daß  man  von  jeder  dieser  r*' 
Funktionen  zu  jeder  anderen  von  ihnen  abgesehen  von  einem  Ex- 
ponentialfaktor  gelangen  kann,  indem  man  ihr  Argumentensystem  («) 
um  ein  passend  gewähltes  System  zusammengehöriger  f^  der 
Periodizitätsmodulen  vermehrt.  Dadurch  erscheinen  die  r*'^  Funk- 
tionen '^[«X-ft«])  untereinander  als  gleichberechtigt  und  insbesondere 
die  Ausnahmestellung,  welche  von  vornherein  'Ö'[0]y(ti])  =  ^C**)  ^^ 
aufgehoben. 

Die  Formel  (IX)  zeigt,  daß  die  im  vorigen  Kapitel  betrachteia 
Funktionen  '^[^IsCti)),  deren  Charakteristiken  aus  halben  Zahlen  ge- 
bildet sind,  die  einzigen  Thetafunktionen  sind,  welche  gerade  oder 
ungerade  Funktionen  ihrer  Argumente  sind.  Ist  r  gerade,  so  kommes 
sie  unter  den  r^^  Funktionen  'ö'[f]^([w])  vor,  die  r^P  —  2*^  übrigen 
Funktionen,  und  ebenso  im  Falle  eines  ungeraden  r  die  r***  —  1  Ton 
'9"[0]((w))  verschiedenen  Funktionen  '9'[f]^((w]|  gehen  gemäß  der  Formel 
(IX)  abgesehen  von  einem  Exponentialfaktor  paarweise  ineinand^ 
über,  wenn  man  das  Argumentensystem  (u)  in  (— w)  verwandelt. 


§2. 

Periodencharakteristiken. 

Sind  Oi„,  •••,  G)p^  (a  =  1,  2,  ••',  2p)  die  2p  einer  Thetafiinktion 
im  Sinne  des  fünften  Kapitels  zu  gründe  liegenden  Periodensysteme 
und  6^,  •••,  f,^  ganze  Zahlen,  so  nennt  man  ein  Großensystem  Ton 
der  Form: 

(5)  y^^a^la)     '">     ^2*«®^« 
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ein  System  zusammengehöriger  r*^  der  Perioden  a,  den  Komplex  der 
2p  Zahlen  «i,--,  «jp  aber  die  PeriodencharakterisWc  {Per.  Cha/r)  {b\ 
oder^  wenn  nur  Per.  CHar.  mit  demselben  Nenner  r  betrachtet  werden, 
(«)  des  Systems  (5). 

Führt  man  an  Stelle  der  Perioden  m  neue  Perioden  (o   ein  ver- 
mittelst einer  ganzzahligen  linearen  Transformation: 

(6)  «';«=J'^a,".„  C:ti:..:'J 

/»  =  ! 

wobei  also  die  c„a  ganze  Zahlen  sind,  welche  den  Bedingungen  (8), 
(9)  pag.  242  genügen,  so  ist: 


«P  «p 


CO  2j^ß^ßß^2j  ^a^i^ay  (M^'^^,",P) 


wenn: 

8p 


(8)  «^==2j^«i»^«  (/j=i,t,.- .fp) 

gesetzt  wird.  Man  sagt  dann,  daß  die  Per.  Char.  (s)  durch  die  Trans- 
formation  (6)  in  die  Per.  Char.  {i)  übergehe.  Bezeichnen  weiter  (J) 
und  (yi)  irgend  zwei  Per.  Char.,  (i)  und  (^)  die  daraus  durch  die 
iiSmliche  ganzzahlige  lineare  Transformation  (6)  hervorgehenden, 
80  ist  auf  örund  der  Gleichungen  (8)  und  unter  Beachtung  der 
swischen  den  c  bestehenden  Relationen: 

p  2p       2p         p^ 

P 

ts  bleibt  sohin  der  Wert  des  Ausdrucks: 

p 

(10)  ^^^^'^P+iU-^F  +  Z*^/*) 

l^'  jeoEer  ganzzcMigen  linearen  Transform(»tion  umgeändert. 

Zwei  Systeme  (5),  bei  denen  die  Charakteristikenelemente  ^u'-yB^^ 
und  %,  •••,  ly^p  ^®^  2jp  Kongruenzen: 

(11)  ^a  —  Va    (mod.  r)  («  =  l,2,...,2p) 

genügen,  sind  einander  nach  den  Perioden  a  kongruent;  zwei  solche 

Per.  Char.  (e)  und  (ri)  werden  in  diesem  Paragraphen  als  nicht  ver- 

mkieden  angesehen.     Es  gibt  dann  im  ganzen  nur  r^^  verschiedene 

er.  Char.  (e),  als  welche  man  diejenigen  wählen  kann,  die  entstehen, 
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wenn  man  an  Stelle  des  Systems  der  2p  Elemente  ^^  ••-,  f,^  alle  i^' 
Variationen  mit  Wiederholung  zur  2jp*®^  Klasse  der  2iahlen  0, 1,  •  •  •,  r- 1 
setzt.  Eine  solche  Per.  Char.  sei  in  der  Folge^  indem  man  f^,  ^,  •  •  -,  f, 
statt  «^^1,  ffp+„  . . .,  f2p  ^^  h'j  ^%y ' ' '}  V  ®****  h7hr"i^^  schreibt^ mit: 

bezeichnet.  Unter  den  r***  Per.  Char.  nimmt  die  Per.  Char.  (0),  b« 
der  ^1  ==•••  =  «^  =  fj'  ==•••  =  «p'  =»  0  ist,  den  r*^  —  1  andern  gegen- 
über eine  Ausnahmestellung  ein^  da  sie  und  nur  sie  bei  jeder  Trans- 
formation (6)  in  sich  übergeht.  Man  teilt  daher  die  r*^  Per.  Char. 
in  zwei  Klassen;  die  eine  besteht  aus  der  einzigen  Per.  Char.  (0\ 
welche  die  uneigentliche  Per.  Char.  genannt  wird,  die  andere  aus 
den  r*^  —  1  übrigen  Per.  Char.,  welche  die  eigentlichen  Per.  Char. 
genannt  werden. 

Unter  der  Summe: 

(13)  («)  =  (*'2g--) 

mehrerer  Per.  Char.  (f),  (rf),  (g),  •  •  •  wird  jene  Per.  Char.  verstanden, 
deren  Elemente  durch  die  Kongruenzen: 

(14)  ^-^.  +  ^.  +  f.  +  -(mod.r),  ^^^^^^^ 
^    ^                         <  =  «;  +  i?;  +  g;  +  -"  (rnoAr) 

bestimmt  sind;  dabei  können  die  Per.  Char.  (f),  (rf),  (g),  •  •  •  auch  alle 
oder  teilweise  einander  gleich  sein  und  es  soll  eine  Summe  Ton  g 
gleichen  Per.  Char.  (e)  mit  (s^)  bezeichnet  werden. 

Man  nennt  gegebene  eigentliche  Per.  Char.  (s^),  (O>"*»(0 
von  der  uneigentlichen  Per.  Char.  (0)  unabhängig  oder  schlechtweg 
unabhängig,  wenn  die  Gleichung: 

(15)  (fN?---e*)  =  (o), 

in  der  die  g  ganze  Zahlen  bezeichnen,  nur  durch  ^i  =5^2  ^  "  *  ==  ?«— ^ 
(mod.  r)  befriedigt  werden  kann;  man  nennt  femer  eine  aus  gegebene 
Per.  Char.  (f^),  (f^),  •  •  •,  (s^)  zusammengesetzte  Per.  Char.  (aj*  «J*  •  •  • « JJ*), 
bei  der  die  g  positive  ganze  Zahlen  oder  Null  sind,  eine  ÄitMwWfwto» 
w*®'  Ordnung  dieser  Per.  Char.,  wenn  fl'i  +  5^2  H f"  ^m  ==  ^  ist,  und  be- 

n 

zeichnet  sie  mit  (Se\ 
Für  dsÄ  Symbol: 

(16)  1^,^1  =  6    '"-^ 

bestehen  die  folgenden  Gleichungen: 
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|f,«l  =  +  l,      |«,0|  =  +1,      |0,*|  =  +  1, 

l«i  «»•••«».»  ViVf-Vn\~\h>Vi\-\h,  Vt\--'\euVn\ 

(17)  •\h,ni\-\^>ni\---\h,Vn\ 


\^,ri^\-\^,vr- 

Zwei  Per.  Char.  (<)  und  (i})  heißen  sygygetisch,  wenn  |  e,  i;  |  —  +  1 
ist,  anderenfalls  aeygetisck. 

Es  soll  die  Anzahl  s  jener  Per.  Char.  (x)  bestimmt  werden, 
'welche  den  q  Gleichungen: 

(18)      \s,,x\^e~\    \e,,x\^e~  \  '-',   \e^,x\^e~  ' 

genügen,  wo  die  d  willkürlich  gegebene  ganze  Zahlen,  («j),  (s^\  •  •  •,  («^) 
aber  q  unabhängige  Per.  Char.  bezeichnen. 
f  Setzt  man  für  x  =  1,  2,  •••,  g: 

(19)  (o=cv;":::;r), 

80  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  der  Anzahl  s  der  aus  Zahlen 
0,  1,  •  •  •,  r  —  1  gebildeten  Lösungen  x^,  •  •  •,  a;^,  x^\  •  •  •,  x^'  der  q  Kon- 
gruenzen: 

(20)  2(^^X-<n^^)^^^  (mod.r).  (.-1.2,...,,) 

Zunächst  kann  man  nun  ohne  Mühe  für  die  Zahl  s  einen  analytischen 
Ausdruck  anschreiben.  Genügen  nämlich  die  Zahlen  x,  x'  der  Kon- 
gruenz: 

'     (21)  2 («^x^M  -  «ix^^)  =  *x  (mod.  r), 

I    wo  X  irgend  eine  der  Zahlen  lf2,"',q  bezeichnet^  so  besitzt  der 
i^    Ausdruck: 

Ngini  die  Zahlen  x^  x  der  Kongruenz  (21) 
^^erk  0/  Daraus  folgt  sofort,  daB  der 
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F(x)~f,{x)-f^{x) 
(23) 


0, 


fiir  jedes  Zahlensystem  Xj  Xj  das  eine  Lösung  des  Eongroenzensysteon 
(20)  ist,  den  Wert  1,  für  jedes  andere  den  Wert  0  hat,  und  daB 
daher  die  über  alle  r^^  Per.  Char.  (x)  erstreckte  Summe: 

(24)  ^F{x) 

den  Wert  s  angibt.  Man  hat  also  ftir  die  Anzahl  s  der  Losungen 
des  Eongruenzensystems  (20)  den  Ausdruck: 

0,1,.  ,r-i  ^JS\  ^<V«'A— A«V-*^»[^» 

(25)  '-iy    2     '     '" 

^  0.1,..,r-l  -^^2^n9*   /0.1.-jr-l  ^'^^  |^  ^^^V«^«  j'A  "  ^  ^•;»e«j^j 

Nun  besitzt  aber  die  am  Schlüsse  der  letzten  Zeile  stehende  in  be- 
sondere Elammem  eingeschlossene  Summe  nur  dann  einen  Yon  Null 
verschiedenen  Wert  und  zwar  den  Wert  r^P,  wenn  die  Zahlen  ft,  •  •,^, 
den  2p  Eongruenzen: 

9 

2*^«^*-^  (mod.  r),    . 

(26)  ''-^  (^=i.v.i» 

9 


2'*M«?«  =  0    (°^<'^'*) 


X=:l 


genügen.  Sind  aber  die  q  Per.  Char.  (s^),  (ag),  •••,  (jb^  wie  vonws- 
gesetzt  unabhängig,  so  werden  diese  Eongruenzen^  während  die  Zahlen 
(>i,  ••  •,  Q  unabhängig  voneinander  die  Reihe  der  Werte  0,  1,  •••,  r-1 
durchlaufen,  nur  von  dem  einen  Zahlensysteme  (»^  =  •••«=  (i  =0  er- 
füllt, und  man  erhält  daher  aus  (25): 

(27)  S'^^r^P'«f^p-9 

und  hat  den 
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Bl.  Satz:  Unter  den  r^^  Per.  Char.  (x)  gM  es  stets  r'^-«,  welche 
f^q  Gleickmifjen: 

mmgeti,  tvo  die  d  fviUkürlich  gegehme  ganze  Zahlen^  (fj,  (fj),  •— ,  (f^) 
her  q  unabhängige  Per,  Chur.  hezeivhnim.  Insbesondere  gibt  es  also 
Wgt^  f^p'9  Per.  Cfmr,^  welche  sti  q  gegebeneti  unabhängigen  Per.  Char. 
mgygetisch  sind, 

I  Man  wird  bemerken  ^  daß  die  obige  Definition  der  Unabhängig- 
kit  von  Per.  Char.  {ß^\  (X),  **,  (O  *°  ^^^  Falle,  wo  r  keine  Prim- 
Ud  ist,  schon  für  jede  einzelne  Per.  Char.  («)  eine  Bedingung  nach 
Ich  zieht     Da  nämlich  die  Gleichung 

[nr  durch  ^  =  0  (mod,  r)  soll  befriedigt  werden  können,  so  dürfen 
Be  2^)  Charakteristiken elemente  von  (b)  nicht  mit  r  einen  Faktor  ge- 
meinsam haben;  es  ist  diese  Bedingung  gleichbedeutend  damit,  daß  die  r 
rer  Char.  (0),  (i),  (f^),  —  •,  (^^*)  alle  voneinander  verschieden  sind. 
Batsacblich  gilt  der  L  Satz  bei  nicht  primzahligem  r  nur  für  solche 
Per.  Char.  (cj,  (/,),' '^,  («,). 

I  Alle  Kombinatimm  von  q  unahMngigen  Per,  Oiar.  {b^\  (fj),  -  -,  (i^) 
mden  tid^st  der  tmeigentlichen  Per.  Cfmr,  (0)  eine  Gruppe  JE  von  r^ 
mtsdiiedenen  Per.  Char.  Die  Zahl  q  heißt  der  Pnng^  die  Zahl  t^  die 
mrdnung  der  Gruppe  E,  die  q  Per.  Omr.  {b^,  (^g),  *  *  -,  (f^)  oder  irgend 
mdere  q  una^jhängige  Per,  Char,  von  E  die  Basis  der  Gruppe  E. 
^j  Die  samtlichen  r^f"  Pen  Char.  überhaupt  bilden  eine  Gruppe  vom 
HIge  2p]  es  befinden  sich  ako  unter  ihnen  2p  unabhängige.  Als 
Imis  der  Gnippe  können  hier  zweckmäßig  jene  2p  Per.  Char,  ge- 
fehlt werden,  bei  denen  immer  nur  ein  Element  den  Wert  1  hat, 
l&hrend  jedesmal  die  2p  —  1  anderen  den  Wert  Null  besitzen.  Daß 
lese  2p  Per.  Char  unabhängig  sind^  erkennt  man  umnittelbar^  nnd 
penso,  in  welcher  Weise  sich  eine  beliebige  Per*  Char.  {b)  aus  ihnen 
psammensetzen  läßt. 

[  Man  bemerkt  noch,  daß  die  Gruppe  E  mit  den  Basischarakte- 
ptiken  (bj),  (fj),  *•',  (i^)  nicht  geändert  wird,  wenn  man  als  Basis- 
iarakteristiken  die  Per.  Char.  (ff),  (b^),  •  -  -,  («^*)  wählt,  wo  <lie  g 
Igend  welche  zu  r  relativ  prime  positive  ganze  Zahlen  also,  wenn 
I  eine  Primzahl  ist,  beliebige  ganze  Zahlen  sind. 
I  Nach  dem  L  Satze  gibt  es  zu  g  unabhängigen  Per*  Char. 
k)i  (^f)j  '*'t  (*^)  ötöts  r*^~*  Per.  Char*,  welche  zn  ihnen  syzygetisch 
lud;  diese  r*^-«  Per.  Char.  sind  dann  syzygetisch  zu  allen  t^  Per.  Char. 
Mier  Gruppe  E  vom  Range  g,  welche  die  Per,  Char.  (^j),  («^),  •••,  (b^^) 
fß  Basischarakteristiken  besitzt,  und  sie  bilden  selbst  em^  Qit\x\(^^  H 
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von  Per.  Char.  vom  Bange  2p  —  q,  die  man  zur  Gruppe  E  odjmigkH 
nennt.     Es  ist  dann  auch  E  za  H  adjungiert. 

Um  die  gegenseitigen  Beziehungen  der  Per.  Char.  einer  Gm^ 
E  zu  erforschen,  untersuche  man,  ob  es  in  J?  außer  der  uneigeol- 
liehen  Per.  Char.  (0)  noch  andere  Per.  Char.  (a)  gibt^  die  zu  allen 
Per.  Char.  der  Gruppe  E  syzygetisch  sind;  dazu  ist  notwendig  und 
hinreichend;  daß  sie  es  zu  den  q  Basischarakteristiken  sind.  9bA 
(«i),  (oj)  zwei  solche  Per.  Char.,  so  ist  auch  (ä^oJ*)  eine;  demnadi 
bilden  die  Per.  Char.  (a)  selbst  wieder  eine  Gruppe  A,  die  man  die 
syzygetische  Untergruppe  A  von  E  nennt;  zwischen  je  zwei  ihrer 
Per.  Char.  besteht  die  Beziehung  |  a^,  a^  |  =  +  1.  Die  Per.  Char.  Toa 
A  gehören  immer  auch  der  zu  E  adjungierten  Gruppe  H  an. 

Sind  je  zwei  Per.  Char.  einer  Gruppe  E  syzygetisch^  wozu  not- 
wendig und  hinreichend  ist,  daß  es  je  zwei  Per.  Char.  ihrer  Basis 
sind,  so  heißt  die  Gruppe  selbst  syzygetisch.  Der  Rang  q  einer  sjxj- 
getischen  Gruppe  kann  nicht  größer  als  p  sein;  denn  da  sie  ganz  in 
der  adjungierten  Gruppe  H  vom  Range  2p  —  q  enthalten  ist,  so  moB 
q^2p  —  q  also  q^p  sein.  Eine  syzygetische  Gruppe  vom  Range 
p  heißt  eifie  Göpelsche  Gruppe,  Eine  Göpelsche  Gruppe  ist  mit  ihier 
adjungierten  Gruppe  identisch. 


§3. 

Thetacharakteristiken. 

Betrachtet  man  zwei  Th.  Char.  [e]  und  [rf],  deren  Elemente  «, «' 
und  rj,  r(  den  2p  Kongruenzen: 

(29)  £;,  =  ly^u ,     f /i  =  -»?/'*  (mod.  r) 

genügen,  als  nicht  verschieden,  so  gibt  es  im  ganzen  nur  r*'  ver- 
schiedene Th.  Char.  [t],  als  welche  man  diejenigen  wählen  kann,  die 
entstehen,  wenn  man  an  Stelle  des  Systems  des  2p  Elemente  i^  i 
alle  r^^  Variationen  mit  Wiederholung  zur  2p^^  Klasse  der  Zahlen 
0,  1,  ••  •,  r  —  1  setzt. 
Unter  der  Summe: 

(30)  W  =  [e^g--] 

mehrerer  Th.  Char.  [f],  [i^],  [g],  •••  wird  in  diesem  Paragraphen  jene 
Th.  Char.  verstanden,  deren  Elemente  durch  die  Kongruenzen: 

(31)  ^,-^,  +  i?,  +  S,  +  ..-(mod.r),  ^^^^^   ^ 
^     ^                         (f'fi^£'n  +  VM  +  ti*  +  "-  (mod.  r) 

bestimmt  sind;  dabei  können  die  Th.  Char.  [«],  [ly],  [£],  ...  auch  iD« 
oder  teilweise  einander  gleich  sein   und  es   soU    die   Summe  von ) 
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feicBen  Th,  Char.  [i]  mit  [i^]  bezeichnet  werden.  Man  neont  ferner 
ine  aus  gegebenen  TL  Chan  [fj,  [f^],  -•,  [fj  zusaininengesetzte 
Pb*  Char.  [£^*  fj^  •  •  ^^„'"J,  bei  der  di^  g  ppsitiv^  ganze  fahlen  oder 
Inll    sind,   eine   Kombination   »**'    Ordnung   dieser   Th.  Char.,    wenn 

+  Ä  +  *  * '  +  ^m  =  ♦*  ist,  und  bezeichnet  sie  auch  mit  l^f  J.    Jene 

n 

CombinatJonen  [^f],  bei  denen  die  Ordnungszahl  n=l  (mod.  r)  ist^ 

keißeo  die  wesenilichen  Kombinationen  der  gegebenen  Th*  Chan^  und 

ündich    Hitabhäugiy    werden  Tb,  Char.  [fj,  [fjj,  -*,  [f^]  genannt, 

^eIm  keine  aus  ihnen  gebildete  Kombination  [f f  «J*  •   •  0*]i   ^^^  ^^^ 

+  A  +  "  *  +  .'/rrt  =  0  (inod.  r)  ist,  der  Tb,  Char  [0]  gleich  ist^  ohne 

iB  jede  einzelne  der  m  Zahlen  //|,  g^t  "  f  (fn*^^^  (mod.  r)  ist 

Addiert  man  zu  den  sämtlichen  Per.  Char.  einer  Gnippe  E  eine 

ebige  Th.  Char.  [x]  und  faßt  die  entstehenden  r^  Charakteristiken 

Char.   anf^  so  sagt  man   von   ihnen^   daß   sie  ein  SißUmt  von 

Chan  bilden,  und  nennt  q  den  Rang  des  Systems.     Läßt  man  an 

|telle  von  [x]  der  Keihe  nach  die  2p  —  q  Per.  Char.  einer  Gruppe  Z 

[om  Bange  2p  —  q  treten^  deren  Basiseharakteristiken  zusammen  mit 

&ü  q  Basischarakteristiken  von  E  2p  unabhängige  Per.  Char.  bilden, 

erhält  man  auf  die  angegebene  Weise  aus  einer  Gruppe  (0),  (f), 

j),  •'•   von   r^  Per.  Chan  im  ganzen  r*^-?  verschiedene  Systeme  von 

Th,  Chan    [x],  [xf],  L'**?]?*'^   welche  zusammen   alle  r^^  überhaupt 

Kistierenden  Th.  Char,  und  jede   nur  einmal  enthalten;  von   solchen 

»i»-?  Systemen  sagt  man,  daß  sie  einen  Komplexe  bilden.    Eine  Gruppe 

der  vorher  bezeichneten  Art  heißt  zur  Gruppe  E  konjugiert^   und 

atsprechend    nennt    man    auch   die   r^^^'^  Systeme  eines   Komplexes 

jnander  konjugiert. 

Die  f^  Th.  Char,   eines  Systems  vom  Range  q  können  auch   als 

be  wesentlichen  Kombinationen   von  ^  +  1   wesentlich  unabhängigen 

iter   ihnen   definiert  werden;   solche   ^  +  1  Tfa.  Chan  eines  Systems 

in  diesem  Sinne  eine  Basis  desselben  genannt  werden. 

Adjnngiert  werden  zwei   Systeme  von  Th.  Char.  genannt,   wenn 

lie   beiden  Gruppen  von  Pen  Char.  es  sind,  aus  denen  sie  abgeleitet 

rdon.      Endlich    soll    jedes    aus    einer    Göpelschen    Gruppe    von 

^er.  Char.    abgeleitete  System    von  Th.  Chan    ein   Göpehcii^  System 

enannt  werden. 


§4. 

Sie  ▼eraUgemainemiig  der  Biemaimschen  Thetafarmel* 

Man  gehe  auf  den  XVL  Satz  pag,  91  /Jirück,  setze  darin  n  —  2r 
id  lasse  an  Stelle  des  Systems  der  4  r*  Zahlen  c^t-«)  (^^  d  =-  1,  2,   •  •,  2r) 
spezielle  den  Gleichungen  (LVII)  genügende  Zahlensystem: 
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c<")     -1-r,     c(i«)     =1,  ...,    cC».«")   -1, 

(32)  ^"^     =1^  c(>«)    -1-r,    ...,    c(«.«-)   -1, 

treten.  Setzt  man  dann  ferner  ^  indem  man  unter  den  rj^  y{  beliebige 
ganze  Zahlen^  unter  den  q^  q'  ganze  Zahlen  yersteht^  welche  den  if 
Bedingungen : 

(33)  ,;;)  +  ,;:)  +  . ..  +  ,;.->  =  r.,,  ^f  H-pj^  +  ^  +  ^j»-)-«; 

genügen^  in  denen  die  Sj  s'  ganze  Zahlen  bezeichnen: 
so  wird: 

(35)     p-r  =  i,,  +  .,-e  ^;  =  <  +  ^-pr'   C:l:5::::;i 

und  das  auf  der  rechten  Seite  von  (LVlll)  stehende  Thetaprodnkt 
geht,  wenn  man  noch  zur  Abkürzimg 

(36)    aJ>  +  <>  +  ...  +  <-^  =  4^,  ^J)  +  /jJ)  +  ...  +  /^'>-^; 

C«  =  i,s,.  -,1.) 
setzt  und  beachtet,  daß  dann: 

(37)  ^''^  =  A   -rof''\     f^^Ä'-rff^        ('"°!'^"'I1 

^      '  H  H  It  >       r/t  n  fft  V»=l,t,'  ',r/ 

wird,  unter  Anwendung  der  Formel  (VHI)  über  in: 

(38)         -*-f  i(^+'.+v^;+^S  i*?v?' 

Da  nun  weiter  die  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (LVllI)  hinter 
dem  Thetaprodukte  stehende  Exponentialgröße  gleich 

(39)  e        "=*  a=i^=i 

wird,  so  erhält  man  aus  der  Formel  (LVlll)  zunächst  die  Formel: 

(40)  (r»^  s)P  ^ h  +  (•'*>] C«'*'J  ••••»[!?  +  (»<*''](«<*->} 

0,1,    -.r-l 

xe       "=* 
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dieser  Gleichung  bezeichnet  s  die  Anzahl  der  Normaltosungen 

aenzensystems: 

a:<*)  +  (l-r)irt")  +  *..+  af^'>  =  0  (moi  r), 


a^i)  +  ^4»)  ^.  . . ,  4.  (1  _  r)  ix^^'>  =  0  (mod.  r) . 

e  2r  Kongruenzen   sind   aber  orfüllt,   sobald  die  erste  von  ihnen 
;ebt  üder^  was  auf  dasselbe  hinauskommt^  sobald 

und   diese  Kongruenz   besitzt  r*'^"*  Norraallösangen ;   man   erhalt 
leiben,  wenn  man  in  den  üleichiuigen: 

Stelle   des  Systems  der  2r— 1  Zahlen  |i,  |^,  ■-,  l»r-i  ^^^'^  Reihe 

|i  die  sämtlichen  Variationen  mit  Wiederholung  zur  2r  —  1^"^  tQasse 

Elemente  0,  1,-  -yr— 1    treten  läßt  und  jedesmal  dann  für  J^^ 

einzige  Zahl   aus  der  Reihe  0,  1,  -••,  r—l   setzt,    welche  der 

[igruenz 

Ur^-^i-if £.r-i  (mod.  r) 

Lügt*     Es  ist  also  s^r^'^-K 

Auf  der  rechten  Seite  von  (40)  ist  endlich  die  Summation  in  der 
kise  auszuführen,  daß  für  ft  =:=  1,  2,  • -,  |>  an  Stelle  des  Systems 
2V  Größen  a.]\  cc  \  **-,  a  und  ebenso  an  Stelle  des  Systems  der 
^Größen  ß^^\  ß^^\  »-,  ß^^j\  unabhängig  yoneinander,  die  r*'*  Varia- 
len  mit  Wiederholung  zur  2r^^  Klasse  der  Elemente  0,  1,  -  -^  r  —  1 
mn.  Berücksichtigt  man  aber,  daß  hierbei  die  Große  Ä^^  bez. 
''•-^-mal  der  Zahl  0^  r^'^-^-mal  der  Zahl  1,--,  r^'*''^mal  der 
r  —  1  kongruent  wird  nach  dem  Modul  r,  und  daß  das  all- 
aeine  Glied  der  auf  der  rechten  Seite  von  (40)  stehenden  Summe 
len  Wert  nicht  ändert,  wenn  man  eine  Zahl  Ä^,  oder  A,[  durch 
ihr  nach  dem  Modul  r  kongruente  ersetzt,  so  erkennt  man, 
diese  Summe  das  r-'^^*- fache  jener  Summe  ist,  die  aus  ihrem 
^meinen  Gliede  hervorgeht,  wenn  man  jede  Größe  A^,  bez.  A^ 
nal  der  Zahl  0,  einmal  der  Zahl  1,*-,  einmal  der  Zahl  r—  1 
dem  Modal  r  kongruent  setzt.  Dies  erreicht  man  aber  u.  a., 
111  mau 

A^  =  f^t  —  fjft,     ^ 


^M  -  nn 


(fi^hh"  fF> 


t    und    hierauf  jede   der  2p  Zahlen  «,  «'   unabhängig   von   den 
wmi  die  Reihe  der  Zahlen  0,  1^    *  ,  r— 1  durchlaufen  \ä&V.  \^viv 
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diert  man  noch  linke  und  rechte  Seite  der  Gleichung  durch  f<*''-*)*', 
stellt  die  von  den  Summationsbuchstaben  t^  b  freien  Teile  der  Ex- 
ponentialgröße  auf  die  linke  Seite  und  fOhrt  an  Stelle  der  bisherigen 
Variablen  Uy  v  neue  w,  t  ein^  indem  man  unter  den  w  unabhängige 
Veränderliche^  unter  den  t  dagegen  Veränderliche  versteht,  wdehe 
den  2p  Bedingungen: 

(46)  ^;«+...  +  ^;')  =  o,   <^«+...  +  /^«')-o    (.-i.v-.,i 

genügen^  und: 

(47)  ^^u^  +  ^,  «r^^-r  +  i«"     t:lJ:;.;3 

setzt,  wodurch: 

wird,  so  erhält  man  schließlich  das  Endresultat: 

n.  Satz:   Bezeichnen  w^^\  uf^  (ft  ==•  1,  2,  •••,  p)  2p  un4Mangi§t 

Veränderliche,  t^^'\  ^Jf'^  (^^  J'  ^'^  /'p  2rp  Veränderliche,  weleke  & 
2p  Gleichungen: 

(XI)  ^j»)+...  +  <;;^)  =  o,   <<;')  +  . ..  +  <j')=o   0.-..V-.- 

e) füllen  j  und  setzt  man,  indefn  man  unter  den  q,  q'  ganze  Zahlen  wt- 

steht,  welche  den  2p  Bedingungen: 

(XU)  ,^^ + ,i*> + .  • . + c' = -.  >  e + ^r + •  •  • + c = «; 

genügen,  in  denen  die  s,  s'  ganze  Zahlen  bezeichnen: 

a^[.]  =  •»[*  +  «-  ()(»>JCww  -  <<">!  •••*[«+«-  (.«ic«^*)  -  /('')3 


— rJlvv    — r-2;vv 

(Xni)  ><e        ''=^        -e        "=* 


I 


NO  s/?2rf   rfie  Größen  x  und  y  miteinander  verknüpft  durch  die  GU- 

cliunfjen: 
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(XIV)  ^yt,3  =  2l*'^l^w> 

hei  denen  mr  Abkürzung: 

(XV)  \B,v\-e     '-' 

gesetzt  ist,  die  Summatian  Ober  dUe  r^^  Th.  Giar.  [a\  auszudehnen  ist  und 
h]  eine  beliebige  Th.  Char.,  (q%  (pW),  •  - .,  ((>(*'•))  aber  2r  Per.  Char. 
bezeichnen^  welche  den  Bedingungen  (XII)  genügen. 

Bezüglich  der  hier  auftretenden  Charakteristiken  gilt  das  zum 
XXXVm.  Satz  pag.  308  Bemerkte. 

Denkt  man  sich  in  der  Gleichung  (XIV)  die  Per.  Char.  (q^^^),  •  •  > 
(p^'''))  festgehalten  und  läßt  an  Stelle  von  [rj]  der  Reihe  nach  die  r^'' 
Th.  Char.  treten,  so  entsteht  daraus  ein  System  S  von  r^^  Glei- 
chungen, welche  alle  auf  ihren  rechten  Seiten  die  nämlichen  r'^ 
Großen  x^^^  haben;  aus  den  r^^  Gleichungen  dieses  Systems  S  sollen 
im  folgenden  durch  lineare  Verbindung  neue  Gleichungen  abgeleitet 
werden. 

Zu  dem  Ende  verstehe  man  unter  (a^),  (oj),  •••,  (a^)  irgend  m 
unabhängige  Per.  Char.,  bilde  zu  ihnen  als  Basis  die  zugehörige 
Gruppe  A  von  5  =  r™  Per.  Char.  (a^),  (a^),  •••,  (a,_i)  und  lasse  in 
der  Gleichung  (XIV)  an  Stelle  von  [i^]  der  Reihe  nach  die  s 
Th.  Char.  [i^aj,  [i?aj,  •••,  [i?a,_i]  treten,  indem  man  unter  [iy]  wieder 
eine  beliebige  Th.  Char.  versteht.  Diese  s  Gleichungen  multipliziere 
man,  indem  man  mit  [g]  ebenfalls  eine  beliebige  Th.  Char.  bezeichnet, 
mit  I  «07  5 N  ö^i,  S  Ij  •  >  I  ö,_i?  5 1  beziehlich  und  addiere  sie  zueinander. 
Man  erhält  dcmn  zunächst  die  Gleichung: 

(49)     »*^|a„,g|yt,,^,=^|f,,,|art.,(2l«,«a|-|«a,Sl)- 

In  dieser  Gleichung  besitzt  die  am  Ende  stehende,  in  besondere 
Klammem  eingeschlossene  Summe 

(60)  2'N-5'«<.i=i7  2«  "=' 

a=0  x  =  l     \^  =0  / 

nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  und  zwar  den  Wert 

■  f**,  wenn  die  Per.  Char.  («  —  Q  zu  den  m  Basischarakteristiken  («i),  (oj), 

'••,  («^)  und  daher  zu  allen  s  Per.  Char.  der  Gruppe  Ä  syzygetisch  ist; 

älcher  Per.  Char.  gibt  es  aber,  wie  in  §  2  bewiesen  wurde,  im  ganzen 

-•  r**-**  und  sie  bilden  die  zu  Ä  adjungierte  Gruppe  B  von  t^^r^^'^ 
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Per.  Char.  (6^),  (6i),  ••,  (^/_i),  deren  Basischarakteristiken  (/Ji),  (Ä), 
*";  iß^p-m)   2|9  — m  unabhängige  Lösungen  der  m  Gleichungen: 

(51)         \a,,x\=^  +  l,     \a,,x\^  +  l,   •  • -,   \a^,x\^  +  l 

sind.  In  der  auf  der  rechten  Seite  von  (49)  stehenden  Summe  bleiben 
also  nur  jene  t  Glieder  stehen,  für  welche  [«]  eine  der  t  Th.  Char.  [f  6,1 
[S^i]y  "'}  [t^t-il  i^^;  ^^^  ^^^  erhält;  wenn  man  noch  linke  and 
rechte  Seite  durch  r^  dividiert,  das  Resultat:  . 

m.  Satz:  Sind  (a^),  (aj,  •  •  •,  (a,«i)  die  s  «-=  r~  Per.  Char. 
einer  beliebigen  Gruppe  A  vom  Bange  m,  (6J,  (6^),  •••,  (6|.i)  * 
l^  fip-m  p^  Char,  der  dajsu  adjungierten  Gruppe  B  und  heMeidmm 
\ri\  und  [g]  irgend  zwei  Th,  CJiar,,  so  besteht  zwischen  den  unter  (Uli) 
definierten  Größen  Xy  y  die  Gleichung: 

(XVI)  r*-'»2'l««5lyi,-<,i-is,'?l2l^,'?l%».i, 

a=0  *=« 

aus  der  insbesondere  ßr  m=p  die  halbe  Umkehmng  der  Formd (UV): 

(XVII)  2l«a,s|y[,.„,  =  l&'?l2'l*<'''l%M 

und  spegieU  für  eine  Cröpelsche  Gruppe  Ä  die  Gleiehwng: 

(xvni)  ^l««"  Slyi,-«)  =  I&'jI  2'l«<"'?l  %.al 

a=sO  aaaO 

hervorgeht, 

oder  in  anderer  Fassung: 

IV.  Satz :  Sind  hol  hJ,  •  • ',  h,-il  5  =  r^,  und  [g^],  [fj, •  •  •,  [{,-J 
t  =  y2;)-m^  ^^^  adjungierte  Systeme  von  Ui,  Char.,  so  ist: 

»—1  <— 1 

(XIX)      »•''-"2l'?»'5oly[,a]  =  ho,Sol2lf.''?ol%.]-' 

In  der  Gleichung  (XVI)  kann  man  sowohl  für  [ly]  wie  f3r  [S 
eine  jede  der  r^P  Th.  Char.  setzen;  es  entstehen  aber  aiÜF  diese  Wei» 
im  ganzen  nur  r^^  verschiedene  Gleichungen,  die  man  sämtlich  nni 
jede  nur  einmal  enthält,  wenn  man  mit  {%")}  («i')>  ***;  (^/-i)  ^ 
t  =  r^p-m  pgj.  Char.  einer  zu  A  konjugierten  Gruppe  A\  und  eben» 
^it  (V)^  (^lO^  •••j  (Pi-i)  die  s  =  r^  Per.  Char.  einer  zu  B  b»* 
jugiei-ten  Gruppe  JB'  bezeichnet  und  sodann  an  Stelle  Ton  [if]  ^ 
Reihe  nach  die  t  Th,  Char.  eines  Systems  [^a^^^,  Iv^lf  •'•»  h^-«1 
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lle  von  [t]  der  Reihe  nach  die  j?  Th.  Cbar.  eines  Systems 
iil  [JVl  **'»  [£^<-i]    B^*^2t,    wo    [r/],   [£]    beliebige  Th.  Ghar,   be- 
Amen.     Das  System  S'  dieser  r***  Gleich imgen  kann  man,  wenn 
noch  der  Einfachheit  wegen  h]='[£]  =  [0]  setzt,  durch  die  Formel: 
t— 1  *— 1 


eren. 

Die  r^^  Gleichungen  (52)  des  Systems  S'  können  in  t  ^  t^p-^ 
tppen  von  je  s  =  r"*  Gleichungen  eingeteilt  werden,  indem  man 
»iner  Gruppe  alle  diejenigen  Gleichungen  zusammenfaßt,  für  welche 
auselben  Wert  besitzt  und  die  sich  daher  nur  durch  verschiedene 
rte  von   X  unterscheiden.     In    einer  solchen   Gruppe  treten    dann 

der  linken  Seite  jeder  Gleichung  immer  dieselben  r^  Größen  y 
^   während  irgend  zwei   rechte  Seiten  dieser  Gleichungen  niemals 

Größe  JL-  gemeinsam  haben  und  die  rechten  Seiten  zusammen- 
ommen  demnach  die  sämtlichen  r*^  Größen  x  und  jede  nur 
mal  enthalten.  Aus  jeder  solchen  Gruppe  kaim  man  dann  durch 
lende  Verbindung  der  ihr  angehörigen  Gleichungen  rückwärts 
ienigen  r"*  Gleichungen  (XIV)  des  Systems  S  erhalten,  deren 
;e  Seiten»  abgesehen  von  dem  Faktor  r^,  von  den  auf  den  linken 
;en  der  Gleichungen  der  Gruppe  vorkommenden  Größen  t/  gebildet 
:den  und  die  auch  ausschließlich  bei  der  Herstellung  der  Glei- 
sigen (52)  der  Gnippe  auf  Grund  der  Formel  (XIV)  in  Betracht 
Eimen.  Entsprechend  kann  das  ganxe  System  S*  der  Gleichungen 
)  das  ursprüngliche  System  S  der  Gleichungen  (XIV),  aus  dem 
abgeleitet  wurde,  in  jeder  Beziehung  ersetzen»  insofern  als  man 
ch  passende  Verbindung  der  r^^  Gleichungen  von  S'  rückwärts 
der  die  r***  Gleichungen  (XIV)  des  Systems  S  erhalten  kann.  Das 
ftem  S  der  Gleichungen  (XIV)  kann  selbst  als  ein  spezielles,  dem 
prte  f?i  ^  0  entsprechendes  System  S'  angesehen  werden. 

Wie  aus  der  durchgefilhrten  Untersuchung  hervorgeht,  ist  das 
Item  S'  der  Gleichungen  (52)  vollständig  bestimmt,  sobald  die 
ippe  der  Ä  =  r*"  Per.  Char.  (a^),  (04),  •",  (ö,.i)  gegeben  ist,  und 
jekehrt.  Daraus  folgt,  daß  die  Anzahl  aller  möglichen  Systeme 
mit  der  Anzahl  aller  möglichen  Gruppen  von  Per.  Char.  überein- 

ThetafunktioDen ,  deren  Charakteristiken  aus  gebrochenen  Zahlen  mit 
n  Nenner  r>2   bestehen,  habe   zuerst   ich*)  für  den  speziellen  Fall 


I)  Kraser,  Vlh^  Ilietafunetioneii,  deren  Charakteristiken  aus  Dritteln 
er  Zatüen  gebildet  sind.  Hab, -Schrift.  Würzburg  iHSä  u»d  Math.  Aiiii« 
22.    li^SS,  pag.  116;  vergL  auch  §  7  dieses  Kapitels. 
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r  =  3  und  p  »  1  eingeführt;  ich  habe  für  diese  Funktionen  die  Foimei 
(XIV)  aufgestellt  und  auf  Grund  derselben  die  zwischen  ihnen  bestehente 
Beziehungen  ermittelt.  Meine  Untersuchungen  haben  später  durch  Hein 
Schleicher^)  eine  Fortsetzung  gefunden,  indem  derselbe  ihnen  das  Ai- 
ditionstheorem  und  das  ümkehrproblem  der  aus  den  genannten  Funk- 
tionen  gebildeten  Quotienten  hinzufOgte. 

Daß  sich  die  nämlichen  Untersuchungen  für  jene  ThetafonktioMS 
einer  Veränderlichen,  bei  denen  der  gemeinsame  Nenner  r  der  Gharakte- 
ristikenelcmente  5  oder  überhaupt  eine  ungerade  Zahl  ist,  ansteUen  lassei 
ohne  wesentlich  neue  Hilfsmittel  zu  erfordern,  war  einzusehen;  dien 
Untersuchungen  hat  für  den  Fall  r  =»  5  Herr  Sievert*)  darchgeflkhri 

Nun  lag  andererseits  auch  der  Oedanke  nahe,  die  in  meiner  Hili- 
litationsschrift  angestellten  Untersuchungen  auf  Thetafunktionen  mehrerer 
Veränderlichen  auszudehnen,  umsomehr  als  die  zur  Grundlage  dieneode 
Formel  sich  ohne  weiteres  für  beliebiges  p  aufstellen  ließ.  Die  Durch- 
führung dahin  gehender  Untersuchungen  erforderte  zunächst  eine  Chank- 
teristikentheorie;  die  Lösung  dieser  Aufgabe  hat  Herr  y.  Braun mühl*) 
unternommen.     Zu  diesen  Untersuchungen  ist  das  folgende  zn  bemerken. 

Der  Begriff  des  Charakters 

p 
— ^VV 

(53)  |.|  =  e      ^-' 

und  die  Einteilung  der  r^^  Th.  Char.  in  Klassen,  je  nachdem 

(54)  |£|  =  1,     o-  ,     e'-  ,    ...,    e      ^ 

ist,   dürfte  verfehlt  sein,   da  einmal  die  Einführung  des  geraden  und  oo- 


1)  Schleicher,  Darstellung  und  Umkehrung  yon  Thetaquotienten,  defS 
Charakteristiken  aus  Dritteln  ganzer  Zahlen  gebildet  sind.  Inaug.-Diss.  Wöiir 
bürg  und  Progr.  Bayreuth  1890;  dazu  auch:  Sievert,  Beiträge  zur  Behandlnif 
des  ümkehrproblems  von  Thetaf unctionen ,  deren  Charakteristiken  aus  Dritteh 
ganzer  Zahlen  bestehen.     Nürnberg  1893. 

2)  Sievert,  Über  Thetafunctionen,  deren  Charakteristiken  aus  FiSnfteh 
ganzer  Zahlen  bestehen.    Progr.  Nürnberg  1891  und  Bayreuth  1896. 

S)  V.  Braunmühl,  Note  über  /)- reihige  Charakteristiken,  die  aus  Dritteb 
ganzer  Zahlen  gebildet  sind,  und  das  Additionstheorem  der  zugehörigen  Tkete- 
funetionen.  Erlanger  Sitzb.  Uefb  18.  1886,  pag.  87;  Untersuchungen  über  p-nSu^ 
Charakteristiken,  die  aus  Dritteln  ganzer  Zahlen  gebildet  sind,  und  die  A^ 
ditionstheoreme  der  zugehörigen  Thetafunctionen.  München  Abh.  II.  Cl.  Bd.  1* 
1888,  pag.  325;  Über  die  Göpelsche  Gruppe  |)- reihiger  Thetecharakteristikei. 
die  aus  Dritteln  ganzer  Zahlen  gebildet  sind,  und  die  Fundamentalrelatioo9 
der  zugehörigen  Thetafunctionen.  Math.  Ann.  Bd.  32.  1888,  pag.  518;  Über 
Gruppen  von  p-reihigen  Charakteristiken,  die  aus  n**^  g^anaer  Zahlen  gelnUe( 
sind,  und  die  Relationen  zugehöriger  Thetafunctionen  n^'  Ordnung.  ICath.  Am 
Bd.  37.    1890,  pag.  61. 


mit  halben  Zahlen  als  Elementeu 
vorzüglich  deshalb  wichtig  ist,  weil  die  zugehörige  Thetafimktioa 
m  eine  gerade  bez.  ungerade  Fiinktion  ihrer  Argument«  ist,  in  letzterem 
le  also  insbesondere  fiir  die  Nullwerte  der  Argumente  verschwindet, 
aber  ist  der  Charakter  |  f  |  einer  Th.  Char,  mit  halben  Zahlen  als 
imenten  ein©  für  die  lineare  Transformation  invaiiante,  also  eine  wesent- 
le  Eigenschaft  der  Th,  Char,;  auch  dieser  Umstand  fUllt  für  die  Theta- 
iktionen  ^[f]^(t«)),  bei  denen  r  >  2  ißt»  weg.  Dazu  kommt  noch^  daß, 
Herr  v.  Braunmühl  übersehen  hat,  aile  dahingehörigen  Abxühliingeü, 
esondere  die  Bestimmung  der  Anzahlen  der  Th.  Char.  von  gegeb6nen[i 
Mrakter  nur  fdr  den  Fall,  wo  r  eine  Primzahl  ist,  gelten.  Schon  der 
idlegende  VTL  Satz  pag.  66  *)  ist  nur  für  diesen  Fall  richtig.  So 
sich  die  Charakt-eristikentheorie  bis  jetzt  wesentlich  auf  den  Be* 
der  Gruppen  von  Per.  Char,  und  Systemen  von  Th.  Char.  beschränken 
,  und  hier  nur  die  syzygetischen  Gruppen  bez.  Systeme  hervorheben. 
Schaffung  von  F.  S.  von  Per.  Char,  oder  Th.  Char.  dürfte  dagegen 
ttifaUs  verfehlt  sein,  da  die  den  F.  S.  bei  den  Charakteristiken  mit 
ben  Zahlen  als  Elementen  zukommenden  wichtigen  Eigenschaften  keine 
idehnung  auf  den  Fall  r  >-  2  gestatten, 

Ist  die  Charakteristikentheorie  geschaffen,  so  wird  weiter  die  Formel 
T)  als  Grundlage  der  CFntersuc hangen  über  die  Additionstheoreme  und 
die  zwischen  den  r^^  Funktionen  be.stehenden  Beziehungen  zu  dienen 
ten.  Diese  Formel  wurde  als  Verallgemeinerung  der  von  mir  meiner 
bilitationsschrift  zu  gründe  gelegten  Formel  von  Herrn  Prym  und 
*)  ftufgestellt. 


§5. 

Bas  Additionstheorem  far  die  Quotienten 
der  Funktionen  id^[*]/(iMi 

Die  im  vorhergehenden  Paragraphen  gewonnenen  Formeln  haben 
die  Thetafunktionen  '^[*]^((w))  die  nämliche  Bedeutung  wie  die 
emannsche  Thetaformel  und  ihre  Folgerungen  für  die  Funktionen 
i^liC^Ü?  ^^^  liefern  durch  passende  Spezialisierung  der  in  ihnen 
rkommenden  Variablen  und  Charakteristiken  einmal  die  Additiona- 
^teme  für  die  Quotienten  der  Funktionen  ^[«Iriw))  wnd  sodann  die 
Isclien  den  r^**  Funktionen  bestehenden  Relationen. 

Um   die  Additionstheoreme  zu  ei'halten,   setze  mau  im  U,  Satze 
»,.=  1,2,    ..,1,: 


1)  V.  Braunmühl»   Über  Gruppen   von  p-reihigen  Charakt.  eta.     Math. 
.  Bd.  37.    1890,  pag,  66. 

2)  Krazer  und  Ftjm^   Über  die  Verallgemeinerung   der  Hiemann^dcben 
etaforroe].     Acta  maih.  Bd.  3.    1883,  pag«  240. 
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fit         f      M         f*  fi  y 


(55)        «     =0,     <    =0, 


'(1)  Kl)  '(8)  /(8)  KS*-)  '(S'') 

indem  man  unter  den  Uy  u    ganze  Zahlen  versteht,  welche  den  if 
Bedingungen: 

(56)  f^f^       ^   f  '  o.=i.v-.>i 

'(1)   I        'W   I  I        '(Ar)        A 

%+%+•••  +  %      ""Ö 

genügen.    Man  erhält  dann: 

(57)  ^(^['^•^J^«"+''D*[«^*'M«-''l*k"l((oj-*K>UO)  j 

— r--2vA 

Indem  man  sodann  aus  dieser  Formel  eine  zweite  ableitet,  b« 
der  an  Stelle  der  a  andere  Zahlen  ß  treten,  welche  denselben  Be 
dingungen  genügen  wie  die  a  und  für  welche  zudem 

(58)  ^;:>  =  «;:>  c«=..V  ,r 

ist,  und  die  beiden  Gleichungen  durcheinander  dividiert,  erhält  mm 
den  Quotienten       L«    Jr<L^iiJ^  rational  ausiredrückt   durch   die  Quo- 

tienten     ^Wr^"*)     und    ■■^^^^-^~- .    und   es   treten    als    KoeffizienfceD 

dabei  außer  Einheitswurzelu  die  Nullwerte  dieser  Quotienten  auf. 

Diese  Additionstheoreme  sind  von  den  Herren  Schleicher*)  vd 
Sievort*)  für  die  speziellen  Fälle  i>  =  1,  r  =  3  und  2>  =  1,  r  =  5  auf- 
gestellt und  zur  Lösung  des  ümkehrproblems  der  Thetaquotienten  ver 
wendet  worden. 


1)  Schleicher,  Darstellung  und  Umkehrong  von  Thetaquot.  etc.  Inaug.-DiA 
Würzburg  und  Progr.  Bayreuth  1890. 

2)  Sievert,  Beiträge  zur  Beh.  des  Umkehrpr.  etc.     Nürnberg  1898  ra^' 
Über  Thetafunctionen  etc.    Pio^.  'f^ümberg  1891  und  Bayreuth  1896. 
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§  6. 

Über  die  swlschen  den  r^*'  Funktionen  d^l^l^Cti}) 
bestehenden  Relationen. 

Ebenso  wie  sich  die  üntersuchungeo  über  die  Radiationen  zwischen 
2^^  Funktionen  #[£]a(i«))  im  allgemeinen  auf  die  Relationen 
ihen  den  Quadraten  dieser  Fonktionen  als  den  Thetafunktionen 
iter  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [0]  foeachränken,  so  werden 
ch  die  Untersuchungen  über  die  zwischen  den  r^''  Funktionen 
mJ  bestehenden  Relationen  auf  jene  Verbindungen  dieser  Funk- 
len  beschranken,  welche  Thetafunktionen  r**'  Ordnung  mit  der 
rakteristik  [0]  sind;  dies  sind  aber  außer  den  r**™  Potenzen  der 
aktionen  ^[f]f(J«))  ^^^^^  *^''^  Produkte  von  solchen  r  unter  ihnen, 
©n  Charakteristikensumuie  gleich  [0]  ist;  die  ersteren  sollen  kurz 
Thäapoteiizeft\  die  letzteren  „d'^  voUständtffm  Th€taprodukt&' 
lanni  werden.  Da  im  allgemeinen  weder  die  einen  noch  die 
eren  gerade  oder  ungerade  Funktionen  des  Argumentensystems 
srndy  so  gelten  die  beiden  folgenden  Sätze: 

V,  8&tB:  Zwischen  rf  +  1  Tfwkipotensen  uml  voUständiffen  TlieUxr 
ilukku  existierte  st<:Ms  dm  hmnogent  lineare  Kdotion. 

VI,  Satis:  Durch  r^  lincaninabhättgige  Tfietapotemen  oder  voll- 
wdiffe  Thetaprodtüäe  läfJi  sich  jede  weitere  dieser  Funktiofien  homogei% 
■  linear  amdrucken. 

Zur  Gewinnung  dieser  Relationen  dienen  gleichfalls  die  Formeln 
vorletzten  Paragraphen.  Setzt  man  nämlich,  indem  man  unter 
*•,  u    unabhängige  Veränderliche  versteht: 


.t^) 


C«-!,». 


.P) 


ferner: 

1  legt,  während  (x)  eine  ganz  beliebige  Per  Char.  bezeichnet,  den 
Char.  (p<*0,  ••.,  (pf-^)),  (tft^J),  ...,  (er^'*>)  die  Bedingimgen: 

((><*)  p<«)  -  •  ^  (»«-))  =  (0),      ((j<»)  <y<^)  *  - .  ^^y)  =  (0) 
sodafi 

^  80  werden  die  Ausdrücke  (XIII)  zu: 
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21..    ^ 


(63)  ,^.    !• 


»[x  +  €-  Q^^mu}  . . .  ^[X  +  £  -  pC*-: 


und  die  Formeln  (XIV)  und  (XVI)  — (XIX)  gehen  in  lineare  Re- 
lationen zwischen  vollständigen  Thetaprodukten  bez.  Thetapotenzen 
über,  aus  denen  nunmehr  durch  bloße  lineare  Verbindung  jene  Glei- 
chungen entstehen,  vermittelst  welcher  alle  die  genannten  Funktionen 
durch  r^  passend  gewählte  unter  ihnen  linear  und  homogen  aus- 
gedrückt werden  können. 

Vergl.  dazu  für  i)  =  1  bei  mir,  Schleicher  und  Sievert  a.  a.  0^ 
für  7?  >  1  bei  V.  Braunmühl  a.  a.  0.  Es  ist  jedoch  zu  bemerken,  diß 
bei  spezielleren  Untersuchungen  in  dieser  Bichtung,  was  v.  Braunmübl 
übersehen  hat,  der  Fall  eines  geraden  r  von  dem  eines  ungeraden  ge- 
trennt werden  muß;  in  welcher  Weise  dies6  beiden  Falle  verschieden  m 
behandeln  sind,  habe  ich^)  in  einer  Abhandlung  gezeigt,  in  der  die  Fngt 
nach  den  Bedingungen  der  Lineamnabh&ngigkeit  von  t^  voUständiga 
Thetaprodukten  erörtert  wird. 

Betrachtet  man  dann  die  gewählten  i^  linearunabhängigen  Funk- 
tionen als  homogene  Punktkoordinaten  im  Räume  von  t^  —  l  Dim«^ 
sionen,  die  Argumente  u^,  -"yU^  aber  als  bewegliche  Parameter,  n 
wird  dadurch  ein  algebraisches  Gebilde  von  p  Dimensionen  in  diesem 
Räume  definiert,  und  es  handelt  sich  noch  um  die  weitere  An^^ 
solche  rP  —  p  —  1  Relationen  zwischen  den  t*  linearunablun^gai 
vollständigen  Thetaprodukten  oder  Thetapotenzen  au&usnchen,  welche 
dieses  Gebilde  vollständig  definieren. 


§  7. 

Der  besondere  Fall  p=:l,  r  =  8. 

Die  neun  verschiedenen  Thetafunktionen  des  Falles  p=l,  r»3 
gehen  aus 

(64)  *[«](«)  =^e 


1)  Krazer,    Über    lineaxe    Relationen    zwischen    Thetaprodacten.    A<^ 
math.  Bd.  17.   1B93,  pag.  I^X, 
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hervor,  wenn  man  c  und  c  der  Reihe  nach  die  Werte  0,  1,  —  1  an- 
nehmen laßt.  Ist  (a)  eine  beliebige  der  8  eigentlichen  Per.  Ghar. 
und  (ß)  eine  zweite  davon  unabhängige,  so  kann  man  die  8  eigent- 
lichen Per.  Char  in  der  Porm^): 

(65)      («),   (-«),   (ß),   {ß  +  a\  (ß-a),   (-ß),   (-ß  +  a),    (-ß--a) 

darstellen.    Es  gibt  vier  Gruppen  von  Per.  Char.  vom  Bange  1 : 

(0),     («),  (-«); 

(0),    (ß),  (-/J); 

(««)  (0),     (ß  +  a),    i-ß-a); 

(0),    (/»-«),    (-/»  +  «); 

und  entsprechend  vier  Komplexe  von  je  drei  Systemen  von  Th.  Ghar.: 
[0],        [a],  [-«];  [0],        liJ],  [-/Sl; 

[ßl     [/»  +  «],     W-«];       W,      [«  +  ßl      [«-^]; 
[-  ßl  [-ß  +  «],  [-ß-  «];    [-  «],  [-  «  +  ßl  [-  «  -  ßl 

(67) 

[0],      [^  +  «3,      [-/»-«];    [0],      [/}-«],      [-/}  +  «]; 

M,      [/»-«],     [-ffl;         M,      [/»],  [-/J-«]; 

[-«],  [^],  [-^  +  «3;    [-«],  [/J  +  «],      [-/J]. 

Neben  den  9  Thetapotenzen  ^[e](tt)  existieren  also  12  vollständige 
Thetaprodukte  ^[x](tt)  »[x  +  i}](u)d[x  — 1}](»);  diese  21  Funktionen 
nnd  Thetafonktionen  dritter  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [0];  im 
folgenden  sollen  durch  die  drei  unter  ihnen: 

*[0](«)  d[«](tt)  *[-«](«);    »[ßKu)  *[^  +  «](u)  »[ß-a]{uy, 

die  18  übrigen  linear  ausgedrückt  werden. 
Zu  dem  Ende  setze  man  zur  Abkürzung: 

(69)  c»        =|£|,      c»  =1«,  121, 

femer: 

*M  W  *[« + i](»)  *[*  -  A](u)  •  i  X  i  =  *  { «,  A }  (it), 

^    ^  d'MW-l^l-^'lxK«); 

auch: 


1)  Die  hier  angewandte  von  den  Festeetzungen  der  §§  2  und  3  abweichende 
Bauichiiiiiigsweise  bedarf  keiner  Erlänternng. 
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(71)  »{x,im^»{x,l},      d»{«}(0)-d«{«}. 

Setzt  man  dann  noch  in  (63): 

,„„.  (9"0  =  (O),     (P«)  =  («),    ((»<'>)  =  (-«), 

^'')  («<•>)  =  (0),   («<»))  =  (Ä,  («<»')  =  (-«, 

so  wird: 

^     ^  x,.,  =  \x,B\»[B,ß]»[x  +  e,a](u) 

und  die  aus  (XVUI)  folgende  Gleichung: 

(74)  y[0]  +  y[^  +  Vi^fi]  =  ^[0]  +  ^[^  +  ^[-/n 
liefert  nach  einfachen  Rechnungen  die  Formel: 

[»{0,  a]  +  »{ß,a]  +  »{-ß,a]]»{x,  ß](u) 

(75)  =*{0,  ß][»{x,  «}(«)  +  \x,  ß\»[x  +  ß,  «}(u) 

+  \ß,x\»{x-ß,a}(u)l 

Vermittelst  dieser  Formel  erhält  man  zunächst^  indem  man  der  Reih« 
nach  (x)  »  (O)y  {a),  {—€c)  setzt,  durch  die  drei  vorgelegten  Thet» 
Produkte: 

(76)  *{0,  «)(»),    »{ß,a](u),    »{-ß,a](u) 

die  drei  Thetaprodukte: 

(77)  »\0,ß)(u),    »{a,ß}iu),    »{-a,ß}iu) 

imdy  indem  man  dann  in  diesen  Formeln  an  Stelle  von  (ß)  saers 
{ß  +  a)  und  sodann  (ß  —  a)  treten  laßt,  auch  die  6  übrigen  toU 
standigen  Thetaprodukte: 

»{0,ß  +  a)(u),    »{a,ß+a}(u),    »{-a,  ß  +  a](u), 

^'^^        *{0,/S-«)(u),    »[a,ß-a)(u),    »{-a,ß-a](u) 

linear  ausgedrückt 

Setzt  man  dag^en  in  (63): 

(9(t))-(p(«))  =  (p(^)_(0), 

(79)  («<")- (0),    («<»>)-(«),    (««)-(-«), 

(«)  -  (0), 
80  wird: 

und  die  aas  (XVlll)  folgoide  Glnehniig: 

,o,>>  >.,i  +  .«»^s^,+.j+K»' 

^   ■  -Itima  +  k 


Darstellung  aller  Funkt,  durch  3  xoUat  TbetApr6auit8T 
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die  Formel: 

Vermittelst  dieser  Formel  kann  man  aber^  indem  man  an  Stelle  von 

j[iy)    der   Reihe   nach   die   Charakteristiken   (0),  (ß)  und  (— ß)   treten 

it    und    die    drei   so   entstandenen  Gleichungen   zueinander  addiert, 

l4H{5}(?i)  also,  indem  man  an  Stelle  von  [£]  der  Reihe  nach  die  9  ver* 

»chiedenen  Th.  Chan  setzt,  die  9  Thetapotenzen  linear  durch  die  drei 

-forgelegten  Thetaprodukte  (76)  ausdrücken. 

Damit  ist  die  Aufgabe  gelöst,  durch  die  drei  Thetaprodukte  (76) 
die  neun  übrigen  vollständigen  Thetaprodukte  und  die  neun  Theta- 
potenzen linear  darzustellen.  Bevor  die  zwischen  den  Funktionen 
[76)  selbst  bestehende  Gleichung  abgeleitet  werden  kann^  ist  es  nötig, 
lie  Nullwerte  der  neun  Thetafiioktionen  imd  die  Relationen  zwischen 
Jmen  zu  untersuchen. 

Man  wird  dabei  zunächst  anmerken,   daß  von  den  neun  Werten 
►[(](0)  acht  infolge  der  aus  (IX)  folgenden  Beziehung 

ppuirweise  einander  gleich  sind,  und  daß  infolgedessen  auch 
(84)  &>|-e|  =  *»l*l,    »\-B,v\^»\f,n\ 

fieirachtet  man  nun  zunächst  die  vier  Quotienten; 


IR5^ 


*         »{0,ß  —  a\  > 


^liefert  die  Formel  (75),    wenn  man  in  ihr  (x)  =  (a)  und  w  =  0 
zwischen  C|  und  c,  die  Gleichung ; 

1(86)  {l+2c^)c,^\-c, 

er: 

t»7) 


tinrl    da    r, . 


wnut    man   {ß)    «lurch  {ß  -f  et)  bez.   (ß  —  a)  ersetzt,   in 
.  aber  in  c^  bez.  c^  übergeht,  so  ist  weiter^ 


^^un  man  tui  Aukur^.ujig 


^  r 


otzc 
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also: 

(90)  c,c,c,^  '-"^ 


l  +  8cj 

Die  aus  den.  Nnllwerten  der  Thetapotenzen  gebildeten  Onotienten 
lassen  sich  auf  Grund  der  Gleichungen: 

(91)  IF^fö]""^^»^*'  jPTöy^^^*' 

mit  Hilfe  von  (89)  und  (90)  gleichfalls  durch  die  eine  GröBe  e^ 
ausdrücken. 

Alle  im  folgenden  auftretenden  Relationen  zwischen  ThetanuB- 
werten  werden  durch  Einführung  des  einen  Parameters  q  identiflcl 
erfüllt. 

Man  betrachte  jetzt  die  drei  Thetaprodukte  (76)  als  homogene 
Punktkoordinaten  in  der  Ebene,  setze  also: 

(92)  x,^»{0,a](u),    x,  =  »{ß,a){u),    a^  =  ^{-ft  «}(ii). 

Indem  man  u  als  beweglichen  Parameter  betrachtet,  wird  durch  die« 
Gleichungen  eine  ebene  Kurve  definiert,  und  es  handelt  sich  dima 
ihre  Gleichung  aufzustellen.  Drückt  man  aber  mit  Hilfe  der  Fonnel 
(82)  in  der  oben  angegebenen  Weise  die  drei  Thetapotenzen  ^{0)(«), 
^^{a)(u)  und  d'^[  —  a)(u)  durch  x^,  x^y  x^  aus  und  multipliziert  die 
drei  so  entstandenen  Gleichungen  miteinander,  so  erhalt  man  nidi 
einfachen  Rechnungen  zwischen  x^^  x^^  x^  die  Gleichung: 

(93)  a:J  +  a|  +  a;J  +  Qax^x^x^  =  0, 
wobei: 

(^/i\     /.  =  -  1  ^M0}  +  2»M«} i  +  M 

ist. 

Damit  ist  bewiesen,  daß  die  vorher  genannte  ebene  Kurve  eiie 
allgemeine  Kurve  dritter  Ordnung  ohne  Doppelpunkt  ist^).  Eu» 
solche  Kurve  besitzt  9  Wendepunkte,  die  zu  je  dreien  auf  12  6e- 
raden,  den  Wendepunktlinien,  liegen;  diese  12  Wendepunktlinien  hw 
man  in  4  Gruppen  zu  je  3  so  anordnen,  daß  die  3  Linien  eütf 
Gruppe  zusammen  alle  9  Wendepunkte  enthalten;  von  solchen  3  Wöide- 
punktlinien  sagt  man,  daß  sie  ein  Wendepunktdreieck  bilden,  und  vi 
ein    solches  Wendepunktdreieck  als  Koordinatendreieck  bezogen  U 

1)  Clebsch,  Vorlesungen  über  Geometrie;  bearb.  von  Lindemann.  fi^  ^ 
Lpz,  1876,  pag.  497. 
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die  Euire  eine  Gleichung  von  der  Form  (93).  Dabei  berechnet  sich 
die  Eonstante  a  aus  den  Invarianten  8  und  T  der  allgemeinen  Form 
dritten  Grades  vermittelst  der  Gleichung  12.  Grades: 


S84a»(o«  — 1)» 


(®^)  T«  ■"  (8a«  +  20a»  -  1)« ' 

die  9  Wendepunkte  aber  haben  die  Koordinaten: 


0  :      1 
(96)       -T»:      0 

1  :-T 


-1, 
0, 


0:      1   : 

-1:      0  : 

1:-*»: 


0 

1,  -T 

0,  1 


—  T* 


1, 

0, 


wo  r  in  Übereinstimmung  mit  Früherem  eine  primitive  dritte  Ein- 
heitswarzel  bezeichnet. 

Würde  man  in  (92)  an  Stelle  der  Charakteristik  (ß)  die  Charak- 
teristik (ß  +  a)  bez.  (/)  —  a)  setzen,  so  würden  rc^,  o;,  in  tx^,  tx^  bez. 
t^Zf,  x^x^  übergehen,  also  auch  a  in  ra  bez.  t^a.  Es  entspricht 
diesem  Umstände  die  Eigenschaft  der  Gleichung  (95)  in  sich  über- 
zugehen, wenn  man  a  durch  ta  oder  t'a  ersetzt. 

Dem  Übergange  von  einem  Wendepunktdreieck  als  Eoordinaten- 
dreieck  zu  einem  anderen  entspricht  der  Übergang  von  x^,  x^,  x^  zu 
drei  anderen  vollständigen  Thetaprodukten: 

(97)  <-d{0,^)(u),    <-*{«, /}}(u),    «,'=*{-«,/»}(«), 

deren  Charakteristiken  einen  Komplex  von  3  Systemen  von  Th.  Char. 
bilden,  Termittelst  der  aus  (75)  durch  Yertauschung  von  (a)  und  (ß) 
folgenden  Gleichungen: 

(98)  x,~h  (x^  +tx;+  T»»,'), 
wo: 

7. «10,  «  ) 


1äL''iy^  Gldehang  dritten  Qrades  (93)  geht  dabei  Ober  in: 


a- 


1—« 

l  +  Sa 


Übfligange  die  Eigenschaft 


396  VIU.  7.   Der  besondere  Fall  p  =  1,  r  =  8. 

1  — « 
der  Gleichung  (95)  ungeändert  zu  bleiben,  wenn  man  a  durch  yxu 

ersetzt. 

Wählt  man  den  beiden  noch  übrigen  Wendepunktdieiecken  ent- 
sprechend 

x,'=»{0,ß  +  a)(u),    x,'=»{a,ß  +  «}(u), 

x,'=»{-a,ß  +  a](u) 


(102) 
oder 

(103) 


so  tritt  an  Stelle  von  a   die  Größe  7-r-s —  bez,  7-7-^,-  • 

Die  beiden  Substitutionen  S    a  =  ta  mit  der  Periode  3  und  I 

a  =     7"       mit  der  Periode  2  geben  Anlaß  zu  der  Gruppe  von  12 

Substitutionen: 

1,         5,  S», 

(104)  ^f         ^^'        ^^f 

TS,      STS,      S^TS, 

welche  alle  die  Gleichung  (95)  in  sich  überführen. 

Als  Substitutionen  der  8  eigentlichen  Per.  Char.  (65)  betraditet 
ersetzt  S  die  Per.  Char.  (a),  (ß)  durch  (a),  (ß  +  a\  T  dagegen  durd 
(/J),  (a);  als  Koordinatentransformationen  betrachtet  liefern  endlidi 
die  drei  in  einer  Horizontalreihe  von  (104)  stehenden  Substitutionen 
das  nämliche  Wendepunktdreieck  als  Koordinat^ndreieck,  urahraid 
den  vier  verschiedenen  Horizontalreihen  die  vier  verschiedenen  Wende- 
punktdreiecke entsprechen. 

Die  Gruppe  der  12  Substitutionen  (104)  ist  holoedrisch  isomorpk 
mit  der  Gruppe  der  Drehungen  eines  regulären  Tetraeders  in  sicli, 
und  es  werden  daher  die  Substitutionen  (104)  von  Herrn  Klein ^) 
die  Tetraedersubstitutionen,  die  durch  die  Gleichung  (95)  definierte 
Größe  a  die  Tetraederirrationalität  genannt. 

Noch  wird  man  aus  dem  Vorigen  schließen,  daß  die  12  Wend»- 
punktlinien  im    ursprünglichen   Koordinatensystem    die    Gleichungen: 


1)  Vergl.  Klein,   Über   die   Transformation   der   elliptischen  Functioi« 
und  die  Auflösung  der  Gleichungen  fünften  Grades.    Math.  Ann.  Bd.  14.  \^ 
pag.  111;  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder  und  die  Auflösung  der  GleichsB^  , 
vom  fünften  Grade.    Lpz.  1884  und:  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  6%: 
tischen  Modulfuncücnen,  axx^g^ttib.  Non  Frioke.    Bd.  1.  Lps.  1890. 


105) 
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%  =  0,  ,r,  +     iTj  -f     Xs  =  0, 

:r^  =  0,  Xj  -f  T  Zj  +  t^x^  =  0, 

^8  ^  ^?  ^1  +  ^*%  +  TT  a,  =  0, 

J?!  +  t  arg  +  T  Xj  =  0,  JCi  +  T^x,  +  t'j:,  -=  0, 

x^  +  r"a!:,  +     %  ^  0,  x^  +     ac,  +  r  oTj,  =  0, 

^1  4-     Xf  +  t^x^  =  0,  x^  +tx^+     ^3  =  0 

i;    dieselben   sind    hier   so   angeordnet,    daß  je  3  untereinander 

fende  Wendepunktlimen  immer  ein  Wendepuiiktdreieck  bilden. 
Legt  man  als  Pundamentalfiinktionen^  durch  welche  alle  anderen 
betapotenzen    und    vollständigen    Thetaprodukte    linear   auijgedriickt 
rerden  aollen,  die  drei  Thetapotenaen: 

(106)  .V,  =  *'{0|(m),    y,  =  »"|«}(«),    y,  =  *»{-«}(«) 

11  gründe^  so  geschieht  der  Übergang  von  den  frftheren  Fondamentul- 
inktionen  (76)   zu    den   jetzigen   durch   die   aus  (82)  für   (g)  =  (0), 
lij)  =  (0),  {ß)f  {— ß)  folgenden  Gleichungen: 

a?i  "  *i  (yi  +    yi  +    U%)f 

[107)  ^S.  =  *i(yi  +  ty,  +  TV8), 

^t  =  K  ivt  +  ^%  +  ^  tfi)f 

wo: 

Dadurch  geht  aber  die  Gleichung  (93)  in  die  Gleichung: 

[109)  (i/i  +  yt  +  yi)'  +  6  fc  .vx  y.  y»  =  <^ 

bei  der: 


h  =  - 


l  +  8a' 


-{-(' 


^  I  0.  «  ) 


ölFf 


ind  welche^  wie  unmittelbar  ersiditlich,  aus  der  ersten  Gleichung 
folßi.,  wenn  man  deren  linke  und  rechte  Seite  zur  dritten  Potenz 
f£äbt 

iir  y^  =  —  \j,,   dreifache  Wurzel   der  Glei- 

♦/,  =  O  Wondetangente  im  Wendepunkte 

<»  Wendetangente  in  yi'tff*Ui 

1     f'l      Das    Koordinaten - 

ivten  und  zwar  jenen 

nktlinie 


Da  tiir  fj^  -=  o 
iiutig   iüt,   HO   ist   ili 

deck 


398  Vin.  7.  Der  bernndere  Fall  p=.  i,  r >-  8. 

(111)  yi  +  yi  +  y«-o 

oder 

(112)  x,^0 

liegenden  Wendepunkten  herrühren. 

Solcher  Koordinatensysteme  gibt  es  zu  den  12  Wendepnnkt- 
linien  (105)  gehörig  12  verschiedene.  Da  der  Übergang  Yon  einer 
Wendepunktlinie  zu  einer  in  derselben  Vertikalreihe  stehenden 
durch  Änderung  von  u  um  Periodendrittel  bewirkt  wird,  so  bleibt 
bei  diesem  Übergange  die  Konstante  b  in  der  Gleichung  (109)  üb- 
geändert.  Beim  Übergange  von  einer  Vertikalreihe  yon  (105)  so 
einer  anderen  dagegen  ändert  sich  b,  und  zwar  geht  beim  Übergänge 
von  der  ersten  Vertikalreihe  zur  zweiten: 

(113)  a  in 
zur  dritten: 

(114)  a  in 
zur  vierten: 

(115)  a  in 

über. 

Die  vorstehenden  Resultate  wird  man  schlieBlich  wie  folgt  sh 
sammenfassen: 

VII.  Sats:    Setzt  man  die  drei  homogenen  Punkäcoordinaien  ia 
Ebene: 

(XX)  rr,  =  ^{0,«}(ti),    x,^^ß,a]{u),    ^  =  ^{-ft«}(u) 

%md  betrachtet  u  als  beweglichen  Parameter  ^  so  wird  durch  diese  Glfir 
chungen  eine  allgemeine  Kurve  dritter  Ordnung  ohne  DoppdpuM  it 
finiert;  sie  ist  bezogen  auf  ein  Wendepunktdreieck  als  Koordmlb» 
dreieck  und  hat  die  Gleichung: 

(XXI)  oc^  +  xl^  ocl  +  dax^x^x^^-O, 
wo: 

(XXm  /i  =  _  ^  »'{0}  +  2»'{a} 

ist.    Die  12  Gleichungen: 

(XXini)  ^{x^^}(^)«0 

stellen  die  12  WendepurMlinien,  die  9  Gleichungen: 

(XXIV)  -^»(^lW=-0 


1  — a 

also 

l  in           *<^-">* 

l  +  2a' 

"   »°         l-2o  +  4a»' 

l—xa 

also 

5  in             *(»-'«)• 

l  +  2ra' 

*   •"         l-2r«  +  4T«a« 

1  — T*a 

abo 

,    .                 4(1  — T»o)» 

Endresnltat.  —  Die  ellipt.  Nonnalkurven, 


Im  enthalten 


rfCy  wenn  dk 


^dk  9  Wmilf  >      >  ^n   dar;    von   den    13  W"^^     '  - 
jf  oUe  9    R  r       ,;      kie ,    bildmi  also  ein   Weh  r 

Urti  bei  ihrm   Gleiehungm  auftretenden  Systeme  vof^  Th.  Char.  einem 

vmd  dcmsdhcn  Komplr^v  amjehören;  vmi  den  9   Wendetangenten  hoben 

ihre  Seriihrumjiqninkte    auf  der   nämlichen    Wendepunktlinic^   wetm 

hre  3  ChartiktetistikeH  eiw  System  vtm  Tli.  Char.  bilden.     Wählt  man 

solche  Wtndeiangenteft  als  Koordinatefidrei^eh  seM  also: 

lautet  die  Gleichung  der  Kiirve: 


wo: 


-H 


)  l  +  8ar 


n 


8  H. 

Bie  elliptiBOlien  Normalkurven, 

Mit  &^^(u),  €)^'^(m),  '-^  0''^(u)  seien  r  lineaniBabliängige  Theta- 
aiiktiotien  r^  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [0],  etwa  YoUstandige 
Produkte  von  r  Funktionen  ^[f],-((w)|  oder  r**  Potenzen  solcher  Fank- 
ionen  bezeiclmet.  Versteht  mau  dann  unter  x^,  x^,  -•,  x^  homogene 
itkoordinaten  eines  r  —  l-dimensionalen  Raumes  und  setzt: 


(116) 


m{u), 


(f=l,l.       »r) 


Feil 


wird  durch  diese  Gleichungen,  sobald  man  u  als  beweglichen 
^arameter  betrachtet,  eine  Kurve  in  diesem  Räume  definiert,  welche 
ine  eDiptische  Normalkurve  genannt  wird.  Indeto  u  ein  einzehies 
Periodenparallelogramm  überstreicht,  durchläuft  der  Punkt  (llGj  die 
Kurve  vollständig. 

Mau  wird  dazu  bemerken,  daß  keine  allgemeineren  Kurven  erhalten 
werden,  wenn  man  unter  0^^^(u),  -  ,  Öt''^(«)  Thetafunktionen  r***  Ord- 


1)   Zu   diesem   Paragraphen   vei^gl:    Bianchi,    über   die   Narmalformen 

und    fünfter   Stufe    des    elliptiachen    Integrals    erster   Gattung.     Math. 

I,  Bd.  17,    1880,  pag,  234.     Krazer,  Über  Thetafunctionen ,   deren  Charak- 

eU      Hak-Schrift.     Würzburg  1883    und    Math,  Ann,  Bd.  22.     1883. 

El  ein»   Vorlesungen  ober  die  Theorie  der  elBptifichen  Hodulfanc- 

\^wm  aot^arb»  TOn  Fricke.     Bd.  2     Lpz.  18dS,  pag.  290. 
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nung  mit  einer  beliebigen  Charakteristik  [^  Tersteht,  da  es  nnr  da 
Einftihnmg  eines  neuen  Parameters: 

(117)  u'=»ti  +  ?^^'     % 

bedarf^  um  wieder  zu  Thetafunktionen  mit  der  CliArakteristik  [0] 
überzugehen  (vergl.  Formel  (120)  pag.  41). 

Jede  homogene  ganze  rationale  Funktion  m^^  Ghrades  der  x^  vk 
eine  Thetafunktion  mr^^  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [0]  und 
verschwindet  als  solche  im  Periodenparallelogramm  an  mr  StoDeii 
«♦i,  tij,  •••,  u^^j  fiir  welche  wie  pag.  41  bewiesen: 

(118)  „,  +  «,  +  ...  +  „^^^'^^(o  +  „-) 

ist.     Für  m  =  1  heißt  dies^  daß  jede  lineare  Verbindung  der  x^  auf 
der  Kurve  r-mal  Null  wird,  die  Kurve  also  von  der  r*^  Ordnung 
ist.     Wir  heißen   sie  daher  von  jetzt  an  die  elliptische  Normalkiirre 
r**'  Ordnung. 
Sind: 

(119)  y^=©(0(M)  (/  =  l,t-,r) 

r  andere  linearunabhängige  Thetafunktionen  r^  Ordnung  mit  der 
Charakteristik  [0],  so  definieren  diese  Gleichungen,  wenn  min 
Viy  Vi?  '"9  Vr  wieder  als  homogene  Punktkoordinaten  des  r  —  1-di- 
mensionalen  Raumes,  u  als  beweglichen  Parameter  ansieht,  gleichfidls 
eine  elliptische  Normalkurve  r**'  Ordnung.  Da  nun  die  y^  nieh 
dem  VI.  Satz  pag.  389  durch  die  x^  homogen  und  linear  darstellbtr 
sind,  so  ist  die  Kurve  (119)  zur  Kurve  (116)  kollinear  verwandt;  für 
die  projektive  Auffassung  gibt  es  daher  nur  eine  einzige  NormalkiuTe 
r**'  Ordnung. 

Die  2r*  Substitutionen: 

(120)  u'=^±u  +  ^^±^\ 

wo  Xy  A'  zwei  Zahlen  aus  der  Reihe  0,  1,  •••,  r— 1  bezeichnen,  sind 
Transformationen  der  elliptischen  Normalkurve  r**'  Ordnung  in  sich: 
da  aber  gemäß  den  Formeln  (VII)  pag.  371  und  (IX)  pag.  372  die 
Größen: 

(121)  x;  =  &%u')  =  ©(••)  (±  u  +  ^.^+p^)  ,  (.•=!,  v-.'^ 

nachdem  man  sie  von  einem  allen  gemeinsamen  Faktor  befreit  hai^ 
als  Funktionen  von  u  betrachtet,  wieder  Thetafunktionen  r*"  Ord- 
nung mit  der  Charakteristik  [0]  und  als  solche  homogen  und  lineir 
durch  die  ursprünglichen  x^  darstellbar  sind,  so  sind  die  2r^  Tnof- 
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^rmationen  (120)  der  elliptischen  Normalkiirye  r*®^  Ordnung  in  sich 
KoUmeationen,    und   man    hat   damit    bewiesen,    daß    die   elliptische 
formalkurve  r**'  Ordnung  2r^  KoUineationen  in  sich  besitzt^  welche 
)arch  die  Gleichungen  (120)  dargestellt  werden. 

Man    projiziere  jetzt   die    elliptische  Normalkurve  r***'  Ordnung 

38  einem  ihrer  Punkte  in  einen  durch  diesen  Punkt  hindurchgehenden 

learen  Raum  /if^_j  von  r  —  2  Dimensionen.    Der  Einfachheit  halber 

Btze  man  voraus,  daß  der  Funkt  jTj  ==  0,  aTj  =  0,  •  •  -,  x^_i  ^  0  auf 

ler  Kurve  liege,  und  wähle  diesen  Punkt  als  Projektionszentrum,  als 

ojektionsbasis    aber    den    durch    die    Gleichung   a-^  =  0    definierten 

iy_j.     Die  in  Eede  stehende  Projektion  wird  dann  analytisch  durch 

lie  Weglassung  der  r**"  Variable  x^  und  Deutuog  der  r  —  1   übrigen 

homogene  Punktkoordinaten  in  ü^^t  ausgeführt.     Entspricht  nun 

fem  Projektionszentrum  der  Wert  u  =  Uq-\ — ^ — ,  so  gehen  x^j  x^^ 

'f  ^'r-if  wenn  man  sie  alle  durch  ^(«  —  u^)  dividiert,  in  Thetar 
funktionen  r  —  1**^  Orduung  mit  der  nämlichen  Charakteristik  über, 
e  also  in  /?r-t  ^^^^  elliptische  Normalkurve  r—  l***'  Ordnung  de- 
ieren.  Durch  Projektion  der  elliptischen  Normalkurve  r**^  Ordnung 
on  einem  ihrer  Punkte  aus  erhalt  man  also  eine  elliptische  Normal- 
e  r  —  1^'  Ordnung,  So  fortfahrend  erhält  man  schließlich  als 
r  —  4**  Projektion  eine  elliptische  Normalkurve  4*^'  Ordnung  im 
Rjiume  von  3  Dimensionen  und  endlich  als  r  —  3**  Projektion  eine 
Ib^ne  elliptische  Nonnalkurve  3*®'  Ordnung.  Diese  ist  aber  wie  im 
iorigen  Paragraphen  gezeigt  eine  allgemeine  ebene  Kurve  3**'  Ord- 
■iing  ohne  Doppelpunkt,  und  da  diese  keine  vielfachen  Punkte  und 
behrfach  zu  zählenden  Kurvenzweige  besitzt,  so  ergibt  sich  das  Re- 
kltat,  daß  auch  die  elliptische  Normalkurve  H*''  Ordnung  weder  viel- 
Biche  Punkte  noch  mehrfach  zu  zahlende  Kurvenzüge  enthält, 
I  Aus  den  r  Größen  x^  kann  man  ir{r-h  1)  Kombinationen  mit 
Wiederholung  zur  zweiten  Klasse  bilden;  jede  solche  ist  eine  Theta- 
■anktion  2r**'  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [OJ,  und  da  es  deren 
fcur  2r  Uneaninabhängige  gibt,  so  müssen  —  wenn  wir  für  das 
lolgende  f  >  3  voraussetzen,  da  der  Fall  r  ^  3  im  vorigen  Para- 
fcrsphen  vollständig  erledigt  ist  —  zwischen  den  r  Größen  Xf 
I  r{r  +  1)  —  2r  =  !»*(»*  —  3)  linearunabhängige  homogene  Relationen 
■weiten  Grades  existieren.  Jede  dieser  Relationen  stellt  eine  Fläche 
■weiten  Grades  im  Räume  Ü^_i  dar  und  auf  jeder  dieser  Flächen 
Iweiten  Grades  liegt  die  elliptische  Normalkurve*  Man  kann  nun 
Iriederum  durch  die  Methode  des  Projizierens  den  Beweis  erbringen, 
BaB  diese  ^  r(r  —  3)  Flächen  zweiten  Grades  die  elliptische  Normal- 
karve rein  zum  Ausschnitt  bringen  d*  h.  außer  ihr  kein  Gebilde  ge- 
keinsam  haben,  sobald  man  berücksichtigt,  daß  dies  im  niedrigsten 
nllo  r  '^  4  zutrifft^  in  welchem  die  elliptische  Nonnalkurve  von  der 


Krikitr,  TLeUrünkUotten. 
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vierten  Ordnung  und  als  Durchsclmitt  zweier  Flachen  zweiter  Ord- 
nung von  der  1.  Spezies  ist*). 

Die  ^r(r  — 3)  Flächen  zweiter  Ordnung  geben  nämlich  AnU 
zu  einem  ^^(t  —  S)  —  1-fach  unendlichen  linearen  System  von  FBufaai 
zweiter  Ordnung,  in  welchem  sich  ein  ^(r'  — 5r-f  2)-faeh  unendliciui 
lineares  System  von  Kegeln  mit  einem  gegebenen  Punkte  der  Nonnil* 
kurve  als  gemeinsamer  Spitze  befindet.  Wählt  man  diesen  als  Pio- 
jektionszentrum,  so  liefern  die  eben  genannten  E^^el  als  Projektion 
in  einen  ü^.,  ein  System  von  ^(r— l)(r  — 4)  linearunabhängigeD 
Flächen  zweiter  Ordnung,  und  die  von  diesen  ausgeschnittene  Enrre 
ist  die  vollständige  Projektion  der  Durchschnittskurve  jener  ^r(f — 3) 
Flächen  zweiter  Ordnung  im  lZ^_i,  von  denen  wir  angegangen 
sind.  Würde  also  diese  nicht  nur  aus  der  elliptischen  Nomudkorre 
f^  Ordnung  bestehen,  sondern  noch  einem  davon  yerschiedenen 
Eurvenzug,  so  müßte  auch  in  der  Projektion  sich  außer  einer  ellip- 
tischen Normalkurve  r  —  !*•'  Ordnung  noch  ein  anderer  Eurvemrag 
vorfinden;  da  dies  aber  für  r »  4  nicht  der  Fall  ist,  so  auch  all- 
gemein nicht  ^). 

Gemäß  der  für  beliebiges  r  geltenden  leicht  zu  verifizierenden  Formel: 

(122)     ^ Ul (u),  ^  [ä  +  ij  Wa  •  •  •  ^  [ä  +  '-^^ C**)a -  ^^  [rh  +  LZlijKj 

in  der  c  von  der  Variable  u  und  den  Charakteristikenelementen  g^  h  ob- 
abhängig  ist,  sind  die  r  Thetaprodukte 

(123)  :r„  =  ^ ß]^(«)  O ["]/««)  ■■■»[rl i^C«).       (-=«•  ^  '  •'-« 

wenn  r  ungerade  ist,  r  linearunabhängige  Thetafunküonen  r*"  Ordnung 
mit    der    Charakteristik    [0],    aus    denen    also   jedes    andere    vollständige 


1)  Clebsch,  Über  diejenigen  Curven,  deren  Coordinaten  sich  als  ellip- 
tische Functionen  eines  Parameters  darstellen  lassen.  J.  für  Math.  Bd.  6i 
1866,  pag.  210.  Killing,  Der  Flächenbüschel  zweiter  Ordnung.  Inaog.-DiM. 
Berlin  1872.  Harnack,  Über  die  Darstellung  der  Baumcurve  vierter  Ordnnng 
erster  Species  und  ihres  Secantensystems  durch  doppeltperiodische  Functioaen. 
Math.  Ann.  Bd.  12.  1877,  pag.  47.  Lange,  Die  sechzehn  Wendeberührongt- 
punkte  der  Raumcurve  vierter  Ordnung  erster  Species.   Inaug.  •  Dies.    Leipzig  1B82. 

2)  Zum  vorstehenden  Paragraphen  vergl.:  Klein,  über  unendlich  Tiefe 
Normalformen  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung.  Math.  Ann.  Bd.  17 
1880,  pag.  138  und  München  Sitzb.  Bd.  10.  1880,  pag.  588;  Zur  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  n***  Stufe.  Leipz.  Ber.  Bd.  86.  1884,  pag.  61;  Über  die 
elliptischen  Normalcurven  der  iV^  Ordnung  und  zugehörige  ModulfimctioDeB 
der  N^  Stufe.  Leipz.  Abb.  Bd.  18.  1885,  pag.  887;  Vorlesungen  fiber  die  TL 
d.  eil.  Modulf.  etc.    Bd.  2.   Lpz.  1892,  pag.  286. 
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betaprodukt  und  jede  Thetapotenz  linear  zusammengesetzt  werden  kann, 
im    Falle   r  >  3    zwischen    den    Größen    x^  bestehenden    \  r(T  —  3) 
fttischen  Relationen,  welche,  wie  im  Vorigen  gezeigt  wurde,  die  Be- 
igen  zwischen   den   x   vollständig   bestimmen,    ergeben   sich   aus    der 
traflschen  Thetaformel  (XLVin)  pag.  323.    Setzt  man  nämlich  darin; 


(124) 


1^-l  +  ^a-H^, 


und  schreibt  sodaim  ru  statt  z^  auch  ra  statt  ei^  so  erfatilt  man: 

^^fO  die  c  von  m  unabhängig  sind,  und  hieraus  auf  Grund  von  (122): 

Im  XU  beweisen,  daß  in  dieser  Formel  tatsachlich  ^r(f  —  3)  linearanab- 
b&Dgige  Relationen  enthalten  sind,  beachte  man  zunächst,  daß  für  jedes 
ler  drei  Glieder  von  (126)  die  Indeisumme  der  beiden  Größen  x  die 
jleiche  ist,  fem  er,  daß  es  zu  jeder  gegebenen  Indexsumme  s  =  0,  1,  •-,  r  —  1 

gerade     ^-    verschiedene  Produkt-e  von  je  zwei  Größen  x  gibt,  und  end- 
lich,   daß    vermittelst    der    Formel    (126)    durch    zwei   unter    diesen    die 
ahrigen   ansgedrüt^kt  werden  können.     Auf  diese  Weise  erh^t  man 
r  — 8 


►^Ä 


^ftr  jeden  Wert  von  s 


S 


fttr  die   r  verschiedenen  Werte   von  8  also 


EQsammen  J^r(r  — 3)  Relationen,   welche   zudem  ihrer  Natur  nach  linear- 
onabb&Qgig  sind. 

Im  Falle  r  =  5  sind  die  Formeln  (126)  zuerst  von  Herrn  Bianchi  *)  und 
sptter  in  ähnlicher  Weise  von  Halpben*)  abgeleitet  worden;  auf  anderem 
Wege  gelaugt  dazu  Herr  Sievert').  Für  beliebiges  ungerades  r  hat 
sie  Herr  Klein^)   angegehen;   daß   man   sie  auf  r  — 2  anabhängige  muß 


I)  Bianchi,    Üher   die   Normalformen   etc.     Math,  Ama.  Bd.  17.     1880, 
pag.  «34. 

%)  Ralphen,     M<Smoire    sur    la    r^cluction    des    ^<^oatsons    diff^rentielles 
aux  fonnes  int^grahled.     M^m,  pr^s,  p.  div.  aav.  k  Tacad.  des  sc.  de 
Sc.  math.  et  phys.  (2)  Bd,  28.    1884,  pag.  1, 
i)  Sievert,  Über  Thetafunctionen  etc.,     Progr,  Bayreuth  18do. 
i)  Klein,  Über  gewisse  Teil  werte  der   ©-Function.     Math,  Ann.  Bd.  17. 

im%  pttg  566. 
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reduzieren  können  ist  klar,  die  Reduktion  selbst  ist  aber  bis  jetzt  nur 
im  Falle  r  »=  5  von  Herrn  Bianchi  und  Halphen  a.  a.  0.  ausgefiUirt 
worden. 

Bezüglich  der  Übertragung  der  vorstehenden  Resultate  auf  den  Fill 
eines  geraden  r  vergl.  außer  den  oben  genannten  speziellen  üntfl^ 
suchungen  des  Falles  r  =  4  die  Arbeit  des  Herrn  Hurwitz  ^). 

Herr  Witting^)  hat  die  Formulierungen  des  Herrn  Klein  anf  des 
Fall  p  ^  2  übertragen,  dabei  aber  das  hier  vorliegende  Problem  der  Zu- 
sammensetzung von  r^  linearunabhängigen  Thetafunktionen  t*^  Ordnung 
mit  der  Charakteristik  [0]  aus  den  r*'  Funktionen  '^[c]^^«*]!  und  der 
üntersuchimg  der  zwischen  diesen  Grundfunktionen  bestehenden  r^—p  —  1 
algebraischen  Relationen  nicht  berührt. 


§9. 

Übergang  von  den  Funktionen  ^[«X-^tcl 
m  den  Funktionen  ^[«JiCtcj). 

Man  verstehe  unter 

r  +  1  Systeme  von  je  p  Konstanten,  die  zunächst  gar  keiner  Be- 
dingung unterworfen  seien.  Definiert  man  dann  Oroßen  s  durch  die 
Gleichungen: 

(128)  ^sf^c^^  +  c^^  +  ...  +  cf  (;j:j,\:;;j 

und  setzt  in  der  Formel  (310)  pag.  318,  nachdem  man  in  ihr  » 
durch  r  ersetzt  hat: 

so  geht  dieselbe  in  die  Formel: 


1)  Hurwitz,  Über  endliche  Gruppen  linearer  Substitutionen,  welche  ia 
der  Theorie  der  elliptischen  Transcendenten  auftreten.  Math.  Ann.  Bd.  37- 
1886,  pag.  183;  dazu  Klein,  Vorlesungen  über  die  Th.  d.  eil.  Modulf.  Bd.  2. 
Lpz.  1892,  pag.  257. 

2)  Witting,  Über  eine  der  Hesse'schen  Configuration  der  ebenen  Cune 
dritter  Ordnung  analoge  Configuration  im  Räume,  auf  welche  die  Transfönni- 
tionstheorie  der  hyperelliptischen  Functionen  (p  =  2)  führt.  Inaug.-Diss. 
Göttingen  1887  und:  Über  Jacob^sche  Functionen  A;^'  Ordnung  zweier  Variabler. 
Math.  Ann.  Bd.  29.  1887,  pag.  157;  dazu:  Burkhardt,  Untersuchungen  ms 
dem  Gebiete  der  hyperelliptischen  Modulfunctionen.  Zweiter  TheiL  Math. 
Ann.  Bd.  38.    1891,  pag.  161. 
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2C-+^)p  »(^')  -  c<»)J  dfs«»)  -  c(»)J  . . .  »{^-)  -  c<'-)J 
»(u  +  e^»}   »{u  +  cf^}    •  •  •  *{u  +  cC)]) 

r.lDi    ..    rJrU  // »(»•)    I    o(0)\\ 

(130)  ^      ^'     '^      ^         ^[,(r-l)  +  ,(r)]^j5(r-l)J^[^r)+,(l)]^|iL^| 

über. 

Setzt  man  daher  jetzt  voraus,  daß  die  p  Konstanten  cP^^  des  ersten 
Systems  von  (127)  nach  wie  vor  vollständig  willkürlich  seien,  die 
rp  übrigen  Konstanten  c  dagegen  den  p  Bedingungen: 

(131)  c;:>  +  cJ>  +  ...  +  cJ'  =  0  (.=i.«.-.rt 
genügen,  sodaß 

(132)  <^  =  <^  (^==M,-   ,P) 

wird,  so  erhält  man  mittelst  der  Formel  (130)  jedes  Thetaprodukt 
von  der  Form: 

(133)  ^u  +  c(^)|  ^u  +  c(*)| . . .  ^fw  +  (^% 

bei  dem  die  c  die  Bedingungen  (131)  erfüllen,  durch  die  2''  Funk- 
tionen 0'[£]2^u]|  ausgedrückt.  Führt  man  dann  in  der  gewonnenen 
Formel  för  die  Größensysteme  (127)  korrespondierende  r**^  der  Perio- 
dizitatsmodulen  mit  den  Per.  Char.  (x^^^)^,  (x^*))^,  •  •  •,  (x^'"))^  ein,  welche 
der  Relation  (131)  entsprechend  der  Bedingung 

(134)  (x(^)xW...x(^))  =  (0) 

zu  genügen  haben,  und  wendet  auf  die  linke  und  rechte  Seite  von 
(130)  die  Formel  (II)  pag.  371  an,  so  erhält  man  das  vollständige 
Thetaprodukt  '^ 

(135)  #[x<UW  H»''Mu}  ■  ■  •  ^[x<"LH 

und  endlich,  indem  man  hierin 

(136)  (x(i))  =  (x(«)) (xC- 1))  =  (x) 

setzt^  die  Thetapotenz 

(137)  ^[xiH 

als  homogene  ganze  rationale  Funktion  r^  Grades  der  2*^  Funk- 
tionen ^[«JtM  dargestellt;  dabei  setzen  sich  die  Koeffizienten  rational 
aus  2f^  Einheitswurzeln  und  Thetanullwerten^  und  vk«x 
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im  Falle  einea  geraden  r  den  Nullwerten  der  t^^  Funktionen  ^[«If»*! 
im  Falle    eines  ungeraden  r  den  NuUwerten  der  (2r)''*  Ftmktioneai 

Beachtet  man  dann  noch,  daß  man  aus  t*  linearunabhaogigen 
Funktionen  von  der  Art  (133),  (135)  oder  (137)  jede  beliebige  Tlietfr 
Funktion  r**'  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [0]  zaBammeaaelM 
kann^  so  erhält  man  endlieh  das  Resultat,  daß  mit  Hilfe  der  Fonnil 
(130)  jede  Thetafiinktion  r**"^  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [0]  ab 
homogene  ganze  rationale  Funktion  r**°  Grades  der  2*^  FunktioDen 
'^[*lal*4  dargestellt  werden  kann. 

Eine  Verallgemeinerung  der  Formel  (130),  welche  den  Überftm^ 
Ton  den  r*^  Funktionen  '9'[£jyf|i4))  zu  den  5*'  zu  irgend  einem  anderen 
Nenner  .s  der  Charakteristikenelemente  gehörigen  Ftmktionen  ^[fl(i»J, 
und  entsprechend  die  Darstellung  jeder  Thetafunktion  r*^  Ordnung  mit 
der  Charakteristik  [0]  als  homogene  Funktion  r*^  Grades  der  s*'  Pook- 
tionen  -^[e],!«])  vermittelt,  siehe  bei  Harm  Prym  und  mir^). 

Das  vorher  ausgesprochene  Resultat  ist  einer  fOr  das  folgend« 
wichtigen  Verallgemeinerung  fähig.  Auf  der  rechten  Seite  der  Form«! 
(130)  treten  nämlich  nicht  nur  dann  ausschließlich  die  2*''  Funktionen 
^[^1C**I  auf,  wenn  die  Bedingungen  (131),  (132)  erfallt  sind,  sondern 

immer,  wenn  nur  das  GröBensjstem  1- — ^j  =  (cf**^4- c^^  +  *"+<^ 

ein  System  korrespondierender  Halber  der  Periodizitatsmodnlen  ist 
Mittelst  der  Formel  (130)  läßt  sich  daher  auch  jedes  solche  Theti' 
produkt  von  der  Form  (133)  ausschließlich  durch  die  2*^  FunktioMB 
^  [*]>((**))  ansdrücken,  für  welches 


(138) 


C  +  <^  + 


+  i'*^i2'W'  +  ^'?^ 


0*' 


ist,  wo  die  ij,  f(  irgend  welche  ganze  Zahlen  bezeichnen.  Fühii  in 
dann  wiederum  an  Stelle  der  örößensysteme  c  korrespondierende  r*^ 
der  Periodizitätamodulen  mit  den  Per.  Char.  (k^^)^,  (**^*Ory  "  f  (*^)r  ^ 
welche  den  Gleichungen  (138)  entsprechend  nunmehr  der  Bedingung: 

(139)  (xti)  x«^)  * '  •  %^%  -  {yi\ 

zu  genügen  haben,  so  erhält  man  ein  Thetaprodukt  (13o\  bei  doai 
die  Per.  Char.  (%)^  der  Bedingung  (139)  genügen,  durch  die  Fiuil' 
tionen  ^[^Jsfw])  ausgedrückt  und  schließt  weiter  wie  oben,  daß  1lb€^ 
haupt  jede  Thetafunktion  r**^'  Ordnung  mit  einer  Charakteristik  \f^ 
deren  Elemente  halbe  Zahlen  sind,  sich  mit  Hilfe  der  Torstehondtß 
Formeln  als  homogene  ganxe  rationale  Funktion  r**"  Grades  der  ?*' 
Funktionen  '&[£]y(i[w))  darstellen  läßt. 

1^  Krazer  und  Prym,  Neue  Grundlagen  etc,     Lpj,  ISö^,  paff  46. 
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§  10. 

Bi«  Tranfiformatloii  der  Funktionell  «^[^laKt^l)« 

Die  Bedeutung  der  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  liegt  in 
reu    Beziehungen    zum    Transformationgproblem     der    Funktionen 

d[«],^ti]|^,    dem    Problem©    nämlich    eine    Funktion    ^[f]j(iw|a    nicht 

schlechthin  durch  Thetafunktionen  mit  den  transformierten  Argu- 
^^menten  u*  und  den  transformierten  Modulen  a\  sondern  speziell  durch 
^bie  2*'  Funktionen  ^[«if«])^-  auszudrucken.  Nur  flir  die  ganzzahlige 
Hlineare  Transformation  geben  die  früheren  Formeln  die  Lösung  dieses 
^PProblems   (vergL  Formel  (XXIX)  pag,  181),     Im    folgenden    soll    die 

gan^&zahiige  Transformation  höherer  Ordnung  der  Funktionen  ^[f]j(Itt]|^ 

behandelt  werden. 

tAls  Ausgangspunkt  hat  der  XI  Satz  pag.  166  zu  dienen^  wonach 
ie  Funktion: 
140)  niu'}^»[sl(luhc" 

ine  Thetafnnktion   n^  Ordnung  mit  den  Argumenten   uj^  den  Mo- 
ltalen aj,.  und  der  Charakteristik  [^J,  ist^   deren  Elemente  durch  die 
iJImchungen: 


[Hl) 


-i(.....-«.....;+...<v...), 


i*^i.h    ,fi) 


^=1 


hn^>+  ^p+t, 


p-¥H^t*  "*"  ^p^f,f*^P^t^,P^M 


) 


be 


bestimmt   sind.     Nun   ist  aber  gerade  im  Torigen   Paragraphen  he- 

riesen   worden,  daß  jede  solche  Thetafunktion  höherer  Ordnung  mit 

Biner  Charakteristik,  deren  Elemente  halbe  Zahlen  sind^  ausschlieölich 

dnrch   die  2*^"  Funktionen  ^[«üttj^,  ausgedrückt  werden   kann,   und 

K8   ist  daher  durch   die  dort  angegebenen  Formeln  das  Transforma- 
ionsproblem  der  Funktionen  ^[^iW«  im  angegebenen  Sinne  gelöst, 
tei    der  Aufstellung   der  Transformationsformel    wird   man   an  jene 
^ormeln  anknüpfen,  welche  im  fünften  Kapitel  (pag.  167  u.  £)  angegeben 
wurden  und  welche  11  ((u))  linear  darsteUen  durch  n**  Potenzen  oder 
i-gliedrige  Produkte   von  Thetafunktionen   mit  den   Argumenten  u, 
Modulen  a   und  Charakteristiken,  die  im  vorliegenden  Falle,  wo 
ie  g,  h  halbe  Zahlen   sind,  aus  2n**^"  ganzer  Zahlen  als  Elementen 
ien,  und   es  erübrigt  nur  noch   eben   diese  Potenzen  oder  Pro- 
von   Thetafunktionen    mit  Hilfe    der  Formel   (130)  durch  die 
anktionen  ^[f]^^«'])^,  auszudrücken.     Dabei  treten,  wie  oben  er- 
in    den    konstantan    Koeffizienten    die  Nullwerte    von  Theta- 
ionen   auf,   deren   Charakteristiken  n***  bez,  2»***   ganzer  Zahlen 
Die  Lösung  des  Transformationsproblems  würde  als  eine  voU- 
ftändige  erat  dann  zu  bezeichnen  sein^  wenn  es  gelange^  diese  Orofien 
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und  ebenso  die  bei  der  Darstellung  der  Funktionell  ^([nu}^^.  i\mk 
die  Funktionen  d{ii'|^.  auftretenden  Konstanten  K  (pag*  168)  aot- 
schließlich  dnreh  die  Null  werte  der  2^"*  (2^+  1)  geraden  FunktioDen 
^F^KM)«'  auszudrücken;  dies  ist  aber  bis  jetzt  nur  im  VidU'  il^r 
quadratischen  Transformation  erreicht  worden^)» 

Will  man  nicht  auf  die  Formeln  des  fünftetn  Kapitels  zurück 
gehen,  so  kann  man  zur  Aufstellung  der  Transformationsformeln  der 
Funktionen  ^[fljlMja  auf  direkterem  Wege  verfahren  wie  folgt 

Da  die  Funktion  /Iffe')),  je  nachdem  die  Charakteristik  [i]  ge- 
rade oder  ungerade  ist,  eine  gerade  oder  ungerade  Funktion  im 
Argumentenaystems  (u)  ist,  so  läBt  sie  sich  nach  dem  in  §  15  des 
vorigen  Kapitels  Bemerkten  aus  g  bez.  u,  wo  g  und  u  die  b& 
LXVL  Satz  angegebenen  Werte  besitzen,  linearunabhangigea  gemlen 
bez.  ungeraden  Th  etafunk tionen  n^**  Ordnung  mit  der  Charakteristik 
[b\  zusammensetzen  mit  Hilfe  von  Koeffizienten^  welche  von  6m 
Variablen  u'  unabhängig  sind.  Die  Lösung  des  Transformaiioiia' 
Problems  der  Funktionen  #[f]jWj,  kann  man  also  auch  in  der  Wei* 
erreichen,  daß  mau  einmal  (vgl.  pag.  362)  aus  den  2'^  Funktionen 
^r^lC**'))a'  9  ^^^*  ^  linearunabhäogige  gerade  bez.  ungerade  Thete- 
funktionen  n**'  Ordnung  mit  gegebener  Charakteristik  [^|,  <9*  [^{m')^ 
^^^^[^]iiu}j  -•  zusammensetzt  und  sodann  in  dem  linearen  Ausdrucke; 

(142)  c  <'[S].M  +  c,  «in^iM  +  - 

die  von   den  Variablen  «'   unabhängigen  Koeffizienten  q,  €^,  -•  « 

Ijestimmt,  daß  derselbe  der  vorgelegten  Funktion  Uliu}  gleich  wirl 
Bezüglich  der  Bestimmung  dieser  Konstanten  c  kann  man  «im 
verschiedene  Methoden  anwenden.  Bei  der  ersten  Darstellung  werden 
die  c  ausgedrückt  durch  die  Teilwerte  der  Funktionen  ^[f]|((w']|^.,  Ak 
durch  jene  Werte,  welche  diese  Funktionen  für  rationale  Vielfaek 
der  Periodizitätsmodulen  annehmen;  bei  der  zweiten  Darstellong 
werden  die  c  ausgedrückt  durch  die  Null  werte  der  ursprüngÜdMm 
Thetafunktionen    ^[^IsC«!^   ^nd    der  transformierten    ^[^]i([t*Tl«  •    In 

1)  Förp=l:  EünigBborger,  Die  Transformation  etc.  Lps,  18SB^  |lf;llr 
p  ^  2t  Königaberger,  Über  die  Transf.  de»  «weiten  Grades  etc  J,  f.  lIilL 
Bd.  67,  1867,  pag.  58;  auch:  Pringsbeim,  Zur  TransformatioD  zweiten  Orato ^ 
hjperclliptiacben  Functionen  erster  Ordnung.  Math  Ann,  Bd.  9.  1876,  pag,  M; 
Rohn,  Betracbtungen  fiber  die  Kummer' sehe  Fläche  und  ihren  Zusamm«aiJiiaf 
mit  den  hji^erelliptiscben  Functionen  p  —  2.  Innug.-DiBs.  Mflnchea  1878  xmä: 
Tranaformation  der  hyperellipti sehen  Functionen  |3  =  2  und  ihre  Bedeutung  fUf 
die  Kummer'ftche  Fl^he.  Math.  Ann.  Bd.  lö.  187U,  pag.  315  und  HÄb.-Schnft 
Leipzig  1879;  fürp  =  3:  Weber,  Über  die  Transformationstheorie  eic,  Ana.  di 
Mat.  (2)  Bd,  9,  1879,  §7;  für  beliebigee  jü:  Krazer,  Die  quadratische  Ttiiiulor> 
mation  der  Tbetafimctionen.  Math.  Ann.  Bd.  46.  1896,  pag.  442  und  B&kef 
Abers  theorem  and  thc  allied  theory  including  the  theory  of  the  Theta-fan« 
tions.     Cambridge  1897,  §  361.  365  und  370. 
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^iden  Fällen  ist  das  Transformationsproblem  nur  unvollständig  ge- 
Sst;   im   ersten  Falle  erübrigt  es  noch  die  Teilwerte  der  Funktionen 

[f  ]j([w'])^.  durch  die  Null  werte  dieser  Funktionen  auszudrücken  (spezielles 
reilirngsproblem);  im  zweiten  Falle  die  Nullwerte  der  Funktionen 
^UJid**!»  durch  die  Null  werte  der  Funktionen  ^[^iC«'))^'  auszudrücken 
lea  Transformationaproblem)  *). 


1)  Vergl.  dazu:  Br losch i,  Sur  la  throne  de  la  tranflformation  de^  foDC^ 
tions  ab^iennes,  Eitrait  d*üne  lettre  adreßs^e  a  M.  Hermite.  C.  B.  Bd.  47, 
lS58y  pag,  310;  Sulla  trasformazione  delle  fimzioni  iperellittiche  del  pritno  or- 
diiie.  Roma  Acc.  Line.  Read.  (4)  Bd.  1.  1885^  pag,  315;  Le  equadoni  moditlari 
ßella  traeformazioae  del  terzo  ordine  delle  funzioni  iperellitticlie  a  due  variabili. 
Roma  Acc.  Line.  Read.  (4)  Bd.  1,  1885,  pag,  769,  Königsberger,  Die  Tranß- 
formatioa  ©tc»  Lpz,  1868;  üeber  die  Transformation  dritten  Grades  und  die  zu- 
gehörigen Modnlargleichungen  der  Aberachen  Functionen  erster  Ordnung.  J.  für 
Math,  Bd,  67,  1867,  pag.  97;  Die  Modulargleichungen  der  hyperelliptischen 
Faiietionen  erster  Ordnung  für  die  Tranaformatioa  dritten  Grades.  Math,  Ann. 
Bd.  1.  1869,  pag.  161.  Krause,  Über  die  Transformation  fönften  Grades  der 
_hjperellipH«'chen  Functionen  erster  Ordnung.  Math.  Ann.  Bd  16.  1880,  pag.  88; 
^e     '  -leichTingen  der  hyperelliptißchen  Functionen  erster  Ordnung  £ür 

tiiation  dritten  Grade«.  Math.  Ann.  Bd.  10,  1882,  pag.  108;  tJ^er 
dniargleichungen  der  hyperelliptischen  Fimctionen  erster  Ordnasg. 
Bd.  19.  1882,  pag.  423  und  4Sd;  Die  Modularglei chungen  der 
JijrperelHptischen  Functionen  erster  Ordnung  für  die  Transformation  fünften 
;le«.  Math.  Ann.  Bd.  20.  1882,  pag.  226;  Sur  la  ta-ansfonnation  des  foac- 
aoa  elliptiquea.  Acta  math.  Bd.  8.  1888,  pag.  98;  Sur  la  ti-anafonnation 
lies  fonctiona  hyperelliptiquea  de  premier  ordre.  Acta  math,  Bd.  8.  1885^ 
168;  Zur  Transformation  der  Thetafunctionen  einer  Veränderlichen.  Math. 
Bd.  26.  1885,  pag.  319;  Zur  Tranflformation  der  Thetafunctionen  zweier 
rer&nd  er  liehen.  Math.  Ann.  Bd-  26.  1886,  pag,  323;  Die  Transformation 
'  ä^T  hyperelliptischen  Functionen  erster  Ordnung.  Lpz.  1886,  §  36  —  41; 
Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen  einer  veränderlichen  Größe.  Bd.  1. 
~[*pz.  1895,  §59—63,  §76.  Müller,  Zur  Transformation  der  Thetafunctionen. 
cK  für  Math,  (2)  Bd.  1.  1884,  pag.  161.  Rohde,  Zur  Transformation  der 
[letafunctionen.  Arch.  für  Math.  (2)  Bd.  3.  1886,  pag,  138.  Weber,  Über  die 
frans formationstheorie  etc.  Ann.  di  Mat.  (2)  Bd.  9.  1879,  pag.  126;  Elliptische 
TunctioneD  und  algebraische  Zahlen.  Braunschweig  1891.  —  Die  späteren  Ar- 
eit^n  des  Herrn  Krause  (Über  Thetafunctionen,  deren  Charakteristiken  ge- 
ochene  Zahlen  &ind.  Math.  Ann.  Bd.  26.  1886,  pag.  669;  Zur  Transformation 
p?r  eÜiptiarhen  Functionen.  Leipz.  Ber,  Bd.  38.  1886,  pag.  39;  Ober  Fourier- 
cbr  Kntwicklungen  im  Gebiete  der  Thetafunctionen  »weier  Veränderlichen, 
lath  Ann,  Bd.  27.  1886,  pag.  419;  Die  Transformation  etc.  Lpz.  1886,  §  46  u.  f.; 
Sur  Transformation  der  Thetafunctionen.  Leip»,  Ber.  Bd,  45.  1893,  pag.  99,  349, 
'2»,  805  und  Bd  48.  1896,  pag.  291;  Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen 
Bil.  1.  Lpz.  1895,  4.  Abschnitt  und  Bd.  2.  1897,  1.  AbBchoitt;  Ober  die 
Ifai^ff  :  *  natheorie  der  elliptiHichen  Functionen.  Jahresber,  d.  D.  Math.-Ver, 
Bd.  J  pag.  121;   daxu  auchi    Möller,    Zur   Transformation    der   Theta- 

'  Dise.    Rostock  1887  und  Voß^  Theorie  der  Thetaltinctionen 
II,    deren  Charakteristiken  »ich  aus   gebrochenen  Zahlen  su- 
00  kis  rn      Tri.iM^'.-DisB.    Rost^^ck  1886  und  Arch.  für  Math.  (2)  Bd.  4, 
Kew»g»  Ti  Mich  in  der  im  Anfange  dieses  PanigTaplie&  geschilderten 


Dritter  Teil 
Die  speziellen  Thetafanktionen. 


/l 


Neuntes  Kapitel. 
Die  Abelschen  Thetafanktionen. 

§1. 

Yorbemerkimgen  ans  der  Theorie  der  Abelaohen  Fnnktloiien. 

Mit    der    unabhängigen    komplexen   Veränderlichen    z    sei    eine 
zweite  Variable  s  durch  eine  irreduzible  algebraische  Gleichung 

(1)  fCs\1)^o 

▼om    Geschlecht  p   yerknüpft.     In    der    dadurch    definierten   Klasse 
gibt  es  dann  p  linearunabhängige  Integrale  I.  Gattung 

w— 8  m— 8 

jede    der    hier    auftretenden    Funktionen    ^{s\z)    wird  0^    in    den 

Ä— (m  —  1)  (n  —  1)  —p  Doppelpunkten 

Von  (1)  und  außerdem  noch  in  m(n  —  2) 

+  n(m~2)-2rf-2i)-2  weiteren 
Ihmkten.  Die  zur  Klasse  gehörige 
n-blattrige  Riemannsche  Fläche  T  mit 
2(p  +  »  —  1)  Verzweigungspunkten  sei 
durch  jp  Querschnittpaare  a^,  \\  a^,  &,; 
•••;  a^y  b^  und  p  von  einem  Punkte  od 
aoBgenenden  Hilfslinien  c^^  c^^  ••*,  c^ 
in  die  einfach  zusammenhängende 
FBehe  T  yerwandelt.  Es  seien  u^^ 
%f  *  '  *i  ^p  ^®  P  Normalintegrale 
^|. Jpflttllilg)  welche   dadurch   charakterisiert   sind,   daß 

.         _  1,   wenn   f*  =  v, 


pig.  I. 


^%  +% 


wenn   f*  <  v, 


9f 


(^,1^=1,»,    -»p) 
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ist;  ihre  Integranden  mögen  u^\  u^y  ••*,  u^  heißen^  sodaB 

(4)  «;-^  (»-U-.* 

ist.  Mit  t{s)  sei  weiter  das  im  Punkte  b  mit  dem  Gewichte  1 
oo^  werdende  Normalintegral  II.  Gattung  bezeichnet^  f&r  das 

längs  a/.   t{B)^t{B), 

(5)  langst^:    ^(«)  —  ^(«)  —  2u/(«),  (»=i.i,    ,fj 
längs  c^\    t{B)^t{a) 

ist^  und  endlich  sei  w{b^  \  £,)  das  in  ^^  mit  dem  Gewichte  +  1,  in  £, 
mit  dem  Gewichte  —  1  logarithmisch  unendlich  werdende  Nonoal- 
integral  III.  Gattung^  bei  dem 

längs  d,:   w (fi  I  «,)  =-  w(b^  I «,), 

(6)  längs  \:    w(8,  \  a,)  =  w(b,  \  b,)  +  2[u^(b,)  -  ii,(e^], 

längs  c^:    w^(fi|«2)«w(ai|0 

ist;  wozu  hier  noch  Periodizitätsmodulen  ±  2ni  an  den  yon  o  mek 
B^  und  £2  führenden  Linien  folgen. 

Sind  *j,  Äj,  •••;*,  die  0\  f^,  £„  •  •,  b^  die  c»*  Punkte  irgend 
einer  Funktion  f(s\0)  der  Klasse,  so  sind  diese  Punkte,  wie  sich  un- 
mittelbar aus  der  Darstellung  von  log  f(s\z)  durch  Normalintegnk 
m.  Gattung  ergibt,  durch  p  Gleichungen  von  der  Form: 

x=l  x=l  »=1 

bei  denen  die  x,  X  ganze  Zahlen  bezeichnen,  oder,  wie  in  der  Folge 
dafür  abgekürzt  geschrieben  werden   soll,  durch  die  p  Kongraemn: 

(8)  ^«,(0  =2' »/.(*«)  ^-'^''■'^ 

X  =  l  X  =  l 

verknüpft  (Abelsches  Theorem),  und  weiter  ergibt  sich  aus  der  Dir* 
Stellung  von  f\s  \  0)  durch  Normalintegrale  11.  Gattung,  daB  die  Ge- 
wichte ^1,  ^2,  '",  g^  der  00^  Punkte  von  f(s\z)  den  p  Gleichungoi: 

(9)  ^i?««;(^)-o  (.»..v.»- 

x=l 

genügen  (Riemann- Rochscher  Satz);  das  Gleiche  gilt  Ton  den  NoD- 
punkten  d.' 
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Soll  nun  die  Funktion  f($\0)  »ich  als  Quotient  zweier  Inte- 
granden  1.  Gattung  darstellen  lassen,  bo  mÜBsen  Größen  c^,  Cj,  -s  r^ 
so  bestimmt  werden  können^  daß  die  q  Gleichungen: 


10) 


^M»*:(o  =  o 


(*  =  !.»»      ,«) 


^=1 


bestellen.     Aus  den  beiden   Oleichüngensystemen  (9)   und   (10)  folgt 
ber,  daß  der  Rang  der  Matrix: 


t") 


«;(*i)  VC'.)  ••■  VK) 


K 


•y^i 


ZU- 


leiner  sein  muß  als   die   kleinere   der  beiden  Zahlen  p  und  q.     Be- 
£üichnet  man   diesen  Rang  mit  r^   so  hat  man  die  beiden  Resultate: 

1.  Die  p  Gleichungen  (9)  siud  nicht  unabhängig  voneinander; 
p  —  r  von  ihnen  sind  eine  Folge  der  r  anderen;  es  bleiben  also  q  —  r 
der  Größen  g  willkürlich,  die  r  anderen  sind  dadurch  bestimmt;  es 
gibt  folglich  5  —  r  linearunabhänge  Funktionen  f(s  \  $\  welche  in  den 
q  gegebenen  Punkten  ^i,  fj,  *-',^^    ou^  werden;  aus  ihnen  setzt  sich 

e  allgemeinste  derartige   Funktion   vermittelst  q  —  r  -\-  1   homogen 
^nd   linear  auftretender  willkürlicher  Konstanten  x^,  x,,  * 
mmmen  in  der  Form: 

p)    /•(«)*) - X, -I- «,/;(s|*)  +  x,^,(«|*)  + ...  +  x..,/;.,(»i4 

2.  Die  q  Gleichungen  (10)  sind  nicht  unabhängig  voneinander; 
r  von  ihnen  sind  eine  Folge  der  r  anderen;  es  bleiben  also  p  —  r 

lOroflen  c    willkürlich,   die  r  anderen  sind  dadurch  bestimmt;  es 

folglieh    p  —  r    lineanmabhängige    Integranden    I.   Gattung   u\ 

in   den  q  gegebenen  Punkten   fi,  ^n  -  -,  ««    0^   werden;    aus 

ACH  setzt  sich  der  allgemeinste  derartige  Integranu  vermittelst  p  —  r 

»gen  und  linear  auftretender  willkürlicher  Eonstanten  Aj,  A^,-*,  A^_^ 

Ben  in  der  Form: 


13) 


A,«'^'J  +  A,u<«)  +  ..*  +  A^.,i/<^-^». 


Bine  Funktion  f(s\»)  der  Klasse,  die  sich  als  Quotient  zweier 
dtegranden  I.  Gattung  oder  waa  daaselbo  zweier  7- Funktionen  dar- 
tSlBt,   heißt   eine  Fi$nfdw>    <      :   /  nd   ihre  g  Nullpunkte 


W|^  ••*,  d     unJ    ebenso    ihre    q 
npieme  L  G^king,     Zähler    und    K 


\\io   i 


u 


l\ 


Punkt" 

£)   verschwinden 
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zu  eiuem  vollständigen.  Punktsystem  L  ßattung  von  2/j  —  2  Panktin 
ergänzen  und  daher  ein  dazu  gehöriges  BestpHnkisysiem  ge&asiä 
werden;  die  Punktsysteme  d^,  —  •,  ä^  uad  *i,  •*-,  «^  aber  heiBeo 
Jcatreshlual  und  die  Kongruenzen  (8)  erscheinen  als  die  notwendigen 
und   hinreichenden  Bedingungen   für  zwei  korresiduale  Punttsjstenii 

Aus  (12)  folgt,  daß  man  der  in  Cj,  •■-,  ^  oo^  werdenden  Ftml 
tion  f(s  \£t)  q  —  r  ihrer  0^  Punkte  willkürlich  vorschreibein  kuii; 
dadurch  ist  dann  sie  und  damit  auch  das  System  ihrer  r  weiterat 
0*  Punkte  im  allgemeinen  eindeutig  bestimmt  Nennt  man  daher 
den  Emig  des  Punktsystems  e^,  •  * »,  €^,  so  hat  man  das  Resultat,  ilii 
für  das  zu  einem  Punktsystem  fj,  •••,  $  vom  Range  r  korresidualf 
Punktsystem  dj,  —  •,  d  g  — r  seiner  Punkte  willkürlich  gewählt 
werden  können;  diese  Zahl  nennt  man  den  Ühersdtujj  des  Punkt- 
systems ^,  '">«y-  Berücksichtigt  man  nun,  daß  man  die  gleichen 
Schlüsse  alle  unter  Vertauschung  der  Punktsysteme  £i,-*^f  tiad 
d^,  •••,  8^  machen  kann,  so  schließt  man  rückwärts,  daß  r  ancn  der 
Rang  des  Punktsystems  f|,  --•,  8^  ist,  also  weiter^  daß  korresidoik 
Punktsysteme  stets  von  gleichem  Range  sind. 

Bezüglich  des  zu  den  Punktsystemen  «Jj,  **v,  Ä^  tmd  ^j^***, f, 
gehörigen  Restpunktsystems  y^^  •••,  y,  aber  zeigt  die  Gleichung  (13 1^ 
daß  |j  —  r  —  1  seiner  Punkte  willkürlich  gewählt  werden  kaiiii6ii| 
und  man  schließt  daraus,  daß  sein  Hang  t  =^  q  --  (p  —  r  —  1) 
=  jj  —  5-fr—  1  ist  Man  nennt  die  Zahl  p  —  r  —\  den  Jkftid  im 
Punktsystems  «j,  —',  b^  und  es  sagen  dann  die  Gleichungen: 

(14)  <jr'  —  r'  =  j5  —  r  —  1,       q  —  r  =  p r  —  1 

auSy  daß  der  Überschuß  eines  Punktsystems  dem  Defekt  seine§  llart' 
Punktsystems  gleich  iat^). 


§2. 
Die  BlemaniiBOhe  Thetaftmktloxi. 

Die  Periodizitätsmodulen  fl^^„,  {^,  ft'=  1^  2,  •••,  p)  der  NoroJ* 
integrale  I.  Gattung  u^f'-,u     an   den   Querschnitten   b^f  **^fK  P" 
nügen  den  i(j)  —  i)p  Gleichungen: 
(15)  %u-%'M  (/'»^•=i.f,--.r#M 


1)  Zum  Inhalte   dieaes  Paragraphen   vergl  Christof  fei,    I 
nische  Form  der  Riemajin'scheu  Integrale  erster  Gattung  (Ann»  di 
1879,  pag.  240)  und  Eost,  Theorie  der  Riemann  sehen  Thetafunctao > 
Würzburg  1901.    I.  Äbschmtt);    aus    letzterer  Abhandlung  m5g«<ri 
jene,  übrigens  leicht  ersichtlichen  Ändernngea  entnommen  ^ 
obigen  Gleichungen  im  FaJIe  mehrfacher  Null-   und  UnendL 
Funktion  f{8  \  t)  zm  erfahren  halben. 


EigcüBch.  der  Hiemannschen  Thetuf.  —  Abekche  Tlietafunktionen,     417 


ind  es  ist  weiter  die  aus  ihren  reelJeu  Teilen  r^^^,  ab  Koeffizienten 


ebildete  quadratische  Form 


fI6) 


V/»         M        K 


iiegati?e.     Infolgedessen  kann   man  mit  diesen  Größen  a^  ,  als 
(odtüen  eine  Thetareibe  bilden,  und  wenn  man  dann  als  deren  Argu- 
lente  die  Normalintegrale  L  Gattung  w^,  —  •,  u    vermindert,  um  Kon- 
stanten ^it'"y^p,    welche    die  Parameter  der  Thetafunktion  heißen, 
einführt   und  den  Reihenwert  als  Funktion    der  gemeinsamen  oberen 
Irenze  o  der  Integrale  u  ansieht^  erhält  man  die  Riemminsche  Thetu- 


[17)       »iM{o)-e}='^'  ^' 


^       ^  *»^  f,'*^ft  *",u'  +  *  ^  ^fi  <  V  ~  V^ 


=1  i/=l 


t  ^'P 


»K  -'»^ 


(»^^l.Ä,        ,|r) 


lit  den  Eigenschaften^  daß 

längs  a,,:   '9'+  =  d^~  ^ 

[18)  längs  h^:    d^  =  ^'  •  €" 
längs  c^:    ^+  =  d'~. 

Die  algebraischen  Funktionen  einer  Klasse  hängen  (im  Falle 
>  1)  von  3p  —  3  wesentlichen,  durch  eindeutige  Transformation 
icht  zerstörbaren  Größen,  den  Klasaenmodulen,  ab^).  Vergleicht  man 
liese  Anzahl  mit  der  Anzahl  ^pip  +  1)  der  soeben  als  Modulen  in 
lie  Thetareihe  eingeführten  Größen  fJ^,.,,  so  ergibt  sich,  daß  die 
letzteren,  sobald  p  >  3  ist,  nicht  voneinander  unabhängig  sind,  daß 
ielmehr  zwischen  ihnen 

(19)  li)(p+l)-(3i>-3)  =  }(p-2)(p-3) 

Blationen  bestehen.     Die   in   diesem  Paragraphen   definierten  Theta- 
mktionen  sind  also  spezielle  in  dem  Sinne,  daß  ihre  ^p(p+  1)  Mo- 
loleD  a^^,  nicht^  wie  in  den  vorangehenden  Kapiteln  durchweg  an- 
aommen  wurde,  einzig  und  allein  der  oben  angegebenen  Konvergenz- 
bedingung   genügen,    sondern     noch    weitere,    bei    den    allgemeinen 
ietafduktionen    nicht    bestehende,    ^  (p  —  2)  (p  —  3)    Bedingungen 
len;  derartige  Thetafunktioneu  sollen  als  Äbelsche  Thetafuräctioneit 
dichnet  werden. 

Welcher  Art-  die   --ewischen   den   J/>fp+l)  Modulen   einer  Abelschen 
betafanktion  hestehenden  Relationen  sind^  ist  bis  jetzt  nur  im  niedrigsteu 


1)  Riem&nn,  Th.  d.  Abelschen  Funotionen.    Gee.  math.  Werke.  Lpx.  1876, 
HS  önd  titttbl,  Th  d,  Abelachea  Functionen,    L\^%,  \%%%yi^%,\^ 
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Falle  I?  =  4  bekannt  Die  eine  Relation,  welche  hier  fÄr  die  10  Modolct 
der  Thetareihe  notwendig  und  hinreichend  ist,  daznit  diese  eine  AbebdM 
wird,  hat  Herr  Schottky^)  wie  folgt  anfgefonden. 

Der   Quotient    zweier   ungeraden    Thetafunktionen  O^   und  &,  wird, 


'A«/. 


wenn  man  an  Stelle  der  Argomente  u  Integrale  f  du^  einführt,  ebe 
symmetrische  und  zerfallende  Funktion 

der  beiden  Grenzen  a  und  ß.  Nim  gibt  es  in  der  Theorie  der  allgemeinea 
Thetafunktionen  ein  System  homogener  quadratischer  Gleichungen,  welches 
nur  ungerade  Thetafunktionen  enthält.  Diesem  dadurch  zu  genügen,  daS 
man  für  jede  vorkonmiende  ungerade  Thetafunktion  einen  Ausdruck  von  der 
Form  <Z>^(a)  Oj^{ß)  setzt,  ist  nur  dann  möglich,  wenn  zwischen  den  Null- 
werten  der  geraden  Thetafunktionen  eine  gewisse  im  allgemeinen  Falk 
nicht  bestehende  Gleichung  angenommen  wird.  Nach  dem  XXXVI.  Satze 
pag.  303  gibt  es  nämlich  im  Falle  j?  =  4  in  dem  zu  einer  syzygetiselia 
Gruppe  vom  Range  3  gehörigen  Komplexe  von  32  Systemen  von  TL  Char 
immer  3  Systeme,  die  aus  8  geraden  Th.  Char.  gebildet  sind.  Bezeichnet 
man  mit  B^,  B^j  R^  die  3  zugehörigen  Produkte  von  je  8  geradea 
Thetafunktionen,  mit  r^,  rj,  r,  aber  die  Werte,  welche  diese  Produkte 
für  die  Nullwerte  der  Argumente  annehmen,  so  hat  auch  für  allgemeiiie 
Thetafunktionen  der  Ausdruck: 

(21)  j  =  rl  +  rl  +  rl-2r,r,^  2r,r,  -  2r^r, 

für  jede  syzygetische  Gruppe,  von  der  man  ausgehen  mag,  den  nämlicheD 
Wert.     Das  Verschwinden  dieser  Invariante,  also  die  Gleichung: 

(22)  rl  +  rl  +  fi-  2r,r,  -  2r,r,  -  2r,r,  =  0, 
oder  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(23)  V7,  +  yr,  +  yr,  =  0 

ist  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  die  vorliegeDden 
Thetafunktionen  Abelsche  sind. 

Auch  Herr  Poincare^j  hat  die  im  Falle  p  =  4:  zwischen  den  Mo- 
dulen einer  Abelschen  Thetafunktion  bestehende  Relation,  aber  nur 
unter  der  Annahme,  daß  jene  Modulen  a  ,  für  welche  ft  ^  v  ist,  ihrem 
Betrage  nach  sehr  klein  sind,  ermittelt.  Bei  Abelschen  Thetafunktionen 
zieht  nämlich  die  Gleichung  &f[u]j  =  0  nach  sich,  daß  sich  die  Argumente 
Wj ,  •  •  •,  M   als  Summen  von  je  ^  —  1  Integralen  darstellen  lassen  (vergL  §  ol 


1)  Schottky,  Zur  Theorie  der  Abelschen  Functionen  von  vier  VÄiiabet 
J.  für  Math.  Bd.  102.    1888,  pag.  304. 

2)  Poincar^,  Remarques  diverses  sur  les  fonctions  ab^liennes.  J.  de  Math. 
(5)  Bd.  1.  1896,  pag.  221;  dazu  auch:  Sur  les  surfaces  de  tnuislation  ei  \» 
fonctions  ab^liennea.    BuW.  Ä.U.Y.  ^^.^^.  1901,  pag.  61. 


bl  der  Nullpunl 


em^mSSieiL  ThetAfimUion. 


le  Annahme,  daß  die  Thetafunktion  verschwmdet,  sobald  für  ihre  Arb- 
eite Ausdrücke  dieser  Form  eingeführt  werden,  liefert  aber,  wenn  die 
lulen  a  (ft  ^  v)  ihrem  absoluten  Betrage  nach  sehr  klein  sind,  im 
lle  p  -=  4  die  Beziehung: 

M)  V«ia  ^4  «S8  «24  +  V'hl  «18  «Bi  »8t  +  V"«!!  «U  «i»  «43  =  ^  ' 

Aus  der  Gleichung  (22)  schließt  man  noch|  daß,  wenn  bei  Abelschen 
ktionen    vom  Geschlecht  4  zwei  gerade  Thc^tafunktionen  filr  die  Nall- 
&rte   der  Argumente   t ersch winden ,   dann   noch  eine  dritte  verschwindet, 
larch  der  Fall  als  der  hyperelliptische  charakterisiert  ist'). 


§3. 

Anzahl  der  KaBpuiikte  der  BlemaiuiBcheii  Thetaftuüctlon* 

Es  wird  sich  später  zeigen,  daß  für  gewisse  Werte  der  Para- 
ßter  e  die  Riemannsche  Thetafunktion  identisch  verschwindet,  d.  h. 
^B  ^iti{o)  —  e}  ^0  ist  für  jede  beliebige  Lage  der  gemeinsamen 
*eren  Grenze  o  der  Integrale  %,  ••,  w^-  tlißs  ist  aber  jedenfalls 
cht  für  alle  Werte  der  Parameter  e  der  Fall,  denn  sonst  müßte 
[v]l  für  alle  Werte  der  Großen  v  verschwinden  und  folglich  müßten 
seiner  Entwicklung  nach  ganzen  Potenzen  von  e'^'^j  -  ,  e  "'^  samt- 
he  Koeffizienten  Null  sein,  was  nicht  der  Fall  ist  Es  sei 
|f  '*  ^B  ^^^  Parametersystem,  für  welches  '^ ((«(<?)  —  e}  nicht 
Botiseh  verschwindet 

Da  die  u  allenthalben  endlich  sind,  so  wird  ^((«(o)  —  e|  nirgendwo 
T'  unendlich  und  es  liefert  daher  das  über  die  ganze  Begrenzung 
y  erstreckte  Integral: 


2ir 


log^ 


^e   Anzahl    der    einfachen   Nullpunkte    der  Thetaftmktion,     Zu   dem 
Itegrale: 


5) 


/ 


dlog^ 


pfert  aber,  da  jeder  Querschnitt  und  jede  Hilfslinie  zweimal  in  ent- 


1)  Vergl  Weber,  Über  j^ewisfle  in  der  Theorie  der  AbeUchen  Functionen 
liftretende  Anauahmefölle.     Muth    Ann    Bd.  13,    Iftlij,  v^g  ^^* 
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gegengesetzter  BichtuDg  durchlaufen  wird,  weder  ein  Qaerscimiti  a, 
noch  eine  Hilfslinie  c^  einen  Beitrag,  da  längs  jeder  solchen  Linie 
'&'*'  =  d'~j  also  auch  d  log^-^  »  d  logd^  ist.  Es  wird  aiao  das  Integral 
(25)  ausschließlich  von  den  Beiträgen  der  Querschnitte  6,  gebildet 
Von  einem  Querschnitte  b^  rührt  aber  der  Beitrag  her: 


(27) 


J  dlogd'+  j  dlogd'^  1  {dlog^'-d log'^+), 


wo  das  letzte  Integral  in  positiver  Richtung  längs  des  Querschnittes 

6y  d.  h.  vom  negativen  Ufer  von  a, 
zum  positiven  zu  erstrecken  ist;  es 
ist  aber  nach  (18)  längs  b^i 

(28)    d  log  d'-^^d  log  »-  -  2du^, 

wobei    an    letzter   Stelle    die  Marke 
—  weggelassen  ist,   da  für  die  Inie- 
granden  u,'   die  Querschnitte   keine   Unstetigkeitslinien   sind.    Folg- 
lich ist: 


(29) 

Es  ist  aber: 

(30) 


/ 


(dlog«--rflogfl'+)  =  2 


Jdu,. 


fdu. 


u    —  uT 


wenn  u^  den  Wert  von  u^  auf  dem  positiven^  u^    den  Wert  auf  dem 
negativen  Ufer  von  a^  bezeichnet.     Längs  a^  ist  aber  nach  (3): 


(31) 


.,-f      -,- 


TCt: 


folglich  besitzt  das  Integral  (30)  den  Wert  jri,  das  Integral  (29)  den 
Wert  27ti  und  das  Integral  (26)  den  Wert  2xi'p,  also  endlich  das 
Integral  (25)  den  Wert  p  und  man  hat  den  Satz  bewiesen: 

I.  Satz:  Verschmndei  die  Riemannsche  Thetafunktion  'Ö"fti(ö)-e) 
nicht  identisch,  d.  h,  infolge  der  besonderen  Werte  der  Parameter  c^,  •*/; 
für  jede  Lage  der  gemeinsamen  oberen  Grenze  o  der  Integrale  w^,  •••,«,» 
so  verschwindet  sie  nur  in  p  Punkten  der  Fläche  T' ;  dieseÖ^en  sei» 
^it  1^1,  %f  •  •  •;  rj^  bezeichnet. 
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§4. 

ZiuuuDimenhang  iwisohen  den  Parametern  e^^  e^^  ",  e^ 

nnd  den  Nullpunkten  ij^,  ij,»    "f  %  ^^^  BlemannfM^en 

Thetaftmktion. 


Das  ober  die  ganze  Begrenzung  von  T^  erstreckte  Integral: 
(32)  J=JL.  r«^rflog^ 


liefert  die  Summe  der  Residuen  der  Funktion  u^  — ■^—  in  der  ganzen 

Flache  T'  und  besitzt  daher,  da  u^  nirgendwo,  — ^—  aber  nur  in 

den  Punkten  tj^,  •••,  tj^  unendlich  wird  und  zwar  mit  den  Residuen 
1,  den  Wert: 

(33)  J-^%M- 

Andererseits  kann  man  das  Integral  (32)  auswerten,  indem  man 
es  über  die  einzelnen  Stücke  der  Begrenzung  Ton  T'  erstreckt;  dabei 
können  die  Hilfslinien  c^  weggelassen  werden,  da  sie  ersichtlich  keinen 
Beitrag  zum  Integrale  liefern.  Von  einem  Querschnitte  a^  rührt  der 
Beitrag  her: 


fu^dlog^+fu^ 


rflog^+  /  w  dlog^ 
(34)  i  -' 

-J  (u^dlogd''^-u^  dlogd'  )-*^,ÄiJ  rflog^, 

wobei   an   letzter   Stelle   die  Marke  +  oder  —  weggelassen  ist,   da 
längs  a^  -Ö'+^'Ö""'   also  auch  d  log -0'+ =  d  log -ö*"   ist.    Nun  ist  aber: 


/ 


(35)  /  rf  log ^  =  log «•+  -  log ^, 


wenn  log^  den  Wert  von  logö*  auf  dem  positiven,  log-ö*"  auf  dem 
negativen  Ufer  von  b^  bezeichnet.    Längs  6,  ist  aber: 

(86)  log»+  -  logr-  -  a,,  -  2(u7  -  e,)  -  2(^>i, 
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wo  p/  eine  uns  unbekannte  aber  bestimmte  ganze  Zahl  bezeichn 
Folglich  hat  das  Integral  (34)  den  Wert: 

(37)  -  *^,«i(«.v  +  2M,(a)  -  2e,  +  2q;x{) 

und  der  Beitrag  aller  Querschnitte  (^.f  ^f  '"f  ^p  ^^^"^  Integrale  (3 
beträgt: 

(38)  - 1  ö^^  -  {%{^)  -  e^  -  Qi.  ^i  • 

Die  Werte   von   u^   in   den  Punkten  a  und  /}  sind    einander  nie 
gleich;  sie  unterscheiden  sich  yielmehr  um  xi  und  es  müßte  also  1 
Wahl  des  Punktes  ß  die  Zahl  (>^  um  1  vermindert  werden. 
Von  einem  Querschnitte  b^  rührt  der  Beitrag  her: 


(39) 


J  u^dlog^+J  w^öflog^=  /  (ti^dlog-^   -tt^^dlög^. 


Längs  by  ist  aber  nach  (3)  und  (28): 

(40)  w^  d  log-Ö*^  =  «*~  rf  log-Ö*"  —  2m^  du^  +  a^^d  log-Ö*^ , 

und  es  besitzt  daher  das  Integral  (39)  den  Wert: 


(41)  2  /  u^  du^  —  a^A  rflog 


'^+. 


Es  ist  aber: 


4- 


(42)  \  d  log  -&+  ==  log  d-  ~  log  -^^ , 

K 

wenn  log  -Ö-"   den  Wert  von  log  -Ö-  in  dem  auf  dem   negativen  U 
von   a^   gelegenen  Punkte  d,   log  %^   diasen  Wert  in   dem  auf  d» 
positiven   Ufer   gelegenen   Punkte    y   bezeichnet,    also,    da   längs 
'9'+='Ö'"  ist: 

(43)  /dlog#+  =  2(>^Äi, 

wo  (>,  eine  uns  nicht  bekannte  ganze  Zahl  ist.     Indem  man  dies 
Wert  in  (41)  einführt,  erhält  man  dafür: 


}  /  w^  du^ 


(44)  2  /  w^  du^  —  2Q^a^^7ci 
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und  daher  als  Beitrag  der  Querschnitte  b^;  &,;  "  *7  ^p  ^^^  Integrale  (32): 

Aus  (38)  und  (45)  erhalt  man  aber  fOr  das  Integral  (32)  den  Wert: 
J^=ß^-la^^-w^(«) 

Von  den  Integralen  der  an  vierter  Stelle  stehenden  Summe  kann  man 
endlich  das  dem  Werte  i/  =>  ft  entsprechende  auswerten.   Es  ist  nämlich: 


(47) 


A 


du  =  i[«»  -  «V«)]  =  «,-u  («)  +  i(«»)«. 


Führt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung  (46)  ein^  so  wird  endlich: 

^=1  y  \         ^=1        / 


Setzt  man  nun  endlich  die  beiden  Werte  (33)  und  (48)  von  J  ein- 
ander gleich,  so  erhält  man: 


(49) 


und  hai  das  Besoltat: 


n»  Satg:  I>*^  Parameter  e^,  ^,  -,  e^  m%d  die  NuUpunkk  tj^,  ly,, 
',  fljf^  ™^  ^i^eAf  iikntisdh  mr^wimknden  Riemanfiscimk  TfLeiafunkiiön 
'ingen  miUnnmider  gmamnien  durch  die  Ghichungm: 

dentti  / ,    ^  ,  Ä_  die  tmt  den  Parmmtem  mid  NuUpunkkfi  un- 
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bezeichnen,  die  ganzen  ZaMen  q,  q  aber  dadurch  hesUmmt  sind,  daß 

längs  a^:   log ^+  =  log ^-  -  2p^ xi, 
^^  längs  b^:    log d^+  =  log d^-  -  a^^ -  2(m7  -  e^)  -  2(>; «t 

Die  Resultate  der  letzten  Paragraphen  lassen  sich  unmittelbar  auf 
Tbetafunktionen  höherer  Ordnung  übertragen.  Definiert  man  nftmlich  eise 
Riemannsche  Thetafunktion  n**'  Ordnung  S^{u(o)  —  cj  durch  die  Be- 
dingungen, daB  für  V  =  1,  2,  •  •  *,  p 

längs  a,:    6+  =  6", 
(50)  längs  6^:    6+ =  6"  e-"«»'^-*"^«^— ^), 

längs  c,:  e+  =  e- 

ist,   so   gelten  für  diese  Funktion  die  genau  auf  die  obige  Weise  erweis- 
baren Sätze: 

m.  Sats:  Verschwindet  die  Thetafunktion  n^  Ordnung  B^{u{o)-€) 
nicht  identisch,  d,  h,  infolge  der  besonderen  Werte  der  Parameter  ej,  --»e^ 
für  jede  Lage  der  oberen  Grenze  o,  so  verschwindet  sie  nur  für  np  PunkU 
der  Fläche  T' ;  dieselben  seien  mit  ly^,  ijj,  •••,  iy      bezeichnet. 

IV.  Sats:  Die  Parameter  e^,  •••,  e^  und  die  NuUpuhkte  %,  •»  »fc. 
einer  nicht  identisch  verschwindenden  Biemannschen  Thetafunktion  n^  Ori' 
nimg   ö„((w(o)  — c])  hängen  miteinander  zusammen  durch  die  Gleichungen: 

in  denen  k^^,  •  •  •,  Ä^  die  von  den  Parametern  und  Nullpunkten  unabhängigem 
Konstanten  (II)  bezeichnen,  die  Zählen  q,  q'  aber  durch  die  Angaben,  daß 

längs  a,:    log  8+  =  log  8"  -  2Q^7ii, 

längs  6/.    log  8+  =  log  S;;  —  na^^  —  2n{u-  —  e^  —  2Q^'ni 

sei,  bestimmt  sind. 


1)  Zum  Inhalte  der  drei  letzten  Paragraphen  vergl.  Riemann,  Th.  i 
Abelschen  Functionen.  Ges.  math.  Werke.  Lpz.  1876,  pag.  125;  ausführlicher  bei 
Neumann,  Vorlesungen  über  Riemann's  Theorie  der  Aberschen  Integrale. 
2.  Aufl.  Lpz.  1884,  pag.  322.  Für  den  Fall  p  ^  2  und  unter  Annahme  einer 
ganz  bestimmten  Zerschneidung  der  Fläche  bestimmt  die  in  den  GleichuogcA 
(III)  nuftretenden  ganzen  Zahlen  Qy  q  Herr  Thomae,  Über  ultraelliptisdie 
Integrale.    Leipz.  Ber.  Bd.  62.   1900,  pag.  106. 
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Man  kann  aber  die  Resultate  dieser  Paragraphen  noch  nach  einer 
anderen  Seite  hin  verallgemeinem.  Anstatt  nämlich  nach  den  Wurzeln 
einer  einzigen  Gleichung  ^{u(o)  —  ej  =»  0  oder  S^f[u(o)  —  c|  =  0  zu  fragen, 
kann  man  die  Frage  nach  den  gemeinsamen  Wurzeln  mehrerer  solcher 
Gleichungen  stellen.  Die  allgemeinste  derartige  Fragestellung  rührt  Ton 
Herrn  Wirtinger  ^)  her  und  hat  zu  dem  folgenden  Satz  geführt. 

Y.  Sati:   Die  s  Gleichungen: 

«—1 


K     (S«(0-e'^))     -0, 


o=l 


«—1 


(VI)  e.,    (S-W-^'O)    =0, 


o=l 


haben,  wenn  die  Parameter  e  so  gewähU  sind,  daß  kerne  der  Thetafuhktionen 
idenHseh  verschwindet: 

(Vn)  N^n,n,^-^n.^_^J_^^^^(s-^r)(p^s  +  r  +  l) 

JUsungen 

(Vm)  Ol,    öj,    ...,   0.  =  l?i^,     1?,^,    •••,    1?,^,  (v:*l,2..     .,iV) 

und  es  ist  für  [1=^  1^  2,  "y  p: 


wo  die  k  von  den  e  und  ti  unabhängig  sind. 


1)  Wirtinger,  Zur  Theorie  der  2 n- fach  periodischen  Functionen.    2.  Ab- 
'*«iidliiiig.   Monatsh.  f.  Math.  Bd.  7.   1896,  pag.  1;  vergl.  auch:  Zur  Theorie  der 
igomeinen  Thetafbnctionen.  Wien.  Anz.  Bd.  82.   1896,  pag.  68  und  Poinoar^, 
divene«  etc.   J.  de  Math.  (6)  Bd.  1.   1896,  pag.  221. 
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§5. 

Die  Lehre  von  dem  identlflchen  VersohwlBdeii 
der  BtemaniiBOheii  Thetaflinktlon. 

Bezeichnen  e^,  e^f  '"}  ^p  P  P^i^^y    welche   kein   Punktsystem 
I.  Gattung  bilden^  für  welche  also  die  Determinante: 


(51) 


«i'(«i)   «i'(«») 

<(£,)     Mj'(£,) 


einen  Ton  Null  verschiedenen  Wert  besitzt  und  zu  welchen  kein  kor- 
residuales Punktsystem  existiert^  sodaß  den  p  Kongruenzen: 


(52) 


p 


«m(0 


^^%(9. 


,) 


0'=i,».    .n 


durch  kein  Ton  s^,  •••,  e^  verschiedenes  Punktsystem  dj,  ••-,*,  ge- 
nügt werden  kann,  so  verschwindet 


(53) 


*((«(")- 2*  «(*«^-*)) 


X  =  l 


für  0  =  «1,  £3,  •••,  £p'j  denn  entweder  ist  die  Funktion  (53)  identiscb 
Null,  dann  also  auch  in  den  p  Punkten  a^,  •••,  £^,  oder  sie  tct- 
schwindet  nur  in  p  Punkten  ly^,  •••,  rj^,  und  dann  ist  für  diese  nach 
dem  ü.  Satze: 


(54) 


V 


p 

V 


2j  ^(O  +  K  =  ^  %in.)  +  *^;  (M^hK  ,^ 


x  =  l 


aus  diesen  Kongruenzen  aber  folgt  unter  der  gemachten  Voraussetzung 
nach  dem  soeben  Bemerkten,  daß  das  Punktsystem  i?i,  •••,  17,  niit 
dem  Punktsystem  f^,  •••,  f^  identisch  ist. 

Läßt  man  also  0  mit  £    zusammenfallen,  so  erhält  mau: 


p 
p-\ 


(55) 


^((-2^ti(£j-Ä))  =  0. 


Diese  Gleichung  ist  bis  jetzt  nur  unter  der  Voraussetzung  bewiesen, 
daß  fi,  •  •,  £p_i  zusammen  mit  e^  kein  Punktsystem  I.  Gattung  bilden; 
es  soll  nun  gezeigt  werden,  daß  sie  für  jede  beliebige  Lage  derp-l 
Punkte  «1,  •••,  £,_i  gilt. 

Zimächst   kann   man,   da  der   gemachten  Voraussetzung  gemil 
die  Determinante  (51)  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  besitui^  in 
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e^  beziehlich   einschließende  Ge* 


der  Fläche  T'  p  die  Punkte  fj, 

biete  f/^,  •*-,  G    so  abgrenzen,  daß  diese  Determinante  von  Null  ver 
c^hieden  bleibt^  solange  die  Punkte  e^^    -•,  i^  nicht  ans  den  Gebieten 
^it  '**f  ^«  heraustreten;  dann  gilt  aber  auch  die  Gleichung  (55)  für 
iea  den  Gebieten  (r^,  **•,  G^_i  angehörige  Punktsystem  f^,  • -,  fp.i- 
eachtet   man    nun   noch,   daß    der   auf  der   linken    Seite  von  (55) 
ade  Ausdruck  eine  stetige  Funktion  der  /?—  1  Punkte  ^i,  ->  *^„i 
i?Ut,  und  daß   eine  solche   Funktion,  wenn  sie  für  jedes  einem 
System    von    noch    so    kleinen    Gebieten    6?^,  —  •,  ^Tp-i    angehörige 


Punktsystem  e^ 


>  ^i,.i 


den   Wert  Null  besitzt,  allenthalben  Null 


Bt,  so  hat  man  den  gewünschten  Nachweis  erbracht  und  ist  damit 
eu  dem  Satze  gelangt: 

VI.  SatB:   Die  Gleichung: 

ffW  für  jede  beliebige  Lage  der  p  ~  1  Punkte  ^|,  •— ,  ^p-i- 

Mit  Hilfe  des  VI.  Satzes  kann  man  nun  sofort  weiter  zeigen,  daß 

[66)  *((««(o)-5«(0-4 


M=l 


tentisch  verschwindet,  sobald  die  Punkte  «i,  ***,  f-  ein  Punktsystem 
Gattung   bilden.     Nach    dem   VL  Satz    verschwindet   nämlich   die 

unktion  (56),  wie  auch  die  Punkte  ^j,  —  •,  i  beschaffen  sein  mögen, 
för  o  =  £|,  *  ■•,  f^.  Bilden  nun  e^,  -,  e^  ein  Punktsystem  I  Gattung, 
so  existiert  dazu  ein  korresiduales  Punktsystem  dj,  » » -,  d  ,  für 
reiches  also: 


W) 


(M^t.i,      .p\ 


t;  dann  unterscheidet  sich  aber  die  Funktion  (56)  von  der  Funktion 


») 


^((«(o)-2«(*-)-*l 


K^l 


ftur  nm  tinm  Faktor,  verschwindet  also  auch  in  den  Punkten  dj^  •,  d^, 
pftil  diit  Icf'/icre  es  nach  dem  VL  Satze  thut,  und  muß  daher  iden- 
fiBchwinden,  da  sie  sonst  nicht  mehr  als  p  Nullpunkte  haben 
Damit  ist  der  Satz  bewiesen: 


t:    Bilden  s^^ 

HffkiiOH 


B^  ein  Punktsijskm  L  GaUung,  so  ver- 
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(XI)  *((«(o)-^«(0-ä] 

identiscJi,  d,  h,  für  alle  Leuten  des  Punktes  o, 

und  es  ist  der  oben  vorgesehene  Fall^  daß  eine  Riemannsche  Thebh 
funktion  fttr  gewisse  Werke  der  Parameter  ej,  •••,  c^  identisch  rer- 
schwinden  könne^  als  wirklich  yorkommend  nachgewiesen. 

Nachdem  im  Vorigen  bewiesen  wurde ,  daß  die  Funktion  (XI) 
identisch  verschwindet,  sobald  e^,  ••*,  e^  ein  Punktsystem  L  Gbtbmg 
bilden,  soll  jetzt  gezeigt  werden,  daß  dieser  Satz  auch  umgekehrt  gilt^ 
oder  mit  anderen  Worten,  daß  eine  Funktion  (XI),  bei  der  «j,  •••,  i^ 
kein  Punktsystem  I.  Gattung  bilden,  niemals  identisch  sondern  nur 
in  den  p  Punkten  a^,  •••,  €^  verschwindet 

Um  den  Gang  dieses  Beweises  nicht  unterbrechen  zu  müssen, 
soll  eine  Hilfsuntersuchung  vorausgeschickt  werden. 

Hat  d-fc)  für  ein  Argumentensystem  q,  •••,  c^  einen  von  Null 
verschiedenen  Wert,  so  lassen  sich  infolge  der  Stetigkeit  der  Thetir 
funktion  stets  p  die  Punkte  Ci,  •  •  •,  c  umschließende  Gebiete  G^y-'-G^ 
so  abgrenzen,  daß  %ilc)j  von  Null  verschieden  bleibt,  solange  die 
Punkte  Cj,  •••,  c^  nicht  aus  den  Gebieten  G^,  •  •  •,  G^  heraustreten. 
Bezeichnet  man  dann  mit  d^y*"yd^  ein  weiteres,  ganz  beliebiges 
Größensystem,  so  kann  '©'((c  +  d])  nicht  flir  alle  den  Gebieten  G^,"',G^ 
angehörigen  Wertesysteme  q,  •  •,  c^  verschwinden,  da  es  sonst  allent 
halben  Null  wäre;  es  gibt  also  jedenfalls  ein  den  Gebieten  G^,"'jG^ 
angehöriges  Wertesystem  c^,  •••,  c^,  für  welches  auch  -Ö-fc  +  dl  +  U 
ist.     Man  hat  also  den  Hilfssatz: 

vm.  Satz:  Zu  einem  beliebigen  Wertesysteme  d^,  •••,  d^  exisäeri 
stets  ein  der  Bedingung  O'fc))  =4=  0  genügendes  Wertesystem  c^,-  •,  c^ 
vofi  der  Beschaffenlieit,  daß  auch  ^f[c  +  d}^0  ist. 

Mittelst  dieses  Hilfssatzes  läßt  sich  nun  weiter  noch  zeigen,  dal 
der  Ausdruck: 

(59)  »{C^u{o„)-'2u(s„)-e)), 

0  =  0  ö  =  l 

welche  Werte  die  Parameter  e^,  •  •,  e  auch  haben  mögen,  nicht  för 
alle  Lagen  der  2p  —  l  Punkte  Oq=^o,  o^,  •••,  o^_i,  fj,  •••,  i^_^  ver- 
schwinden kann. 

Zum  Beweise  bilde  man  mit  den  gegebenen  Größen  e,,--,^, 
und  p—l  willkürlich  gewählten  Punkten  £,,  •••,  £^_j  das  Großen- 
system: 

(60)  d^  =  -2%^^o)  -  «iu  -  */!  (^-i,t.  •  .li 
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und  denke  sich  dazu  ein  Orößensystem  (\f"-yC^  so  bestimmt,  daß 
gleichzeitig  ^{c}  +  0  und  ^ Je  +  dj  +  0  ist.  Die  Funktion  d'l[u{o)  —  c} 
yerschwindet  dann  nicht  identisch;  da  sie  Ton  Null  verschieden  ist, 
sobald  0  mit  der  gemeinsamen  unteren  Grenze  der  Integrale  u^,  •••;  u^ 
zusammenfällt,  sie  hat  also  p  Nullpunkte  tj^,  -",  rj^  und  für  diese  ist: 


^i:», 


(61)  c^  =  ^«*^(^x)  +  */i;  o-^i,«,    ,P) 

x=l 

dann  folg^  aber: 

p  p— 1 

(62)  C^  +  rf^=2«*^(^x)-^^(0-«^;         (M  =  h^.     -.P) 

x«b1  a»l 

und  es  ist  damit  ein  System  von  2jp  —  1  Punkten  o  ^  tj^,  o^^tj^, 
•••,  öj^.i"  i?p,  ^1,  •••,  fp«i  nachgewiesen,  für  welches  der  Ausdruck 
(59)  nicht  verschwindet. 

Nunmehr  kann  auf  den  Beweis  des  Satzes  eingegangen  werden, 
daß  immer,  wenn  eine  Funktion  (XI)  identisch  verschwindet,  die 
Punkte  ii,  •••,  e^  ein  Punktsystem  I.  Gattung  bilden. 

Um  den  allgemeinsten  Fall  zu  setzen,  nehme  man  an,  daß 

(63)  H<o)-e)) 

identisch,  d.  h.  für  jede  Lage  des  Punktes  o  verschwinde,  auch  daß 

1 

aaO 

S  S 

(64)  *((2'«(0-2'«(*")-4' 


«  —  1  «—1 


*((2'«(«-)-2'«(*<')-4 


aaO  a=l 


für  alle  Lagen  der  jeweilig  vorkommenden  Punkte  o,  €  verschwinden, 
dagegen 

(66)  *((2'«(«<')-2'«(*-)-4 

|f||^  mehr  ffir  jede  Lage  der  2s  +  l  Punkte  o,  o^,  •••,  o^,  e^^  "*>  £« 
"ran  nicht  früher,  tritt  dies,  wie  vorher  gezeigt,  jedenfalls 

'**»  ^*f  hf  '"}  ^«  eü^om  solchen  Systeme  von  2s +1 

80  Tersdhwindet  (65)  als  Funktion  von  o  he- 

also  nor  in  jp  Punkten,  von  denen  s  die 
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Punkte  «1,  •••,  £^  sind,  wahrend  die  p  —  s  übrigen  «,^.i,  •••,  «,  dupA 
die  Kongruenzen: 

(66)  -^»^io„)  +  e^=  2l%('r)  +  K  (^=>.«.    .« 

eindeutig  bestimmt  sind. 

Aus  (66)  aber  folgt  nun  weiter,  daß  sieb  das  Eonstanteni^steD 
^u  '"}  S  ^^  ^^^  Form: 

(67)  ^^  =2^(0  +^w^(0  +  K  (A.==».^    .f) 

a=l  *=«  +  ! 

darstellen  läßt,  und  es  können  dabei,  wie  aus  dem  Gange  der  Unter- 
suchung erhellt,  die  s  Punkte  o^,  •••,  o^  beliebig  angenommen  werden, 
wenn  nur  zu  ihnen  s  +  1  weitere  Punkte  o,  a^,  •  ••,  s^  existieren,  so 
daß  der  Ausdruck  (65)  für  die  2s  +  1  Punkte  o,  Oj,  •••,  o„  «j,  •••,«, 
nicht  verschwindet. 

Diese  Beschränkung  in  der  Wahl  der  s  Punkte  o^,  •  •  •,  o,  ist  aber 
überflüssig,  d.  h.  unter  den  über  die  Funktion  d'f[u(p)  —  e}  gemachten 
Voraussetzungen  lassen  sich  auch  dann  zu  den  s  Punkten  Oi,--,  o^ 
p  —  s  Punkte  «,^.1,  •••,  f^  so  bestimmen,  daß  die  Kongruenzen  (67) 
bestehen,  wenn  die  Funktion  (65)  für  jedes  diese  s  Punkte  Oi,"*,ö, 
enthaltende  System  von  2s  +  1  Pimkten  o,  o^,  •••,  o,,  f^,  •••,«,  v«- 
schwindet. 

Wird  nämlich  mit  o^,  •••,  o,  ein  solches  System  von  5  Punkten 
bezeichnet,  dann  gibt  es  jedenfalls  eine  Zahl  t  von  der  Beschaffen- 
heit, daß 

(68)  *((2'"(''<')-^«(0-4 

0=0  Ö=sl 

nicht  mehr  für  alle  Lagen  der  2s +  2^+1  Punkte  o,  o^,  •••,  o,^,, 
^i;  *••?  ^$+t  verschwindet;  wenn  keine  kleinere  Zahl  t  es  tut,  so  ge 
nügt  jedenfalls  t  =  s  dieser  Bedingung,  wie  man  sofort  erkennt,  wenn 
man  die  s  Punkte  fj,  •  •,  f,  mit  den  s  Punkten  o^,  •••,  o,  zusammen- 
fallen läßt.  Nun  sei  für  t  die  kleinste  derartige  Zalil  gesetzt  und 
es  seien  mit  ö^,  ••,  o,^^,  ^i,  •-,«,+,  2s +2^  Punkte  bezeichnet 
welche  mit  einem  passend  gewählten  weiteren  Punkte  o  ein  System 
von  2s  +  2^  +  1  Punkten  bilden,  für  welches  (68)  nicht  verschwindet. 
Als  Funktion  von  o  betrachtet  verschwindet  dann  (68)  nicht  identisch, 
also  nur  in  p  Punkten,  von  denen  s  +  t  die  Punkte  £,,  •  •  •,  i^^^  sind, 
während  die  ^9  —  s  —  ^  übrigen  f,+<+i,  •  •  •,  £p  durch  die  Kongruenzen: 
*+r  p 

(69)  -2%io,)  +  e^=^u^(£,)  +  k^  c— i,t.    ,f' 

0=1  t=»-V<-^l 


Nachw.,  daß  die  g6f  Bedingung  notw^ 
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nit   nachgewiesen   ist,  daß  sich  die  Parai 
lern  Falle  in  der  Form  (G7)  darstellen  las? 
ie,    daß    nunmehr    durch    die    beliebig 
♦,  0,  die  p  —  s  übrigen  Punkte,   hier  du.  « 
i-ftj  **'?  ^pf  ^^^^^  mehr  eindeutig  bestimmt  sind. 
Man  hat  also  den 

IX.  Sats:     Verschwindet  der  Ausdruck: 


nye   r  <  .f    ist,   für   alle   Lagen    der    2r  +  \    Punkte  o^öi,--^ö^, 
,  i^f  nicht  mehr  aber,   wenn  r  =  s  ist,  so  kissen  sich  die  Para- 


lentig  bestimmt  sind.     Ans  (69)  folgt  aber* 


£5 


■eil  ftlr 


e^  in  der  Form: 


p 


l.S. 


.P) 


ieltcfi  und  es  können  dabei  s  der  Punldr  t^^,  • -,  ly^  willkiirUch  ge- 
\lt  werden ;  die  p  —  s  übrigen  sifid  dadurch  im  aUganeinett  ein- 
Hg  bestimmt 

Dies  ist  aber  das  Knierium  der  Punktsystems  I.  Gattung  yom 
Ige  p  —  s  uod  man  kann  daher  den  Satz  auch  so  aussprechen: 

X  Sats:    Versehwindet  der  Ausdruck  (XII )^  solange  r  <  s  i$tf  für 

Lagen   der  2r  +  1   Punkte   o,  o^^  *",  o^,   ht  "'^  ^rt    ^i^^d    mehr 

V  wenn  r=^8  ist,  so  lassen  sich  die  Parameter  %,  ••  ,  e^  (auf  un- 

ich  vide  Weisen)  in  die  Fonn  (XllI)  bringen  und  es  bilden  dabei 

p  Punkte  1^4,  •  •,  rjj^  ein  Punktsystetn  1.  Gattung  vom  Hange  p  —  s. 

Damit  ist  der  gewünschte  Nachweis  erbracht;  denn  der  X.  Satz 
l&lt  in  sich  den  folgenden: 

H.  Sats:    Verschwindet  ^{u(o)  —  e}  identiscfif  so  lassen  s*cfc  die 
nmeter  e^,  '•*,  e^  auf  urmidlich  viele  Weisen  in  die  Fonn  (XIll) 
n,  und  es  bilden  dabei  die  p  Punkte  t;,,    -,  fj^^  ein  Punktsystem 
wattungj 

hes  die  verlangte  ümkehrung  des  Vll.  Satzes  ist. 
Aber  der  X.  Satz   sagt  mehr  aus,   er  gibt  einen  genaueren  Ein- 
t  in  das  identische  Verschwinden  der  Riemannschen  Thetafunktioii 
liefert  insbesondere  dorch  ümkehrung  den 
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Punkte  £i,  •••,  £,  sind,  während  die  |)  —  s  übrigen  e,+i,  •••,  «,  iniA 
die  Kongruenzen: 

(66)  -^^(0  +  e^=2'"A)  +  ^  0.=>.v-.»l 

eindeutig  bestimmt  sind. 

Aus  (66)  aber  folgt  nun  weiter,  daß  sich  das  EonstantensysteB 
^17  '"7  ^p  ^^  ^^^  Form: 

(67)  ^^=^%{o,)+2!%{^t)  +  K  (/.=t.v  .rt 

darstellen  läßt,  und  es  können  dabei,  wie  aus  dem  (}ange  der  Unter- 
suchung erhellt,  die  s  Punkte  o^,  ••*,  o^  beliebig  angenommen  werden, 
wenn  nur  zu  ihnen  5+1  weitere  Punkte  o,  ^j,  •••,  «,  existieren^  so 
daß  der  Ausdruck  (65)  für  die  2s  +  1  Punkte  o,  o^,  •••,  o^,  f,,  •••,«, 
nicht  verschwindet. 

Diese  Beschränkimg  in  der  Wahl  der  s  Punkte  o^,  •  •  •,  o,  ist  aber 
überflüssig,  d.  h.  unter  den  über  die  Funktion  ^i{u{p)  —  ejj  gemachten 
Voraussetzungen  lassen  sich  auch  dann  zu  den  s  Punkten  o^,  •••,  o, 
p  —  s  Punkte  f,+i,  •••,  ^p  so  bestimmen,  daß  die  Kongruenzen  (67) 
bestehen,  wenn  die  Fuuktion  (65)  für  jedes  diese  s  Punkte  o^,  •••,<>, 
enthaltende  System  von  2s  +  1  Punkten  o,  o^,  •••,  o„  f^,  ••-,«,?»• 
schwindet. 

Wird  nämlich  mit  o^,  •••,  o,  ein  solches  System  von  s  Punkten 
bezeichnet,  dann  gibt  es  jedenfalls  eine  Zahl  t  von  der  Beschaffen- 
heit, daß 

(68)  ^(S<^^)-2<0-4 


o=l 


nicht  mehr  für  alle  Lagen  der  2s +  2^+1  Punkte  o,  o^,  •••,  o,^,, 
*i>  "7  *#+f  verschwindet;  wenn  keine  kleinere  Zahl  t  es  tut,  so  ge- 
nügt jedenfalls  ^  =  s  dieser  Bedingung,  wie  man  sofort  erkennt,  wenn 
man  die  s  Punkte  f^,  •  •,  £,  mit  den  s  Punkten  Oj,  •••,  o^  zusammen- 
fallen läßt.  Nun  sei  für  t  die  kleinste  derartige  Zalil  gesetzt  und 
es  seien  mit  ö^,  •••,  o,^,,  ^i7";^.+r  2s  +  2^  Punkte  bezeichnet, 
welche  mit  einem  passend  gewählten  weiteren  Punkte  o  ein  System 
von  2s  +  2^  -f  1  Punkten  bilden,  für  welches  (68)  nicht  verschwindet 
Als  Funktion  von  o  betrachtet  verschwindet  dann  (68)  nicht  identisdi, 
also  nur  in  p  Punkten,  von  denen  s  +  t  die  Punkte  £j,  •  •  -,  f,^,  sini 
während  die  p  —  s  —  t  übrigen  f,+<+i,  •  •  •,  £p  durch  die  Eongruenxen: 

(69)  -^«^(O  +  «^  =^«*^(0  +  \  ^«=1»*.    '' 

0=1  t==»-v<-Vi 


^ 


Nachw. ,  aao  aie  gef  Bedin^ng  w 
fndetitig  bestimmt  sind.     Aus  (69)  folgt  aber; 

70) 


43t 


\ 

omit  nachgewiesen  ist^  daß  sich  die  Parameter  e^^  "TJp  ^^^^  '^ 
esem  Falle  in  der  Form  (67)  darstellen  lassen,  nur  mit  a^'n  Unter- 
ihiede,  daß  nunmehr  durch  die  beliebig  angenommenen  Ptmkte 
,  0,  die  p  —  s  übrigen  Punkte,  hier  die  Punkte  ö,^,,  •  -,  0,^,^ 
^#+1?  '"f  ^pt  ^^^^^  mehr  eindeutig  bestimmt  sind. 
Mau  hat  also  den 

IX,  Satz:     Verschicindd  der  Ausdruck: 

r  r 

\D  *((2'«'>''')-2'«(0-«))' 

Kd^mgtt  r<s  ist,  für  ulk'  Lugen  der  2r  +  1  Punkte  ö,  <'u'*-,^^, 
,  i^f  nkid  mehr  aber^  wenn  r  =  s  ist ,  so  lassen  sirh  die  Parti' 
Bjf  "*,  €^  in  der  Form: 


p 


Cm=i.*.      .p) 


rsU'Um  und  es  kmnm  ddlm  s  der  Punkte  ij^,    »  ,  iy^  willkurHch  ge- 
werden ;   die  p  --  s   übrigen   sind   dadurch  im  aUgenieinefi  ein- 
timmt. 


Dies  ist  aber  das   Kriteriimi   der  Punktsysteme  L  Gattung  vom 
^S^  P  —  ^  und  man  kann  daher  den  Satz  auch  so  aussprechen: 

X.  Satz:    Verschwindet  der  Atisdnwk  (XII),  solange  r  <  s  istj  für 
flle  Lagen   der  2r  +  1   PuttkU'   «,  o,,  •",  ^>rj   *u'";*r*    ***^*^    ^^^^^*' 

r,  wenn  r  —  s  i$t^  so  lassen  sich  die  Parameter  c^^  -  •  •,  e^  (auf  un- 
ilich viele   Weisen)  in  die  Form  (XIII)  bringen  und  vs  bilden  dabei 
p  Pufikie  i^j,  •   *,  tj^  ein  Punktsgstetn  L  Gattung  vom  Eange  p^a. 

Damit  ist  der  gewünschte  Nachweis  erbracht;  denn  der  X,  Satz 
ithalt  in  sich  den  folgenden: 

XI,  Satz:    Verschwindet  #([u(ö)  —  e])  identisch ^  so  lassen  sich  die 
''tt  *   ^  *'p  *^^^f  unendlich  viele   Weisen   in   die   Fonn  (XIII ) 

$f  HHtl  fji  hihhm  tJnhri  dir  p  Punkte  ij^^    -  *,  fj    f'iv  Punktstfstem 


dif«  ferlAngto  Ümkehrung  des  VII.  Satzes  isi 

'       ^'    '"'  i  '    mehr  ans,   er  gibt  einen  genaueren  iliiu 

»         h winden  der  Riemannschen  Thetaiunktion 
i0t0  durch  ümkehrung  den 
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xr  Satz:    Buden  rj^,  "  -y  %  ein  Punktsystem  L  Gathmg  vom 
Bangep  —  s  und  setzt  man  dann: 

p 

/    so  verschwindet  der  Ausdruck: 

(XV)  *((2'«(o-2'«(*»)-4' 

solange  r<s  ist,  für  alle  Lagen  der  2r  +  1  Punkte  o^o^^'-^o^, 
h}  ' ' '}  ^»7  ^^^^  ^^^  ^^;  wenn  r  ^  s  ist. 

Nun  kann  man  aber  endlich  beweisen^  daß  fBr  eine  Fonktion 
^iu{o)  —  ej,  für  welche  der  Ausdruck  (XV)  solange  r  <  5,  nicht 
mehr  aber,  wenn  r  =  s  ist,  für  alle  Lagen  der  2r  +  1  Punkte 
^7  ^u  "j  ^r}  hf  '"}  ^r  verschwindet,  die  sämtlichen  partiellen  Döi- 
vierten  der  1*^,  2^,  •  •  •,  s—  1*^,  nicht  aber  der  s*~  Ordnung  iden- 
tisch, d.  h.  für  alle  Lagen  von  o  yerschwinden. 

Der  erste  Teil  dieses  Satzes,  daß  alle  Deriyierten  von  d'{u(o)—e) 
bis  zur  s  —  1^  Ordnung  einschließlich  unter  der  gemachten  Vonuu- 
setzung  yerschwinden,  ist  sehr  leicht  zu  erbringen.  Wird  namlicb 
für  die  partiellen  Derivierten  der  Thetafunktion  die  abgekürzte  Be- 
zeichnung: 

(71)  ^^^ **"       H 

Ml  fr 

angewendet,  und  ist  in  e    ^  =  5n>  ^  =  <^«>  so  ist: 

^iTi  •••  Ctr 

Ist  nun  r  <  5  und  daher  der  Ausdruck  (XIII),  also  auch  der  darans 
durch  partielle  DiflFerentiation  hervorgehende  (72)  für  alle  Lagen  der 
2r  +  1  Punkte  ö,  Oj,  •••,  o^,  tj,  •••,  b^  Null,  so  folgt,  indem  man 
Ol  ==  fj,    ••,  ö^  =  £^  setzt,  daß  die  Summe: 

(73)     ^-'2^V.-,M(p)  -  4«;.(o  •••  «;.(o  =  0 

ist  für  alle  Lagen  der  Punkte  f^,  "•jg»  J?P^  ^-  ^'^^  zieht  aber  in- 
folge der  Linearunabhängigkeit  der  IntegraMttMfi^  '"y  ^p  ^  ^^^' 


Idcnt.  Verschw,  der  partiellen  Deriv.  de* 

iwinden  der  sämtlichen  partieDen  Derivierti 
le  Lagen  des  Punktes  o  nach  sich,  womit  ( 
^bracht  ist.  r 

Der  Beweis  des  zweiten  Teiles  des  obi^ 
Rber    die    Funktion    'S- {(«4(0)  —  ej)    gemachte 
II   alle   ihre  Derivierten  5*"  Ordnimg  verschi^ 
H^e  Weitläufigkeiten.  i'«^ 


Sanktion. 
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Setzt  man: 


fi4) 


%(o)  -  e^  =  U^ 


gibt   es   der   Voraussetz img   nach    eiri 
•  ••,  o„  «i,  ••  ,  f„  für  welches  bei  pas' 


{o)-e}fäT 
'•^achweis 

%  '  V  den 

Jit 


A    2^*   Punkten 

uitem  0 


-,  e^  umschließende  Ge- 


;  dann  lassen  sich  aber  s  die  Punkte  e^^ 
iete  öj,  •*•,  G^  so  abgrenzen,  daß  diese  Ungleichung  beistehen  bleibt, 
lange  die  f  nicht  aus  den  Gebieten  G  heraustreten.  Der  Ausdruck 
f  der  linken  Seite  vou  (75)  kann  aber  ferner  nicht  für  alle  in 
^,  »",  Cr,  liegenden  Punktsysteme  o^j  '-»,  0,  Null  sein,  da  er  sonst 
stetige  Funktion  von  o^^-^-fO^  im  Widerspruche  mit  (75)  für 
le  Lage  der  Punkte  Oj,  •**,  0^  mit  der  Null  zusammenfallen  müßte, 
,d   es   gibt  folglich   ein   diesen   Gebieten   angehöriges  Punktsystem 


•,  y,,  für  welches  sowohl: 


«) 


(>=! 


anch: 


f') 


9  ■ 


<?«i 


Nun   kann   man  weiter  wegen  (77)  8  die  Punkte  y,,  •-,  y,  um- 
^hlicßende  Gebiete  Fj,  ••  ,  F^  so  abgrenzen,  daß  der  in  (77)  stehend« 
psdruck  von  Null   verschieden   bleibt,  solange  die  y  nicht  aus  den 
ebieten  F  heraustreten,  daß  also: 


18) 


«=i 


p=i 


in  Ff,  '••,  r,  gelegene  Punktsystem  to,,  •••,  <a„  und  da 


■k: 


•'»f2''*K)-2"^>'v)  +  4+^* 


ife 
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sein  kann  fQr  alle  den  Oebieten  F^^  ••-,  F^  angehörigen  Pnnlrtsysfame 
(o^,  "',  (o,,  da  er  sonst  allenthalben  Nall  wäre,  und  es  doch  flr 
00^^  o^y  '"]  (0^=^  0^  nicht  ist^  so  erkennt  man,  daß  es  jedenfaUs  ein 
den  Gebieten  F^,  •••,  F,  angehöriges  Punktsystem  o^,  ••-,  o,  gibt, 
für  welches  gleichzeitig  die  beiden  Ungleichungen  (78)  und  (79) 
bestehen. 

Bildet    man    nun    mit   einem   der   Bedingung   (77)   genügten 
Systeme  von  25  Punkten  f^,  •••,  £„  ^i,  •••,  y,  den  Ausdruck: 


(80) 


^g-i      g=i 


oW 


in  welchem  zur  Abkürzung:  • 

(81)  ^  =  2'{%r,K)  +  -  +  «'vr,(«'.)) 

gesetzt  ist^),  so  ist  derselbe  als  Funktion  eines  jeden  der  «  Punkte 
^1}  "'7  ^9  betrachtet  eine  Funktion  der  Klasse,  die  nii^endwo  un- 
endlich wird  und  daher  einen  konstanten  Wert  besitzt,  der  endUeh 
nach  dem  vorher  Bemerkten  von  Null  verschieden  ist. 

Damit  ist  bewiesen,  daß  für  jedes  den  Gebieten  F^,  •••,  F^  an- 
gehörige  Punktsystem  (öj,  •••,  cö,  die  Gleichung: 

»  9 

(82)  e=»  ?-i 

besteht,  in  der  C  einen  von  Null  verschiedenen  von  den  o  unab- 
hängigen Wert  bezeichnet. 

Es  sei  nun  für  (>  =  1,  2,  •,  5  in  ©  :  z=-z^y  ^  =  ^^7  in  y  :  e^L 
s  =  (T^.  Dividiert  man  dann  linke  und  rechte  Seite  von  (82)  dura» 
(^1  -  £i)  '"{^M-  Ü  und  läßt  hierauf  co^  gegen  yi,  •  •  •,  o,  gegen  j, 
konvergieren,  so  erhält  man  auf  der  linken  Seite  die  Summe: 

(83)         ^■■■^»';:l..,.m<(Yd--%,iy.)> 

auf  der  rechten  Seite  aber  einen  jedenfalls  von   Null  verschiedenes 


1)  Um  die  Integralgrenze  in  die  Bezeichnung  aufzunehmen,  sind  hier  di« 
Unendlichkeitspunkte  a\a  ludii^^  «kiTk%^t«i^\>. 
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Grenzwert  und  hat  damit  bewiesen  ^  daß  Ton  den  Derivierten  der 
^  Ordnung: 

(84)  ^-jf^-^-^X")-«:! 

mindestens  eine  von  Null  yerschieden  ist. 

Man  hat  auf  diese  Weise  den  Satz  bewiesen: 

Zm.  Satz:    Baden  ri^,  '",  Vp  ^^  Punktsystem  L  Gattung  vom 
Bange  p--  s  und  setsst  man  dann: 

p 
(XVI)  e^  -^''M  +  Ky  iM^^.h.P) 

80  verschwindet  die  Funktion  ^i[u{o)  —  e}  identischj  d.  h.  für  aUe  Lagen 
des  Punktes  o,  samt  allen  ihren  Derivierten  der  i*^,  ^  •••,  s—  !*•" 
aber  nicht  der  s^ 


Die  Hauptresultate  dieses  Paragraphen  kann  man  in  folgenden 
Satz  zusammenfassen: 

XIV.  Satz:   Die  Funktion: 

(Tvn)  *((«(o)-2'«(^«)-*)) 

varsehwindet: 

1.  wenn  die  Punkte  17^,  •  •  -^  17^  kein  Punktsystem  L  Gattung  lilden^ 
nur  in  den  p  Punkten  ly^,  •••,  ly^; 

2,  wenn  die  Punkte  %,  -",  Vp  ^^  Punktsystem  L  Gattung  vom 
Bange  p  —  s  bilden,  identisch  d.  h,  für  aUe  Lagen  des  Punktes  0,  und 
9war  eusammen  mit  allen  ihren  Derivierten  i**',  ^',  •••,  s  —  V^  aber 

,niekt  s^  Ordnung. 

Die  Lehre  vom  identischen  Verschwinden  der  Thetafunktion  findet 
sieh  zuerst  bei  Riemann^).  Auf  die  Lücken,  welche  diese  Darstellung 
enthielt,  hat  sodann  Herr  Neumann^  hingewiesen,  und  es  ist  diesem 
aodi  später^  gelmigen,  einen  einwandfreien  Beweis  des  Hauptsatzes  der 
Lehre  (VI.  Satz)  zu  erbringen.     In  der  letzten  Zeit  hat  Herr  Bost^)  eine 


1)  Biemann,  Über  das  Verschwinden  der  Theta-Fonctionen.  1866.  (}ea. 
math.  Werke.  Lpz.  1876,  pag.  198. 

S)  Nenmann,  Über  das  Verschwinden  der  Thetafdnctionen.  Leipz.  Her. 
Bd.  86.   1888,  pag.  99. 

8)  Nenmann,  Vorlesungen  über  Biemann's  Theorie  der  AbeFschen  Inte- 
inde.    %.  Aufl.   Lpz.  1884,  pag.  822. 

4)  Bost,  Theorie  der  Biemann'schen  Thetaftinction.  Hab.-Schrift.  Wurz- 
lig 1901. 
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vollständige,  auf  alle  möglichen  AnsnahmeföUe  Bücksicht  nehmende  Du^ 
stellimg  der  ganzen  Biemannschen  Lehre  gegeben  und  die  Mingel,  wekhe 
früheren  Darstellungen  von  v.  Dalwigk^),  Stahl*)  und  Ghristoffel') 
anhaften,  eingehend  kritisch  beleuchtet.  Die  sorgfältige  DarsteUang  des 
Herrn  Bost  konnte  der  obigen  in  wesentlichen  Punkten  snr  Gnindlage 
dienen. 

Christoffel  ist  in  seiner  eben  genannten  Abhandlung  aber  noch 
auf  einen  anderen  Punkt  eingegangen.  Bilden  n&mlich  i^^,  ***yiL  ^ 
Punktsystem  I.  Gattung,  so  kann  man  mit  den  obigen  Hil&mitteln  keiie 
Thetafunktion  bilden,  welche  nur  in  den  p  Punkten  i^^,  •  >  >,  i;^  Ter- 
schwindet.  ChristofPel  zeigt,  daB,  wenn  der  Begriff  einer  Thetaftmktioii 
nicht  an  ihre  Ausdrucksform  gebunden  wird,  sondern  an  ihre  mafigebeii' 
den  Eigenschaften,  nämlich  ihr  Verhalten  an  den  Querschnitten  und  im 
Innern  der  einfach  zusammenhängenden  Fläche  T\  der  sie  zugeordnet  ist, 
eine  solche  Funktion  unter  allen  Umständen,  wie  auch  ihre  Nullpunkte 
vorgeschrieben  werden  mögen,  existiert,  und  gibt  als  Ausdmcksfoim  f&r 
sie  in  den  Fällen,  wo  die  Biemannsche  Thetareihe  versagt,  andere,  „Se- 
kundärreihen^'  genannte  Formen. 


§6. 
Znordnnng  von  Wnnelfimktionen  m  den  Thetaftinktlon«D. 

Ist  ^{c)j  +  0,  so  verschwindet  ^i^{o)  —  u{b)  —  cj  als  Funktion 
von  0  nicht  identisch,  da  es  für  o  =  £  nicht  Null  ist,  wird  also  0*  in 
p  Punkten  ly^,  •••,  ly^,  welche  durch  die  Kongruenzen: 

p 


(85)  u^{b)  +  c^  =2  ""M  +  K  ^"^  =^'  ^-    '^^ 


eindeutig  bestimmt  sind.     Man  erhält  daraus  den 

XV.  Satz:    Ist  ^fcj  +  0,    so    können  die   Größen  q,  •••,  ^^  »» 
die  Form: 

p 

(XVIII)  c^^-u^ie)+21%i'l-)  +  K  (/<=•.  V.». 

X  =  l 

gebracht  werden,  wobei  der  Punkt  s  willkürlich  gewählt  werden  kann, 
von  den  Punkten  rj^,  •••,  rj^  aber  keiner  mit  s  zusammenfällt 


1)  V.  Dalwigk,  Beiträge  zur  Theorie  der  Thetafunctionen  von  p  Variablen 
Nova  Acta  Leop.  Bd.  67.    1892,  pag.  221. 

2)  Stahl,  Theorie  der  AberBchen  Functionen.    Lpz.  1896,  pag.  S24. 

3)  Christof  fei,  Vollständige  Theorie  der  Biemann'sohen  ^-Puncto. 
Math.  Ann.  Bd.  54.  1901,  pag.  847;  vergl.  dazu  auch  Landfriedt,  TheUfmk' 
tionen  und  hyperelUptiache  YvmVL^oTÄXL.   \a\il.  1^02. 
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Nun  seien  d^j'"id  beKebige  Größen;  nach  dem  IX.  Satze 
existiert  dann  stets  ein  Größensystem  c^,  •••,  c^  derart,  daß  gleich- 
seitig ^({cj  +  0  und  ^((c  +  dl  +  0  sind;  dann  können  aber,  wie  soeben 
bewiesen,  die  Größen  c^,  •  •  •,  c^  und  c^  +  d^,  •  •  •,  c^  +  d^  in  die  Formen: 


-^% 


<^^ «*^(0  +2j  ^^(^')  +  K  y 

(86)  '"^  0"=i,2,     .p) 

c^  +  d^  ^  -  %{^)  +2%(Q  +  K 

gebracht  werden,  und  es  folgt  dann  hieraus: 

p  p 

(87)  d^^2'«/'(S«) -2  "/.('»«)•  (^=».v-.rt 

Man  hat  damit  den 

XVI.  Satz:  Beliebige  Größen  d^,  •  •  *,  d^  können  stets  in  die  Form: 

gAracht  werden. 

Ist  nun  '©•((c))  =  0  und  weiter 

(88)  ^i^<S^)-^<^,)-'c)^0 

fBr  alle  Lagen  der  2r  Punkte  *i,  •  •  •,  *,.,  «i,  •  •  •,  f^,  solange  r  <  s,  nicht 
mehr  aber,  wenn  r  »  s  ^),  so  ist  bei  passend  ausgewählten  Punkten 
*l*     •-7  *,;  «i>  ••;  ^ 

(89)  ^  {u{o)  +^u{d^)  ^^u{s^)  -  c)) 

als  Funktion  von  o  nicht  identisch  Null,  wird  also  0^  in  p  Punkten, 
Ton  denen  s  die  Punkte  f^,  •••,  «,  sind,  während  die  j!)  —  5  übrigen 
'#+17  "'7  '^  durch  die  Kongruenzen 

(90)  -'2%i^)  +  «.  =^«.(0  +  *. 

eindeutig  bestimmt  sind.     Aus  den  Kongruenzen  (90)  folgt  sofort  der 


1)  Wenn  nicht  firfiher,  so  tritt  dies  jedenfalls  wegen  des  XYI.  Satzes  fär 
lt.  mm  p  ein. 
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XVll.  Sats:    Ist  ^{c^  -=  0,  so  können  die  Größen  ^,  •••,  c^  «» 

die  Form: 

p— 1 


-f., 


(XX)  S=^«^(«,)  +  *^  o.=i.v-.») 

x=l 

gebracM  werden. 

Da  man  c^  mit  —  c^  vertanschen  kami;  so  eziBtieren  dann  aucii 
p—l  Punkte  «1,  •••,  fp_i,  derart  daß: 

p-i 

(91)  -  c^  ^2^m(0  +  K  Oc-lA-.li 

X=:l 

und  daher: 

(92)  2^m(*x)+2^**m(0  + 2*^  =  0  (^i.V  .f)  • 

x=l 


ist.     Verschwindet  nun  die  Punktion  ^((w(o)  —  a|  in  den  p  Punkten 

(93)  %  ^2%M  +  K  C^-i,«.    ,/) 

x=l 

ist,  so  ergibt  sich  durch  Verbindung  mit  (92): 

P-^  P-^  JL^ 

(94)  -  2a^  ^2^ti,(0  +2;%(0  -  22/^K)-    O^-M.  . ,.) 

x=l  x=l  x==l 

Nun  sei: 

(95)  2a^  =  0  (^=1,8,    ,f) 

d.  h.  «1,  •  •  •,  öp  ein  System  korrespondierender  Halber  der  Periodizitats- 
modulen,  dessen  Per.  Char.  in  der  Folge  mit  (a)  bezeichnet  sei;  die 
Kongruenzen  (94)  liefern  dann: 

(96)  ^«,(*J  +2'^(0  -  2^«m(0  =  0.      o.=..v  .,) 

x  =  l  x  =  l  x=l 

Ist  die  Charakteristik  [a]  ungerade,  so  fällt  einer  der  p  Null- 
punkte tt^j  •••,  «^  der  Funktion  'O'((u(o)  —  a)),  etwa  a  ,  in  den  gemein- 
samen unteren  Grenzpunkt  a  der  Integrale  u  und  die  Kongruenzen  (96) 
reduzieren  sich  auf: 

(97)  ^%iK)  +2'^(0  -  22».(«x)  =  0.      (.=.,  V.». 

x  =  l  x  =  l  x  =  l 

Diese  Kongruenzen  zeigen  aber,  daß  es  eine  Funktion  %  der  Klasee 
gibt;  welche  oo^  wird  in  den  2p  —  2  Punkten  tfj,  •  •  •,  *^_ j,  fj,  •  •  •,  «,.i 


Zuordaung  von  Funktionen  ^^  su  den  is!*^  Th,  Char. 
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und  0'  in  den  p 

ier  Quotient; 

|f98) 


1  Punkten  of^, 


V  ^f-i 


Eine  solche  Funktion  ist 


T  = 


9»^ 


reier  ^Funktionen,  von  denen  die  Neujierfunktion  bis  auf  einen 
Faktor  dadurch  bestimmt  ist,  daß  me  0*  wird  in  den  2p  —  2  Punkten 
Ji?  •  •  *j  ^p^it  ^1^  •  '  >  ^p^t'i  <li^sö  Punkte  bilden  ein  Punktsystem 
[I.  Gattung  vom  Range  jp  —  1,  da  /i  —  1  von  ihnen  z,  B.  Ä^,  --*,  d^^^ 
willkürlich  gewählt  vsrerden  können.  Die  Funktion  <Pq  ist  von  der 
[Charakteristik  [a]  unabhängig;  den  2^' ^(2''—  1)  ungeraden  Charak- 
eristiken  entsprechend  existieren  dazu  ebenso  viele  Zählerfunktionen, 
|ron  denen  jede  0^  wird  in  jenen  p  —  1  Punkten ,  in  denen  die  zu- 
jehörige  Funktion  ^|«(o)  —  a}  außer  im  Punkte  a  verschwindet. 
Ist  die  Charakteristik  [a]  gerade,  so  fällt  keiner  der  Nullpunkte 
"f  t(p  mit  a  zusammen  und  die  Kongruenzen  (96)  zeigen^  daß  es 
Keine  Funktion  z  der  Klasse  gibt,  welche  oo^  wird  in  den  2p  —  2 
Punkten  S^^  ^ -,  ^^_u  ^ip  ""i  ^p-i  ^^^  ^  *^  ^>  dagegen  0*  in  den 
Punkten  Oj,  •••,  a  .  um  eine  solche  Funktion  zu  bilden,  nehme 
lan  zu  der  in  den  2jp  —  2  Punkten  d^,  -,  ö^_i,  fj,  ••',  f-_i  ver- 
ßhwindeuden  Funktion  ip^^  eine  in  a  0'  werdende  lineare  Funktion 
a0  +  bs+  c  hinzu.  Diese  letztere  wird  dann  noch  0^  in  w  +  w  —  2 
loderen  Punkten  ß^j  *••,  ßm  +  n~%-     N'un  bestimme  man  eine  Funktion 

n  — 1  m  —  1 

f{  s  \  £  )  80,  daß  sie  in  den  m  +  n  —  2  Punkten  ß^,  -•,  ß^^^^^  0^ 
und    ihre   2p   übrigen   Nullpunkte    paarweise    zusammenfallen. 

«— 1     rA — 1 

fan     wird     dabei    bemerken,    daß    eine   Funktion    it(  s    \    z  )  mn 

rf+p-fm-fw—   1    willkürliche     Konstanten    und    m(n^  1) 

'  n(m  —  1)  =  2rf  +  2p  +  m  +  w  —  2  Nullpunkte  hat     Verschwindet  sie 

den  rtf  Doppelpunkten  von  F{s  |  j^)  =  0,  so  bleiben  noch  2p  +  m  +  »  —  2 

fullpunkte  übrig,  denen  p  +  w  +  w  —  2  Bedingungen   auferlegt  wer- 

[den  können.     In  dem  Quotienten 


f99) 


ist   dann   der  Nenner  l^ffQ  wieder  von   der   Charakteristik   [ri]   unab- 
iiangtg,   während  es  den  2P"^(2'*+  1)   geraden  Charakteristiken   eni- 

aprechend  ebensoviele  verschiedene  Zählerfunktionen  ^  gibt,   die  alle 
'^O*  werden   in    den   nämlichen  m  +  «  —  2  Punkten,  und  von   denen 

außerdem  jede  0'  wird  in   den  p  Punkten  ß^, 

zugehörige  Funktion  ^(u{o)  —  a))  verschwindet. 

Multipliziert  man  noch  im  ersten  Falle  Zahler  und  Nenner   von 

T  mit  l^  und    faßt  ein  Produkt  l^<p  als    eine   zerfallende   ^»Funktion 

auf,    so    erhält    man     bei    durchweg    gleicher    Nennerfunktion    den 
i^P  Charakteristiken  [b]  ebensoviele  verschiedene  4^  Funktionen  i\  zu- 


a^y   in    denen   die 
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geordnet,  welche  alle  in  den  Uftmlichen  iw+H— 2  Punkten  ^^,'.p„^,.j 
verschwinden,  imd  von  denen  jede  weiter  0^  wird  in  jenen  p  Ptmkteo 
HCl,  •■',  a  ,  in  denen  die  zur  Charakteristik  [e]  gehörige  Funkticc) 
0[^]  ((m{o)))  verschwindet 

Betrachtet  man  jetzt  einen  Thetaquotienfcen; 


(100) 


«=■ 


»MC»»)) 


HO  ist  er  eine  in  der  Fläche  T'  einwertige  Funktion ,  die  0*  wiru  lu 
den  !>  Nullpunkten  «j,  ■••,  «,  von  *[f]((tt(ö)|,  oo^  in  den  p  Null- 
punkten Oj',  ■  ■  -,  tf^  von  ^['>7jl(u(o))  und  die  beim  Überschreiten  der 
Qaerschnitte  a^,  h^  die  Faktoren: 


(101) 


(-1)' 


(-1)' 


-»»„ 


(»=1,1, 


%  ^ 


erlangt.     Sein  Quadrat  ist  also  eine  in  «j,  •••,  tc    0',  in  a^\ 
werdende  Funktion  der  Klasse  und  unterscheidet  sieh  daher  von  der 
Funktion  i\ii>^  nur  um  einen  konstanten  Faktorj  man  erhalt  eo  die 
fundamentale  Grleichung: 


(102) 


Znf   Ausführung   der    im   Vorigen    angegebenen  Zuordnung  der] 

2*P  Wurzelfunktionen  }/^,  zu  den  2*^  Thetafunktionen  ■&[f]ftt))  mulj 
man  die  Nullpunkte  der  Thetafunktionen  kennen.  Man  kann  aberl 
die  Zuordnung  der  Wurzelfunktionen  zu  den  Thetafunktionen  aochl 
ohne  Benutzung  der  Nullpunkte  darchföhren,  indem  man  verfährt,] 
wie  folgt: 

Man  bestimme  nach  dem  Früheren  auf  rein  algebraischem  WegeJ 
die    2^-'(2^+l)    eigentlichen    und    die    2p**(»' —  1) 

•—1  iw— J 

^-Funktionen;  die  ersteren  sind  jene  Funktionen  ^(  $  |   B  \  welche  inj 

den  d  Doppelpunkten  von  F(s  1 5)  =  0  und  den  m  +  «  —  2  von  a  w 
schiedenen    Nullpunkten    der    im    Punkte  tc  0*    werdenden    Une 
Funktion   l^^  =  az  +  hs  -\-  c  verschwinden,   während   ikre    2p   übr 

Nullpunkte  paarweise  zusammenfallen;  die  letzteren  sind  jene  Ftmktioneal 
K— a  m— s  I 

i^9(  s  I   jer  ),  hei  denen  tp{s  \  z)  in  den  ä  Doppelpunkten  von  JP(s  j i)—0| 
verechwindet,  während  ihre  2/?  übrigen  Nullpunkte  paarweise  zusaimii 
fallen.     Aus    den    zugehörigen   2^^  Wurzelfunktionen  Y  ^'   bilde 
2*p  —  1   Quotienten  mit  gemeinsamem,  willkürlich  gewähltem  N« 
Yt^    und   ermittle   für  diese  die  Faktoren  ±  1,   welche   sie   an 

Querschnitten  0^,  6^  erlangen.     Damit  ist  zu  jedem   QnotieoteB 

bereits  die  Differenz  der  Charakteristiken  der  zu  seinen  beiden  Wu 
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fanktionen  gehörigen  Thetafunktionen  gefunden,  und  man  hat  jetzt 
nur  noch  diejenige  Charakteristik  (rj)  zu  ermitteln,  welche  die  Eigen- 
schaft hat,  daß  durch  ihre  Addition  zu  den  2*p  ->  1  gefundenen 
Charakteristiken  eine  gerade  Charakteristik  entsteht,  wenn  die 
Wurzelfunktion  des  Zählers  im  zugehörigen  Quotienten  eine  eigent- 
liche, eine  ungerade  Charakteristik,  wenn  diese  WurzeUunktion  eine 
Berfiedlende  ist.  Die  so  bestimmte  Charakteristik  (rf)  ist  dann  die 
»nr  Wurzelfunktion  y^  gehörige  Charakteristik,  während  die  2*'  —  1 
durch  Addition  erhaltenen  Charakteristiken  in  der  gleichen  Reihen- 
folge den  2*P--  1  im  Zähler  stehenden  Wurzelfunktionen  angehören. 


§7. 

Das  Umkehrproblem. 

Bezeichnet  man  die  p  Nullpunkte  der  Funktion  ^[£]iu(o)]l  mit 
«^•V-;«p\  die  p  Nullpunkte  der  Funktion  ^[e]iu{o)  —  e}  mit 
V^iK  '"}  V^'\  so  ei^eben  sich  aus  den  Kongruenzen,  welche  in  den 
beiden  Fällen  die  Nullpunkte  der  Thetafnnktion  mit  ihren  Parametern 
yerknüpfen,  durch  Subtraktion  die  neuen: 

(103)  «^  =  2'K('?t")  -  "/.(«'^^]  •  o.=i.v  „) 
Daraus  aber  schließt  man  sofort,  daß  der  Thetaquotient: 

(104)  e(o)  = 


9  9 

als  Funktion  Ton  o: 

1.  0^  wird  in  p  Punkten  y^,  ••  ,  y^,   welche   durch   die   Kon- 
gruenzen: 

(105)     21  K(yJ  -  «.(«i")]  +  2  KK)  -  «.(*«)] = 0' 

y=»l  x=l 

Ou=l,2,..,p) 

2.  cx>^  wird  in  p  Punkten  ;?i ,  •  • ,  ^p,  welche  durch  die  Kongruenzen : 
(106)        ^K(0-«.(«l")]  +  2t«/.(<'«)-^(*-)J  =  0 

01=1,  2,..., p) 
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bestimmt  sind.    Weiter  erlangt  Q(o)  an  den  Querschnitten  a,,  b,  die 
Faktoren: 

(107)  (- 1)'^"'%      (- ly^"'';  («1.».  -.1) 

setzt  man  daher  mit  Rücksicht  anf  die  Symmetrie  Ton  Q  in  Bezug 
auf  Oj  Oj,  •••,0^ 

(108)  Q^8oS,-'8^B, 
wo: 


(109)  ^«->fi 


.) 

-  («=1.1,   ,ö 


ist,  so  ist  R  gleichfalls  eine  symmetrische  Funktion  von  o,  o^,  •••,o^; 
dieselbe  ist  als  Funktion  von  o  betrachtet  Funktion  der  Klasse  und 
wird: 

1.  0^  in  den  p  Punkten  a^^\  •  •,  a^^\  in  denen  S^^  c»*  wird,  und 
in  den  p  Punkten  y^,  --,  yp,  in  denen  Q  0^  wird, 

2.  oo^  in  den  p  Punkten  a^^\  •••,  a^'\  in  denen  iSJ,  0*  wird,  und 
in  den  p  Punkten  jefj,  ",  Jifpf  iß  denen  Q  *<x>^  wird. 

Um  eine  solche  Funktion  R  zu  bilden,  ohne  die  unbekannten 
Punkte   y^,  •••,  y^,  jg^,    ")  ^p  zu  benutzen,  verfiüire  man  wie  folgt: 

Man  bestimme  eine  Funktion  r^  der  Klasse,  deren  Zahler-  und 
Nennerfonktion  yon  hinreichend  hohem  Orade  sind  und  beide  in  den 
d  Doppelpunkten  von  F(s\ig)  =  0  verschwinden,  so,  daß  außer  ge- 
wissen weiteren  gemeinsamen  Nullpunkten  des  Zahlers  und  Nenners 
der  Zähler  0^  wird  in  den  q  Punkten  8^,  •••,  d^  und  den  p  Punkten 
Jf,  •  •  •,  a^^\  der  Nenner  in  den  q  Punkten  o^,  ••  •,  o^;  die  jp  weiteren 
Nullpunkte  des  Nenners  sind  dann  dadurch  bestimmt  und  auf  Grund 
der  Kongruenzen  (106)  die  p  Punkte  ^i,  •••,^^-  Bestimmt  man 
dann  in  der  gleichen  Weise  eine  Funktion  r,  der  Klasse,  welche  0* 
wird  in  den  q  Punkten  *i,  •  •  •,  ä^  und  den  p  Punkten  a^*\  •  •  •,  a^'\  dar 
gegen  oo^  in  den  q  Punkten  Oi,  •••,  o^,  und  daher  auf  Gmnd  der 
Kongruenzen  (105)  in  den  p  weiteren  Punkten  yi,  '  •  •,  y^,  so  ist  der 
Quotient  r^:r^  0*  in  den  2p  Punkten  a^^\  •••,  a^^^  und  y^,  ••,>,? 
oo*  in  den  2p  Punkten  a^^\  •••,  a^*^  und  xfj,  •••,  Zp,  unterscheidet  sich 
also  von  R  nur  um  einen  von  o  unabhängigen  Faktor,  der  zunächst 
noch  von  Oj ,  •  •  • ,  o^  abhängt,  aber  auch  davon  unabhängig  wiid, 
sobald  man  es  so  einrichtet,  daß  die  Funktion  r^  :  r^  symmetrisch  ist 
in  Bezug  auf  die  q+1  Punkte  o,  o^^  -  j  o^.  Man  erhalt  dann  filr  Q 
den  Ausdruck: 

(110)  ^=c.i'fr"i/^ 
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c     eine  von  den  q  +  l  PunkteD  ö,  o^f  '■•,  o^  unabhängige  Größe 
äicnnet,   die  bestimmt   werden  kann,    indem   maa  diesen  Punkten 
Bsend  gewählte  spezielle  Lagen  gibt. 

Das  Jacobische  Umkehrproblem  besteht  nun  in  der  Aufgabe,  aus 
Jen  2)  Gleichungen: 

[un  2 K («.)-"*. (Ol  =P^  o.=..v  .rt 


bei  gegebenen  Integralgrenzeii  dj ,  ,  ö  und  gegebenen  Werten 
''i>*">  ^p  ^^^  Integralgrenxen  o^^  —  ,  a  zu  berechnen.  Bestimmt 
sau  Größen  «i,  -",  <?^  durch  die  Gleichungen: 


(112) 


(ßt=i,i,   ,p) 


robei  ^1,  *>  A'    die  unter  (II)  angegebenen  Riemannschen  Konstanten 
eichnen,  so  wird: 


[113) 


ifi^^,h     ,P) 


id   die  Vergleichung   mit   den    Sätzen    der  §§  4  und  5    liefert   das 
Bsultat,    daß    stets   ein  aber  im    allgemeinen    auch   nur  ein   Punkt- 
fstem   o^f    -f  o    existiert,    welches    den   Gleichungen   {111)   genügt, 
lamlich  das  System  der  ^j  NuUpunkte  jener  Thetafunktion  ^((ti(o)— c)), 
reiche  mit  den  nach  (112)  berechneten  Größen  e^^    -,€    als   Para- 
aetem  gebildet  ist,  und  in  diesem  Sinne  ist  das  Jacobiscne  Umkehr- 
problem nichts   anderes  als  das  Problem   der  Bestimmung  der  Null- 
punkte   einer   Thetafunktion    mit    gegebenen   Parametern    e^,    '*,<?p. 
Zugleich  aber  erkennt  man^  daß   bei  besonderen  Werten  der  Größen 
*,  fL,  wenn  nämlich   die  mit  den  Parametern   (112)    gebildete 
betafunktion  identisch  verschwindet,  das  Jaoobiache  Umkehrproblem 
unendlich   viele  Lösungen  besitzt,  in   der  Art,   daß   man   dann   einen 
»der  mehrere  der  Punkte  Oj,    -,  o^  willkürlich  wählen  kann. 

Nachdem  so   bewiesen  ist,  daß  das  Jacobische  ümkehrproblem, 

^on  Ausnahmefällen  abgesehen,  eine  und  nur  eine  Losung  besitzt,  ist 

eicht  zu   sehen,  wie   die  obige  B'ormel  (110)  zur  Ermittlung  dieser 

sung  verwendet  werden  kann. 

Setzt  man  nämlich   in  (110)  q  =  Pf  läßt  den  Punkt  o  mit  dem 

einsamen  unteren  Grenzpuukt  der  Integrale  u  zusammenfallen  und 

rhebt  linke  und  rechte  Seite  aufs  Quadrat,  so  wird  die  linke  Seite 

[«Jtit/)) :  #^[i7]((f/j)  also  bekannt,  die  rechte  Seite  aber,  wenn  in  o^ 

»  j^,  ^  ""  ^<i  ^^^r  ^^  einer  rationalen  Funktion  von  z^,  s^\  -•;  jr^,  ü^. 

ildet  nian  daher  die  Gleichung  (ll^f)  für  p  verschiedene  Char&kt^ 
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ristiken  [s],  so  erhält  man  p  derartige  Gleichungen,  welche  zusammen 
mit  den  p  Gleichungen: 

(114)  F(s^\z^)^0  Oi=u.    ,1» 

die  2p  Unbekannten  ^i,  5^;  •••;  xr^,  s^  bestimmen^). 


1)  Zu  den  beiden  letzten  Paragraphen  vergl.:  Stahl,  Über  die  Behandlnng 
des  Jacobischen  ümkehrproblems  der  Abelachen  Integrale.  Inang.-Diss.  Berlii 
1882  und:  Theorie  der  Aberschen  Functionen.   Lpz.  1896,  pag.  8S5. 


Zehntes  Kapitel 
Die  hyi*^i*^lliptisclieii  Tlietafunktioneii. 

§  1^ 

Beziehungen  der  Ferlodizit&tamodtüen 

eines  hyperelliptiscken  Integrals  I.  Gattung 

SU  seinen  Werten  in  den  Verzweigungapunkten. 

Die  zwei  blättrige  die  Verzweigung  der  Funktion: 

iarstellende  Rtemannsche  Fläche  T  sei  in  der  durch  die  Figur  4  an- 
abeoen  Weise  durch  p  Querschnittpaare  a^,  h^  und  p  Hilfslinien 
(v  »  1,  2,  '  •♦^  jd)    in   eine    einfach  zusammenhängen  de   Fläche    I*' 


Fi«.  4. 

iit^n.     Für  dieses  Querschnittsystem  gestalten   sich  dann  die 
Pormeln,   welche  die  Periodizitatsinodulen  A^^  B^  (v  ^\^2,    '*^  p) 
fiitegraU   erster  Gattung  w   mit  seinen  Werten  zwischen  den 
r^.»   jgnngspunkten  verknüpfen,  wie  folgt.     £s  ist: 


^2  fdw%    f.-i.Ä.    .i.)     C*^^       _     ^) 


mg  R 


Afjf,  lu  T  erstrecktes^  also  die  Quer- 
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schnitte  überschreitendes  ist  und  d%d  den  Wert  von  dw  anf  der 
linken  Seite  der  Linie  a^^ c^»+i  ini  oberen  Blatte  von  T  be- 
zeichnet.    Es  ist  ebenso: 

«1» 


(3)         jB,  -   ( dto  =  -  2(dw'  -  ^(dw 2  ( dw\ 

ay  Ol  o,  «8r— 1 

WO  die  Integrale  wie  vorher  zu  verstehen  sind  und  duf  den  Wert 


^       f^^        «»  «,  «w'.j        J°ir.j       ^)       ^*^^ 

Hg.  6. 

von  cJti;  im  oberen  Blatte  bezeichnet.     Aus  (2)  und  (3)  folgt: 

(4)  y*d«;'  =  i(B,_,-B,),     fdw'^^A,,        (r=..v..) 

wo   in   der   ersten  Formel  im  Falle   v  =  1    unter  B^  Null  zu  ver- 
stehen ist.     Das  Integral  J  dw'  ist  mit  diesen  2p  Integralen  dnrdi 

a 

die  Relation: 

(5)  /  dw'+fdw  +  . . .  +Jdw  =  0 

verknüpft,  die  sich  sofort  ergibt,  wenn  man  im  oberen  Blatte  von  T 


Fig.  7. 

eine  geschlossene  Kurve  um  alle  2p  +  2  Verzweigungspunkte  zieht 
und  durch  diese  das  Integral  w  erstreckt.     Aus  (5)  folgt  aber: 


(6) 


et  *  —  * 


Die  in  (2)  bis  (6)  auftretenden  direkten  Int^rale  zwischen  den 
Verzweigungspunkten  lassen  sich  durch  2^+1  andere  ausdrücken, 
deren  Integrationskurven  in  T'  verlaufen,  und  die  sich  demnach  ds 
Differenzen  der  Werte  von  w  in   den  Verzweigungspunkten  bei  be 
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liebig   wahlbarer   unterer   Ghrenze   darstellen.     Wie   aus   den   neben- 
stehenden Figuren  erbellt,  ist  nämlich: 


/dw'  =  w(ai)  -  w(a)  -  2 ^x; 


und  man  hat  daher  auf  Orund  von  (4)  und  (6): 

(8)  «>(«.) -«'(«)=ij;'^, 

(•'  =  1,2,    .,p) 

woraus  endlich: 

«'(«2>-i)  -  «'(a)  =  i^-^x  +  l^^-i; 

x==sy 

folgt  und  damit  der 

L  Sats:  Die  Periodmtätsmodülen  A^,  B^  eines  Integrals  L  Gat- 
tung w  an  den  Querschnitten  a^,  b^  (v  =»  1,  2,  "-,  p)  sind  mit  den 
Werten  dieses  Integrals  in  den  Vereweigungspwnkten  a,  «j,  «2;  *  *  *>  ^j»+i 
durch  die  Gleichungen: 


=*i'- 


(I)  ' 

x=y 
«^(«2,,+l)-«'(«)  =  i^, 

iierJbiä|j/2;  tn  cZerm  erster  im  Falle  v^l  unter  B^  Null  m  verstehen  ist. 
Aus  dem  L  Satz  folgt  sofort  der 
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n.  SatB^):  Fuhrt  man  in  dem  Systeme  der  p  Biemannsdiei^  Nm^ 
maiintegrale  t«i;  %,  -  -  -;  u^  an  Stdle  der  unteren  Qrenge  den  Ym* 
jsweiffungspunkt  a  ein  und  läßt  hierauf  an  Stelle  der  oberen  Orente  der 
Beihe  nach  die  2p  +  \  übrigen  Verzweigungspunkte  a^^  a^,  -",  «^^^j 
treten,  so  geht  dasselbe  ruidieina/nder  in  2p +1  Sjfsteme  korreapfm- 
dierender  Halber  der  Periodigitätsmodulen  über  mit  den  Charakkristikei^: 


(««)  =  o  (i)  («*)  =  o  1  (l) 

,    .       Ol    /0\P-«  ,    .       0   0   1    /o\»-» 

(«*)  =  0  0  (i)  («»)  -  0  0  1    (l) 


(11) 


K.-.)=cr^:(r"  (o-o-';©- 


(««P-i)  =  (o)         Ol  W==(o)  1 


K^+i)  -» Q 


0\P-l    1 
0 


Betrachtet  man  die  im  ü.  Satz  auftretenden  2p  +  1  Per.  Char. 
(aj,  (a,),  •••,  (ö2p+i)  genauer,  so  erkennt  man,  daß  sie  zu  je  zweien 
azygetisch  sind,  daß  sie  also  nach  der  pag.  267  gegebenen  Definition 
ein  F.  S.  von  Per.  Char.  bilden. 

Noch  sei  für  später  bemerkt,  daß  die  Charakteristiken  (a^\  (a,\ 
•••,  (ögp+i)  gerade,  die  Charakteristiken  (o,),  (aj,  •••,  (o^^)  ungerade 
sind,  und  daß  die  Summe  der  einen  wie  der  anderen: 

beträgt. 

Im  XVIII.  Satz  pag.  270  ist  bewiesen  worden,  daß  durch  eine 
ganzzahlige  lineare  Transformation  der  Perioden  aus  einem  F.  S.  von 
Per.  Char.  immer  wieder  ein  F.  S.  von  Per.  Char.  hervorgeht,  und 
daß  man  auf  diese  Weise  von  einem  F.  S.  zu  jedem  anderen  gelangen 
kann.  Berücksichtigt  man  nun,  daß  andererseits  jedem  Übei^ange 
von  einem  Querschnittsystem  zu  einem  anderen  eine  lineare  Trans- 
formation der  Perioden  entspricht  und  umgekehrt,  so  erkennt  man, 
daß  einmal  die  Eigenschaft  der  Per.  Char.  (11),  ein  F.  S.  von  Per.  Char. 
zu  bilden,  nicht  nur  diesen  speziellen,  bei  der  oben  gewählten  Zer- 


1)  Zu   Satz  I  und  11    vergl.   Prjm,    Znr    Theorie    der    Functionen  tk 
Züricher  N.  Denkschr.  Bd.  22.    1S67,  pag.  6. 
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leiduBg  der  Riemannschen  Fläche  auftretenden  Per.  Char.  (a)  zu- 

imt,   sondern   bei  jeder   beliebigen  Zersclineidung   statt   hat,   und 

iter,  daß  bei   passender  Wahl  der  Zerschneiduug  an  Stelle   dieses 

adameutalsystems   (a^),  (o^),  •-,  i^hp  +  t)  j^des  beliebige   F.  S.   von 

Char.  tritt. 

DaB  in  der  Tat  jeder  Änderung  des  Querschnittsjstems  eine  gBJit* 
ge  lineare  Transformation  der  Perioden  entspricht,  folgt  unmittelbar 
aus,  daß  die  Periodizitätsmoduien  eines  Integrals  die  Werte  dieses  In- 
ils  auf  gewissen  gescblosseBen  Wegen  sind  und  sich  infolgedeflsen  sowohl 
neuen  PeriodizittitÄmodulen  als  homogene  lineare  Funktionen  der  alten 
nit  ganzzahligen  Koefüzieuten  darstellen^  wie  auch  umgekehrt.  Daß  aber 
mch  jeder  ganzzahligen  linearen  Transformation  der  Perioden  eine  Ände- 
ung  des  Querschnittssjstems  entspricht,  beweist  man,  indem  man  es  von 
enen  elementaren  Transformationen  A  ^  B  ,  C  ^^  1)  (^,  tf  =  1,  2^  •*■,!?) 
eigt,  aus  denen  sich  nach  dem  V,  Satz  pag.  153  jede  beliebige  ganz- 
ijdilige  lineare  Transfonnation  zusammensetzen  läßt^), 
■  Daß  die  in  den  linearen  Ausdrücken  der  neuen  Periodizitätsmodulen 
Bch  die  alten  und  den  umgekehrten  als  Koefßzienteu  auftretenden  ganzen 
Bleu  in  der  Tat  den  Bedingungen  pag.  131  und  137  genügen,  wird  wie  dort 
K  den  zwischen  den  Periodizitätsmodulen  zweier  Integi-ale  bestehenden 
»ilinearen  Relationen  (2)  abgeleitet,  wobei  sich  för  die  Zahl  ti  infolge 
ler  dortigen  Ungleichungen  (4)  und  (11)  ein  positiver  und  wegen  der 
röchselseitigen  ganzzahJigen  Dai-stellung  der  Periodizitätsmodulen  der 
pezielle  Wert  1  ergibt.  Daß  diese  Bedingungen  zwischen  den  Koef- 
ienten  aber  auch  ohne  Hufe  der  Integrale  mit  rein  geometrischen,  der 
Jysis  situs  angehörenden  Hilfsmitteln  bewiesen  werden  kann,  bat  in 
jüngsten  Zeit  Herr  Well  stein*)  gezeigt 


§2. 
lerechnung  der  Biemannfichen  Konstanten  k^^  k^,  •-,  A^^. 

Für  die  im  vorigen  Paragraphen  angegebene  Zerschneidimg  der 
T  können  die  Riemannsehen  Konstanten: 


indig  berechnet  werden. 


1)  YergL  dazu  Thomae,  Einige  Sätze  ans  der  Analysis  situs  E.iemann- 
er  Flächen,    Z.  für  Math.  Bd,  12.    18G7,  pag,  »61    und:    Beitrag  zur  Theorie 
Abel'&chen  Functionen,     J.  für  Math,  Bd.  75,    1873,  pag,  224;  auch  Stahl, 
orie  der  Aber»chen  Functionen.     Lpz,  1896,  pag.  327. 
3)  We  1 1 8 1  e  i  n ,  Zur  Transformation  der  Querachnitte  Riemann'scher  Flächen. 
Ann.  Bd.  52.    1899,  pag.  433, 
f K  *  -^  ■  ■  r ,  Th^l^foiikUoii«!!.  it 
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1.  Methode  von  C.  Ketunann^). 

Da  längs  b^    m~  =  «+  —  a^^  und  /  du^  «  xi  ist,  so  ist: 


(12) 


by  by 


u^du^^a^.xi 


und  weiter,  wenn  man 


o 

(13)       wio)^fu^du^ 


setzt: 


(14)    fu+du,=Ju^du, 


Fig.  9. 


=  w(y)  —  i€{d). 

Nun  sei  mit  y  der  mit  y  „verbundene",  d.  h.  der  unter  y  im  zwe 
Blatte  liegende  Punkt  bezeichnet  und  es  seien,  was  nach  der  Fi 
stets  möglich  ist,  für  die  Integrale: 

(15)  iv{y)  -  w{a^;)  =  J  u^^  du^ ,     w(y)  -  w(a^^)  =J  u^^  du^ 

die   Integrationswege   so    gewählt,    daß   sie   Punkt   für   Punkt   öl 
einander  verlaufen  und  keiner  von  ihnen  einen  Querschnitt  trifft, 
für  diesen  Fall: 

(16)  du^ip)  =  —  du^(o) 
und: 

(17)  u^{ö)  -  ^^(«2 0  -=  -  K(o)  -  %{<^2.)] 
also: 

(18)  ^(ö)  =  -K(o)-2«^(a,J] 
ist;  so  ergibt  sich: 

w{y)  -  w{a^^)  =  J  [u^  -  2m^X«2v)1  d%  =J  ^V^'K  -  2M,(a.,)J  (/ 


1)  Neumann,  Vorlesungen  über  Biemann^s  Theorie  der  Aberschen  L 
grale.    2.  Aufl.   Lpz.  1S84,  pag.  362. 


Methode  von  G.  Neumaim.  451 

Lnd  daher: 

20)  w{y)  -  w{y)  =  2tt^(a,,)  K(y)  -  ti,(a,  J]. 

n  derselben  Weise  wird: 

21)  u,(8)  -  w(S)  -  2u^(a„^.)  K(<J)  -  «,(«,,+,)], 
and  da  nun  endlich: 

[22)  w{y)  =  w{d) 

isty  so  folgt  aus  (20)  und  (21)  durch  Subtraktion: 

w{y)  —  w{d) 

=  2tt^(a2.)K(y) -«*.(««.)]- 2ii^(««.+i)  KW -«*,.(a2.+i)]- 

KTun  ist  aber  nach  Formel  (8): 

[24)  %{<^%v+i)-%i^.)-0, 

werm  wie  hier  [i'^v  ist^  dagegen: 

und  da  weiter: 

[26)  «,(y)  =-«,(<»)  +  «»■ 

isty  so  folgt  endlich  durch  Einsetzen  dieser  Werte  in  (23): 

[27)  tv(y)-w{d)^xiu^{a,,^,). 
Nun  ist  aber  nach  (I): 

[28)  «,(a„.x)  =  *V  +  ^*''   '''°"   '*>^' 
^     '^  /4\  »»+1/       Ä    fip      Q^       wenn   ii<v, 

and  man  hat  daher  nach  (12)  und  (14): 

i,   wenn    ^>  v, 


l-.Ju-du^^^^a^^  +  l'^'' 


(     )  «1/    >  "'^  *-ßy   •   n         ^enn   fi<v, 


and: 

(30) 


Betzt  man  aber  diesen  Wert  in  (11)  ein,  so  wird  endlich: 

29* 


dg 
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3.   Methode  von  B.  B.  OhiiBtofCblM  |r 

Das  Integral  3.  Gattung: 

(32)  ^(oi*)=/M-f 

wird  an  der  Stelle  s  =  (f,  <f)  unendlich  wie  log(si  —  Ö>  in  den  beidn 
unendlich  fernen  Punkten  wie  ^logier  und  zwischen  seinen  Poio- 
dizitätsmodulen  Ä^,  83^  an  den  Querschnitten  a^,  h^  (fA  =  1,2,  •••,!) 
bestehen  die  Beziehungen: 

(33)  ^i%-^%^^^  =  2^tu^(£).  (^=i,v  .f» 
Auf  Qrund  derselben  ist: 

mit   der   Beschrankung,    daß   keiner   der   Integrationswege    durch  { 

gehen  darf.    Will  min 

* daher  diesen  Wert  fllr 

flV^f "7"^^---^^  -    K u   in  die  Gleichung  (11) 

x^'""^  ""^    V      einführen,  so  wird  man 

(       (        d^ «^,    J    j       darin  zuvor  das  Integnl 

'*•-...,  ..^"''  J  ^^du^ durch  j u^du, 

L  J' 

Fig.  10. 

ersetzen,  wo  6^'  den  In- 
tegrationsweg 6y  umgibt,  und  erhält  dann,  wenn  man: 

(35)  ^3  =  ?^) 

setzt: 


dz 


riM  "' 


1)  Christoffel,    Vollständige   Theorie    der  Riemann'schen    ^-Fonctk«. 
Math.  Ann.  Bd.  54.    1901,  pag.  S47. 


Methode  von  £.  B.  Christoffel. 
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Nun   ist  aber  in  der  ersten  der  yier  auf  der  rechten  Seite  stehenden 
Summen: 


(37) 


/dz    _  27ti 


,   wenn   v  <fi, 
wenn  v>  ft, 


da    in    den    ersteren   Fallen   c   von   a^   eingeschlossen   wird   in   den 
letzteren  nicht;  es  ist  femer  in  der  zweiten  Summe: 

(38)  ^  fi^-0, 

weil  0y  s  als  Punkt  von  a^  von  keinem  der  Integrationswege  6/,  ••*> 
^'_,,   ^^+1}  '"}  V  eingeschlossen  wird;  es  ist  ebenso  in  der  dritten 

Summe: 

4- 

(39) 


/•--"• 


und  endlich  ist  in  der  vierten  Summe: 
(40) 


—  27eiq>^{e),   wenn   p  =  v, 


0,  wenn   q^v. 


V^fA 


Führt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  (36)  ein^  so  erhält  man 

(41)    ».-iC,.-.fl-i5'/V«  +  iii  t",/'-^ 

oder,  da 

(42) 

mid  ebengo 


dz 


/'*«-«' 


endlich  wie  vorher: 


-i)«'"  ++2'  ^•• 


144) 


9^ 
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Eine  dritte  Methode  der  Bestimmung  der  Konstanten  k,  die  tod 
Herrn  Prym^)  herrührt,  wird  in  §  4  auseinandergesetzt  werden. 


§3. 
Das  Versohwinden  der  hjrperelliptUMdien  ThetaflmktloiL 

Nach  dem  XIV.  Satz  pag.  435  yerschwindet 

(45)  »((i*io)-^u(n;)-h)) 

als  Funktion  des  Punktes  o  nur  in  den  p  Punkten  i^i,  •  •  • ,  ^;^,  solange 
diese  Punkte  kein  Punktsystem  I.  Gattung  bilden;  in  dem  Falle  <b- 
gegen,  daß  diese  Punkte  ein  Punktsystem  I.  Gattung  vom  Bange 
p  —  s  bilden,  verschwindet  die  Funktion  (45)  samt  allen  ihren  Deri- 
vierten  der  1**",  2^,  ---,  s—V^  aber  nicht  der  «*•"  Ordnung  identisch, 
d.  h.  für  alle  Lagen  des  Punktes  o.  Im  hyperelliptischen  Falle  he- 
sitzen  nun  die  Integranden  I.  Gattung  die  allgemeine  Form: 

(46)  «'=?^), 

WO  (p{js)  eine  ganze  rationale  Funktion  von  jg  allein  von  einem  Grade 
<tp—i  ist;  es  bilden  also  p  Punkte  iJi,"*,i?p,  unter  denen  keine 
zwei  verbundenen  vorkommen,  niemals  ein  Punktsystem  I.  (Gattung; 
während  diese  Punkte,  wenn  unter  ihnen  s  Paare  verbundener  Punkte 
vorkommen,  nach  dem  in  §  1  des  vorigen  Kapitels  Auseinander- 
gesetzten stets  ein  Punktsystem  vom  Range  p  —  $  bilden.  Dies  liefert 
die  beiden  Sätze: 

m.  Sats:   Die  Funktion: 

(III)  ^((«(o)-2u(t?.)-A)) 

verschunndet  nur  in  den  p  Punkten  ri^j'-y%,  solange  unter  diesen 
keine  zwei  verbundenen  Punkte  sich  befinden, 

TV.  Satz:    Die  Funktion: 

(IV)  4<o)-2''M-4 

verschwindet  identisch,  d.  h.  für  alle  Lagen  de^  Punktes  o,  und  nrof 
samt  aUeti  ihren  Derivierten  der  1*^,  2**®,  •  •  • ,  5  —  1**^  aber  nicht  der 

1)  Prym,  Zur  Theorie  der  Functionen  etc.    Züricher  N.  Denkschr.  Bd.  SS 
1867,  pag.  16  u.  f. 
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«*•"  Ordnungy  wenn  unter  den  p  Pimkien  iJi,  •  •  • ,  i?j,  s  Paa/re  verbundener 
Punkte  sich  befinden. 

Beachtet  man^  daß  für  zwei  verbundene  Punkte  €  und  e  stets: 

(47)  w^(f)  +  i*^(e)  =  0  o.=i,«,  ..,p) 

isty  so  kann  man  das  Resultat  des  lY.  Satzes  auch  dahin  aussprechen^ 
daß  die  Funktion: 

(48)  »iuio)-2!<%)-h} 

samt  allen  ihren  Derivierten  der  1**",  2**",  •••,«—  1**"  aber  nicht  der 
s*^  Ordnung  für  jede  Lage  des  Punktes  o  verschwinde,  also  auch 
dahin,  daß  die  Funktion  '&((f|  samt  allen  ihren  genannten  Derivierten 
verschwinde;  wenn  man: 

(49)  v^  =  u^(o)  -^u^{ri^)  -  k^  (M=^h^.   -.P) 

setzt,  bei  willkürlicher  Wahl  des  Punktes  o.  Indem  man  dann  das 
eine  Mal  den  mit  o  verbundenen  Punkt  mit  i7p_2»+i  bezeichnet,  das 
andere  Mal  aber  o  mit  der  gemeinsamen  unteren  Grenze  a  der  Inte- 
grale u  zusammenfallen  läßt,  erhält  man  endlich  das  Resultat,  daß 
die  Funktion  d-^v}  samt  allen  Derivierten  der  1*«°,  2^,  •  •  • ,  s  —  1*~ 
aber  nicht  der  s*^  Ordnung  verschwindet,  wenn 

p-U  +  l 

(60)  v^  -^%{n.)  +  K  (^=iA  -.P) 

oder: 

(51)  v^  -2%^"^-^  +  */*  (/'=!»«.•./>) 

gesetzt  wird.  Dabei  ist  angenommen,  daß  keiner  der  Punkte  ri  mit  a 
zusammenfalle  und  daß  unter  den  Punkten  17  kein  Paar  verbundener 
Punkte  vorkomme.  Nimmt  man  noch  dazu,  daß  unter  dieser  Voraus- 
setzung ^li^u(ri^)  +  kjj  nach  dem  HI.  Satz  von  Null  verschieden  ist, 

da  die  Funktion  (III)  für  0  =  1^1,  -^lyp  aber  nicht  für  o  =  a  ver- 
schwindet, so  hat  man  schließlich  den 

V.  Sats:   Die  Funktion  ^{v}  erhält  einen  von  NuU  verschiedenen 
Wert  ßr: 

(V)  V^  -^""M  +  *m5  iM^l.^,:P) 
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dagegen   verschwindet   sie  und  gwar  mit  aUm   ihren   Ihrimertm 
ix^u^  2*^",      • .  s  -  P^**  aber  nicht  der  .s**°  Ordnung^  wenn: 


oder: 
(VH) 


p-Si 


^^2n(^.)  +  *^ 


r^=i.t    ,ß) 


geieUft  wvrd.  Dabei  ist  stets  angenommen^  daß  keiner  der  Punkie  ij  mä 
der  gemeinsamefi  unteren  Grenze  a  der  Integrale  u  misammenfaBe  imd 
daß  unter  tlen  Punkten  rj  kein  Paar  verbimdener  Punkte  skh  befiiide^ 


§4. 

Bie  zwischen   den  Modulen   einer   hyperelliptischen  ThetE* 
fonktion  bestehenden  Beziehungen.     PrymBche  Kethode  zur 


Beetimmung  der  Biemannschen  Konstanten  k^ , 


•'*V 


Aus  dem  letzten  Satze  ergeben  sich  nun  unmittelbar  jene  Eigen* 
Schäften,  welche  eine  Thetafunktion  als  eine  hyperellip tische  chank' 
terisieren,  und  zugleich  erofiiiet  sich  bei  dieser  Untersuchung  ein 
neuer  Weg  zur  Bestimmung  der  Riemannschen  Koustanten  Jt|,*  ,i^ 
Dabei  werden  die  genannten  Größen  allerdings  nur  bis  auf  korre^ 
spoudierendo  Ganze  der  Periodizitätsmodulen  bestimmt;  es  wird  aber 
andererseits  ein  Zusammenhang  zwischen  ihnen  und  jenem  F.  S.  Ton 
Per.  Char.  nachgewiesen,  w^elchea  nach  §  1  auftritt,  wenn  man  i$s 
System  der  p  Normalintegrale  von  einem  Verzweigungsponkt  zn  dm 
2|j  +  1  anderen  erstreckt,  und  da  dieser  Zusammenhang  von  der 
Wahl  der  Zerschneidung  der  Fläche  T  unabhängig  ist,  so  liefert  die 
neue  Methode  die  Wertbesttmmung  der  Riemamischen  Konstanten 
k^y..*jk^  für  jede  beliebige  Zerschneidung  der  Fläche  T,  sobald  für 
sie  die  Charakteristiken  des  genannten  F.  S.  bekannt  sind. 

Zuvörderst  kann  man  zeigen,  daß  kif^-fk^^  stets  ein  System 
korrespondierender  Halber  der  Periodizitätsmodulen  ist.  Befinden  sidi 
nämlich  unter  den  p  Punkten  tj^,  •  -  •,  t^^  keine  zwei  yerbundenea^  so 
verschwindet  nach  dem  III.  Satz  die  Funktion 

(52)  *((«(«) -^«(17.)-*)) 

in  den  p  Punkten  )?ij"-,i7^^  also  die  Funktion: 
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p 
K53)  »((m(ö)-^«(ijJ-A)) 

and   daher  auch,   da  für  zwei   verbundeno  Punkte  £  und  e  stets  die 
Blation  (47)  bestellt,  die  Funktion: 

(54)  *((-  «(o)  +2"(^')  -  4  =  ^(""('^  -^«(^v)  +  4 

r  =  l  1=1 

in  den  p  Punkten  ^i ,  •  *  * ,  ^p;  dann  ist  aber  nach  dem  IL  Satz  pag.  423: 
p  jp 

(55)  2  ''>'  ^>^^)  ~  'V  ^2^  ^  (^-)  +  *^  ^'  ^  '^ ' 
dd  folglieh 


»p) 


(56) 


2Ä   =0, 


if*  =  h^.     ,p) 


romit  gezeigt  ist,  daß  das  System  der  p  Größen  h^^-^^fk^  ein  System 

'Iforrespondierender  Halber  der  Periodizitatsmodiilen  ist;  dessen  Charakte- 
ristik soll  im  folgenden  mit  (x)  bezeichnet  werden. 

Man  gehe  nun  auf  den  V,  Satz  zurück  und  lasse  darin  an  Stelle 
äer  Punkte  ij  Verzweigungspunkte  der  Fläche  T  treten.  Wie  in  §  1 
bewiesen  wurde,  geht  das  System  der  p  Normaliotegrale  t*|,  *••,  ii^, 
(renn  man  die  Integrale  von  einem  Verzweigungspiinkt.e  zu  den  2p  +  \ 

ideren  erstreckt,  in  2p  +  1  Systeme  korrespondierender  Halber  der 
?eriodizitätsmodulen  übery  deren  Charakteristiken  (a,\  fo^),  ••',  {(t-^p^^) 
bin  F.  S.  von  Per.  Char.  bilden,  und  der  V,  Satz  sagt  nunmehr  aus, 

i6  die  Funktion  ^{{v}  samt  allen  ihren  Derivierten  der  1**°,  2**%  •  •  -, 
'  —  1*^**  aber  nicht  der  s^^  Ordnung  verschwindet,  wenn  man  für  (v) 
Bin  System  korrespondierender  Halber  der  Periodizitätsmodulen  mit 

ler  Charakteristik  von  der  Form: 


^67) 


i»— s.-fi  p  —  it 

(x  +^a)    oder     (x  +^a) 


atzt,  dagegen  von  Null  verschieden  ist^  wenn  für  (t?)  ein  System  von 
ler  Charakteristik: 

K58)  U  +^a) 

setzt  wird.     Indem  man  aber  vermittelst  der  Formel  (II)  pag.  240 
lie  Thetafimktionen   •^^[«lljt^l)   einführt,   lautet   dieses  Resultat  dahin, 
ilie  Funktionen: 


[59) 


S^[x4-^a]((4     und     »\x+2a](v} 


at  allen  ihren  Derivierten  der  1**'',  2'*°,    -,5—1**"  aber  uicht  der 
f^  Ordnung  für  (v)  =  (0)  verschwinden,  die  Punktionen: 
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(60)  »['c+^aM 

dagegen  für  (v)  =  (0)  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  besitzen. 
Nun  zeigen  aber  die  Gleichungen: 

(bl)     V{z) -_^-j- ,       !){-  e) -^^^ , 

daß  die  Derivierte  einer  geraden  Funktion  eine  ungerade,  die  Deri- 
vierte  einer  ungeraden  Funktion  dagegen  eine  gerade  Funktion  ist; 
daß  also  für  eine  gerade  Funktion  die  1**,  3*^,  •••,  2n  — !*•  Derivierke 
ungerade,  die  2**,  4**,  •••,  2n**  Deri vierte  gerade  Funktionen  sind;  för 
den  Nullwert  des  Arguments  also  die  Derivierten  ungerader  Ordnung, 
aber  im  allgemeinen  nicht  die  gerader  Ordnung  Terschwinden;  daß 
dagegen  für  eine  ungerade  Funktion  die  1**,  3**,  •••,  2n—V^  Dm- 
vierte  gerade,  die  2**,  4*®,  •••,  2n*®  Deri  vierte  ungerade  Funktionen 
sind,  also  för  den  Nullvrert  des  Arguments  die  Derivierten  gerader 
Ordnung,  aber  im  allgemeinen  nicht  die  ungerader  Ordnung  ver- 
schwinden. Ist  also  weiter  von  einer  Funktion  bekannt,  daß  sie  eine 
gerade  oder  ungerade  Funktion  ist,  und  ist  die  erste  ftlr  das  Argu- 
ment Null  nicht  verschwindende  Derivierte  von  gerader  Ordnung,  so 
ist  die  Funktion  selbst  gerade,  ist  sie  von  ungerader  Ordnung,  so  ist 
die  Funktion  selbst  ungerade. 

Diese  Sätze  übertragen  sich  unmittelbar  auf  die  partiellen  Deri- 
vierten der  Funktionen  mehrerer  Argumente  und  gestatten  aus  dem 
unter  (59)  angegebenen  Resultate  sofort  den  Schluß,  daß  die  Funktionen: 

p  —  Am-\-\  p  — 4m 

(62)  ^W+2a\iv}  und  -^[x +^a]{(t;))  («=1,2,  •) 
gerade,  die  Funktionen: 

p  —  4m-f-3  p  —  4«<-|-2 

(63)  0" [x  +^ a] {v}  und  0- [x  +^ a] {v}  im  =  u%  ) 
ungerade  Funktionen  sind,  während  nach  (60)  auch  die  Funktion: 

(64)  *[x+J'a]W 

eine  gerade  Funkfcion  ist. 

Nun  kann  man  aber  leicht  zeigen,  daß  die  Charakteristik  [t\ 
keine  andere  ist  als  die  pag.  272  eingeführte  und  dort  mit  [»]  be- 
zeichnete Summe  aller  ungeraden  (oder  geraden)  unter  den  2p  -f  1 
Charakteristiken  (aj,  (a-g),  •••,  («g^  +  i).  Zunächst  ist  [x]  jedenfalls  in 
der  Form: 

in 

(65)  W  =  l-2'«'] 

darstellbar,   wo   die   [a]   gewisse   der  2p  +  \   Charakteristiken  (öJ» 
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■  a,)^  •  — ,  (Oj  ^,)  sind;   addiert  man  nun   zu   der  linken   und   rechten 
iBeite  der  Gleichung 

I  m 

1(66)  [0]  =  [k  +2a'] 

leine  dieser  Charakteristiken  [a\f  fio  erhält  man: 

1(67)  [a']  =  [x+5a']  =  [x+Va]; 

luddiert  man  dagegen  eine  der  2|)  +  1  —  m  anderen  Charakteristiken 
Idee  F.  S.^  so  erhält  man: 

■  rn  m  4*  1 

1(68)  [a"]  =  [x  +^a'  +  a"\  =  [x  +2a] . 

Daraus  folgt  aber  nach  dem  unter  (62)  und  (63)  Bemerkten,  daß  alle 
Charakteristiken  [a/]  untereinander  von  demselben  Charakter,  und 
ebenso  alle  Charakteristiken  \a*\  untereinander  von  demselben  Charakter 
und  von  entgegengesetztem  wie  die  Charakteristiken  \a\  sind,  daß 
also   [xj   tafcsiichlieh  nach  (65)  gleich  ist  der  Summe   der  unter  den 

|2p  +  1    Charakteristiken    (»J,  (^)> '*'i  (<'s*^i)    vorkommenden    nn- 

Igeraden  (oder  geraden)  Charakteristiken* 

Damit  ist  ein  Mittel  gefunden,  für  jede  beliebige  Zerschneidung 

[der  Fläche  T  die  Riemannschen  Konstanten  l\j  -♦,  k  bis  auf  korre- 
spondierende Ganxe  der  PeriodixiÜltsmodulen  zu  berechnen,  sobald  das 
dieser  Zerschneidung  gemäß  §  1   ent.'^p rechende  F.  S*   von   Per.  Char. 

[bekannt  ist. 

Für  die  spezielle  in  §  1  angegebene  Zerschneidung   ergibt  sich^ 

Jwie   schon   unter   (10)   angegeben,   in  Übereinstimmung   mit   dem  in 

lg  2  erhaltenen  Resultate: 

h  («)=C  «;::;)• 

In  dem  Verschwinden  der  geraden  Funktionen  (62)  samt  ihren 
[geraden  Derivierten  bis  zur  2^  —  2^"**  Ordnung  einschließlich  und  dem 
[Verschwinden  der  ungeraden  DerivieHen  der  ungeraden  Funktionen  (63) 
ibiB  Eur  2m  —  \^^  Ordnung  einschließlich  sehen  wir  eine  Eigenschaft 
[vor  uns,  welche  den  allgemeinen  Thetafunktionen  nicht  zukommt, 
'vielmehr  den  zur  vorgelegten  Fläche  T'  gehörigen  hyperelliptischen 
Thetafunktionen  eigent13mlich  ist,  und  man  hat  daher  als  Eigenschaften 
^der  Thefcamodulen,  welche  eine  Thetafunktion  als  hyperelliptische 
[charakterisieren,  die  folgenden  auszusprechen; 

VI.  Sats:  Erstreckt  man  die  ItUegrale  in  der  Fläche  T'  von  einetn 

VersieMguwfspmikie  zu  den  2p  -\-  \  iihrigm^   so  r/efd  das  Syst^n  dtr 

Ni^malintegrale  ti, ,  •  *  • ,  u     in    2/j  +  1    Systimw   horre^pondiermder 

\UciCber  der  Periodigitälsmodulm  über,  deren  QiarakteriMiken  (aj,  (o,), 

'"1  i^p-^i)  ^^^  'f'*  S.  von  Per.  Char,  hÜden.    Heißt  man  \n]  die  Summe 
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der  ungeraden  (oder  geraden)  unler  ihnen,  so  verschwinden  von  den  der 
Fläche  T'  zugeordneten  ThetafunkHonen  ßr  die  NuUu^erte  der  Argumenie: 

die  geraden  Funktionen: 

(VIU)  ^[n+5a]((t;])    und    ^[n+5«]W; 

die  geraden  Funktionen: 

(IX)  ^[w+J'alH    und    ^[n+2a]iv} 
mit  aüen  ihren  2**"  Derivierten; 

die  geraden  Funktionen: 

(X)  ^[n+2a\iv}    und    Hn+2a]iv} 
mit  äUen  ihren  2*®"  und  4t^  Derivierten; 


die  geraden  Funktionen: 

(XI)  »[n +2 oliv}    und    ^[n+^a\{{v} 

mit  äUen  ihren  2^,  4*~,  •  •  • ,  2m  —  2*~  Derivierten; 

femer  verschwinden  für  die  Nullwerte  der  Argumente: 

die  sämtlichen  l^^  Derivierten  der  ungeraden  Funktionen: 

(KU)  »[n+^a]iv}    und    ^[n+5a]W; 

die  sämtlichefi  1*®°  und  3*^  Derivierten  der  ungeraden  Funktionen: 

p  — 9  ;»— 10 

(XIII)  ^  ^  [n  +2a]  H    und    ^  [n  +^o]  (H; 


die  sämüichen  1**°,  3*^°,  •••,  2m—  V^  Derivierten  der  ungeraden 
Funktionen: 

p  —  Am  —  1  p  —  4  m — 2 

(XIV)  ^[n+^aJW    und    »[n+^a]{{vh 


Dieser  Satz  liefert  speziell: 

im  Falle  jp  =  3  die  einzige  Bedingung,  daB  für  (v)  ==  (0)  die  ge- 
rade Funktion  -ö-MJr))  verschwindet, 

im  Falle  p  =  4  die  10  Bedingungen,  daß   für  (r)  =  (0)  die  10 

1 
geraden  Funktionen  ^[n]((t;))  und  ^[n+^a]{v]j  verschwinden; 


Die  Bedingungen  für  die  Modulen  der  hyperell.  Tbetaf.     ^^^IBl 
im  Falle  ^  =^  5    die  66  Bedinpingen^  daß  für   (t^  =  (0)    die  1 1 

Igeraden  Funktionen  ^[n  +  ^a]ilv}  und  die  55  geraden  Funktionen 

I  ' 

f^  [n  -h  ^«1  (J;t'))  vei-schwinden  und  als  67**"  Bedingung,  daß  für  {v)  ^  (0) 

[die  ersten  partiellen  Derivierfcen  der  ungeraden  Funktion  ^|w]|i?))  ver- 
[sehwinden; 


Beachtet  man  nun,  daß  die  Anzahl  der  Modulen  der  aUgemeinen 
,P'fach  unendlichen  Thetareihe  ^p(j}+  1),  die  Anaah!  der  wesentlichen 
Konstanten    dea    byperelliptiscben   Gebildes    vom   Geschlecht  p   aber 
2ji  —  1  beträgt,  so  ergibt  sich  als  Anzahl  der  zwischen  den  Modulen 
j  einer    hyperelliptischen    Thetafunktion    bestehenden    wesentlich    ver- 
schiedenen Relationen: 


1(70) 


^p(p  +  1)  -  (2p  -  1)  =  t(p  _  i)(j,  _  2). 


idies  sind  im  Falle  p  =  3  1,  im  Falle  /;  =  4  3,  im  Falle  /*^5  6 — . 
Vergleicht  man  diese  Zahlen  mit  den  obigen,  so  erkennt  man,  daß 
die  in  dem  VI.  Satz  angegebenen  Bedingungen  nicht  unabhängig  von- 
einander sein  können,  daß  sie  sich  vielmehr^  sobald  j)  >  3  ist,  teil 
weise  müssen  aufeinander  reduzieren  lassen,  die  10  Bedingungen  im 
Falle  p  =  4  auf  3,  die  67  Bedingungen  im  Falle  p  =  5  auf  6,  -  • , 
In  welcher  Weise  diese  Reduktion  statthndet,  soll  im  niedrigsten  Falle 

^  j;  ==  4  jetzt  gezeigt  werden* 

Zu   dem  Ende  gebe   man    auf  den  XLIII.  Satz  pag,  349   zurück 

;  und  bezeichne  die  10  Th.  Char.  eines  P,  S.  des  Falles  p  ^  4  mit 


(71) 


[aj,  Kl,  •••,  M,[ß],[y], 


'mit  [«]  aber  die  Summe  der  ungeraden  (oder  geraden)   unter  ihnen. 
Nach  Formel  (LH)  ist  dann: 


(72) 


^=-0 


Iwenn  apf,j,  y^  j  die  dort  unter  (LI)  angeschriebenen  Ausdrücke  be- 
[zeichnen.  Setzt  man  in  (72)  [gj]  =  [w]  auch  (tv)  =  (0),  wodurch  i/^,,j  =  x-^^. 
[wird,  so  erhält  man,  da  die  Charakteristiken  [nu^ßy]  ungerade,  die 
lOröSen   x^^^  ^^j  also  Null  sind: 

t 


(73) 


V 


*Ci»i  +  :  »«0,  ßy\  ^\.,r\  =  ^  I  "^'  "<*"  I  ^t.«^i- 


/.=!) 


fon  ist  aber: 
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(74)  |nao,/SyH|n,/S|.|n,y|.|ao,/S|.|«o,y|- 

''\n,ß\'\n,y\'\ß,r\--\nß,ny\^^ 

man  kann  daher  die  Oleichung  (73)  auch  in  der  Form: 

(75)  x^^  =  I nß,  ny  \  x^^^^  +  ^  \nß,  na^ \  x^^, 

schreiben^  und  wird  das  darin  enthaltene  Resultat  nun  besser  so  aus- 
sprechen. 

vn.  Sata:  Sind  [aj,  [a^],  •  •  •,  K]  die  10  Th.  Chor,  eines  F.  S. 
des  Falles  i>  =  4,    so  gut  für  die  Größen: 

p 

(XV)  0:^.3  =  (-1)''=^ 

^[f  +  p  +  <f]iu  +  v}  ^[a  +  p]  W  »[a  +  6]iv}  dHCO) 
die  Gleichung: 

9 

(XVI)  x^^,^^  =  2  I  *^^'  ^%  I  ^[««^1  ^ 

wefin  [n]  die  Summe  der  ungeraden  (oder  geraden)  unter  den  10  Tk 
Char.  [a]  bezeichnet. 

Geht  man  nun  von  dem  F.  S.  von  10  Th.  Char.  [c^],  [o^],  •••,  [c,], 
indem  man  [aj  =  [0]  setzt,  zu  einem  F.  S.  von  9  Per.  Char. 
(^i);  (^2)?  '  '  ')  (^9)  über,  so  entsteht  aus  (XVI)  die  Gleichung: 


C^6)  ^[n]  =  2  I  **'  ^i 


und  diese  reduziert  sieb,  wenn  man  in  ihr 

(77)  («)  =  (t;)  =  (0), 
auch 

(78)  (q)  =  {a^ar,aQa^) ,         (ö)  =  (a^a^a^a^) 

setzt,  auf 

3 

(79)  x^^^  -^  \n,%\  a^j,    3 , 

3 
da  alle  Th.  Char.  von  der  Form  [n  +  ^a]  ungerade  sind  und  infolge- 
dessen die  Größen  x^^^^^  ^[na.i?  "  *  *?  ^[no,]  sanitiich  verschwinden.   Die 
Gleichung  (79),  bei  der  die  x  durch  die  Gleichung: 
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p 


_  /      1  \^ 


iO)        x...=.(-ir  =  ' 


ater  ((>)  und  (er)  die  Per.  Char.  (78)  verstanden,  definiert  sind,  zeigt 

4 

|ber,  da  die  Größen  #U+^«]((0))   von  Null  verschieden  aind^  daB 
Verschwinden  von  drei  der  vier  Größen: 

kwa  der  drei  ersten,  das  Verschwinden  der  vierten  nach   sich  zieht, 

ad  da  man  an  Stelle  Ton  (a^)  jede  der  7   von  (aj  und  (a^)  ver- 

ahiedenen  Per.  Char.  des  gegebenen  F,  S.  treten   lassen  kann,  so  ist 

lit  bewiesen,  daß  in  der  Tat  das  Verschwinden  der  10  Funktionen 
i 

'[«Jff^J  nnd  d'ln  -}-  ^a]lv}  fllr  (t?)  =  (0)  ans  dem  Verschwinden  von 

rei  unter  ihnen  folgt. 

Rosenhain  ^)  bat  in  einem  Briefe  an  Jacobi  vom  3.  IX.  44  zuerst 
die  Schwierigkeiten  bmgewiesen,  welche  der  Auadehnnug  seiner  Theorit^ 
sr  nltraelliptiseheii  Fiiijktionen  erster  Ordnung  auf  beliebiges  })  deshalb 
atgegenstehen ,  weil  bei  größerem  p  die  Anzahl  der  Modulen  der  Theta- 
eihe  über  die  Anzahl  der  wesenthihen  Konstanten  des  hyperelliptiscben 
lebildes  hinansgebt 

Welcher  Art  die  besonderen  Bedingungen  sind,  denen  die  Modulen  der 
elliptischeo  Thetafunktinnen  gentigen,  scheinen  Riemann  und  Weier- 
^traß  *)  sehr  früh  erkannt  m  haben;  die  erste  Mitteilung  derselben  geschah 
ch  Herrn  Königsberger  ^);  in  der  obigen  Form  abgeleitet  hat  sie  zuerst 
lerr  Pryra*),  Eine  ausfOhrliche  Besprechung  der  Weierstraß  -  Königs- 
ergersohen  Resultate  findet  sich  bei  Herrn  Pringsheim  ^);  hier  ist  auch 
Hirauf  hingewiesen,  daß  die  im  VT.  Satz  niedergelegten  Bedingungen  für 
ie  Modulen  einer  hjrj^erelHptischen  Thetafunktion  nur  als  notwendige  er* 
kannt  seien,  und  der  Beweis  dafür ^  daß  sie  auch  hinreichend  seien,  noch 


t)  Hoseuhain,  Auszug  mehrerer  Schreibeji  des  Dr.  Rosenhain  an  Herrn 
^rof.  Jacobi  über  die  hyper elliptischen  Tmnficendenten.  .J,  für  Math.  Bd.  40. 
)f  pug.  31^;  vergl  dazu  auch  Jacobi^  Notiz  über  A.  Göpel.  1647.  Gea. 
^erke  Bd.  2,  Berlin  1882,  pag.  146  und:  Zur  Geschichte  der  elliptiBcben  und 
Iberschen  Tranacendenten.    1647.   Gea.  Werke  Bd.  2.    Berlin  1S82,  pag.  bW 

^i)  Weierstraß,    Zur   Theorie  der  Aberachen  Functionen.     1864.     Math, 
b^erke  Bd.  1.    Berlin  1894,  pag.  143. 

«)  Köüigsberger,    Über  die  Tninaformatioii  der  Aberacben  Functionen 
er  Ordnuug     J.  für  Math.  Bd  64.    1866,  pag.  17. 

4)  Prym,   Zur   Theorie    der  Functionen    in    einer   zweiblättrigen   Fläche. 
pflridier  N,'  Denkachr.  Bd  22.    1867,  pag,  16  u.  f, 

5)  Pringabeim^   Zur  Theorie  der  hyperelliptiscben  Functionen  inabesoo- 
detjenigett   dritter  Ordnung   (e  =  4).     Hab,  -  Schrift.    ÄNlnchen  1877    uad 

Ann   Bd,  12     1877,  pag.  495. 
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ausstehe;   für  den  speziellen  Fall  |?  ==  4  wird  dieser  Beweis  durch  Hern 
Pringsheim  erbracht. 

Die  obige  Reduktion  der  10  Bedingungen  des  Falles  p  ^  A  auf  S 
stammt  von  Herrn  Nöther  ^),  von  welchem*)  auch  die  entsprechende  Be 
duktion  der  67  Bedingungen  des  Falles  jp  =  5  auf  6  durch  den  Nachweis 
geleistet  wird,  daß  die  Annahme: 

(82)  »\na,]iO}  =  *[«a,]([0])  -'•.•=  »[na^]iO}  =  0 

das  Verschwinden  der  15  weiteren  Größen: 
.     .  »[n»MOh        ö[««7]([0)),         •••,  *[«aio]([Oj, 

^     ^  *[««i«u]([0|,  ^[««,«ii]([0|,  •••,  *[na,o«ii]COj 

nach  sich  ziehe;  die   einzige  weitere  Annahme  -^[««uJIJO])  =  0  aber  so- 

s 

dann  das  Verschwinden  aller  noch  übrigen  45  Funktionen  ^\n  A-  ^a\iv\ 

imd   das   Verschwinden   der  partiellen   Derivierten   der  Funktion  ^[i»]|f) 

für  (v)  =  (0)  bedinge. 

Weierstraß')  hat  endlich  zuerst  auf  die  Tatsache  hingewiesen,  daß 

aus   einer  hyperelliptischen  Thetafunktion   zwar  durch  eine  lineare,  nicht 

aber  durch  eine  Transformation  höheren  Orades  immer  wieder  eine  hjper- 

elliptische  Thetafunktion  hervorgehe. 


§5. 
Das  AdditlonBtheorem  der  hyperelliptlsoheii  ThetaftinktioiieiL 

Man  gehe  auf  den  XXXVIII.  Satz  pag.  307  zurück  und  nehme 
an,  daß  die  in  den  Definitionsgleichungen  (XXXVIII)  der  Großen 
Xy  y  auftretenden  Thetafunktionen  spezielle,  hyperelliptische  seien. 
Setzt  man  dann  das  Argumentensystem  (t*^*))  =  (0),  so  verschwinden 

alle  Größen  y^^j  mit  Ausnahme  derjenigen  \  ) )  deren  Charakte- 

p 
ristiken   \ri\  die  Form  [n  +  ^a]   haben.     Eine  jede  dieser  Größen  y 
a];>er  läßt  sich,  wie  jetzt  gezeigt  werden  soll,  auf  2p  "•"^  Weisen  durch 
je  2p  Größen  x  linear  ausdrücken. 

Zu  dem  Ende  leite  man  zunächst  aus  der  Gleichung  (XLÜ) 
pag.  309,  die  man,  indem  '^  =  r  gesetzt  wird,  in  der  Form: 

r  —  l  r  — 1 

(84)  2%(^g\  Vina^^-^wAl^Uy  \\^[i 


^[C6^] 


1)  Nöther,  Zur  Theorie  der  ThetafunetioneD  von  vier  Argumenten.   Math. 
Ann.  Bd.  14.    1879,  pag.  248. 

2)  Not  her,  Zur  Theorie  der  Thetafunctionen  von  beliebig  vielen  AigQ- 
menten.     Math.  Ann.  Bd.  16.    1880,  pag.  270. 

3)  Königsberger,  Über  die  Erweiterung  des  Jacobischen  Transformalioiis- 
Prinzips.    J.  für  Math.  Bd.  87.    1879,  pag.  17S. 


Ablmtnsg  desselben  atrs  der  Riemannscliem  Thetafonne]. 


ch reibe,  und  in  der  A  und  B  irgend  zwei  adjungierte  Gruppen  vom 
%nge  p  bezeichnen,  durch  Vertauschung  von  A  und  B  die  weitere: 


r— 1 


r  —  l 

Vi 


>;  greife  nun  aus  den  2p  +  1  Per.  Char.  des  zur  vorgelegten  Flache 
^'  im  Sinne   des   §  1    gehörigen  F.  S,   von  Per.  Char.  p   beliebige 
lus,  die  mit  {a^)f  (cCj),  -  — ,  (oc^)  bezeichnet  seien,  und  bilde  die  zu 
ah  Baeischarakteristiken  gehörige  Gruppe  A  von  2^  Per.  Char. 
Identifiziert  man  dann  in  den  Forntelu  (84)  und  (85)  die  Gruppe  A 
ait  der  soeben  gebildeten,  so   ist  an  Stelle  von  B  jene  Gruppe  von 
Charakteristiken    zu    setzen,  welche    auf  j)   Unearunabhangige   zu 
Iden  Per,  Char.  («4),  (o^),  *  •  *,  (a^)  syzygetische  Per.  Char.,  etwa: 

|[86)      Oll)  -  (%+i«Sp^i),        ißs)  -  K  +  t^^ir  +  l)»  **•>  (i*!»)  =  («iF'^ir  +  l) 

lls  Basischarakteristiken  aufgebaut  werden  kann.  Setzt  man  dann 
loch,  indem  man  wie  immer  mit  [n]  die  Summe  der  ungeraden  unter 
leo  2p  +  1  Per,  Char.  des  F.  S.  bezeichnet,  an  Stelle  von  ji^]  die  Char.: 

[87)  hoHL»«!*^  '-  ^p]^ 

BO  verschwinden,  wie  man  unmittelbar  sieht,  auf  den  linken  Seiten 
ler  Gleichungen  (H4),  (Ho)  infolge  der  oben  gemachten  Voraus- 
etzungen  alle  Größen  y^^a  ]  ^^^  ^{»1^^]»  ^^^^  welche  ^>0  ist,  und 
man  erhält  so  die  Gleichungen: 


hm) 


<K9) 


f  —  1 


VtM 


r — ■  1 


«^^[Cv^ 


'zu  denen  man  noch  bemerken  kann»  daß  //j  ^  da  (ctj),  (cf,),  --,  (ct^) 
aus    den    2p  +  i    Per.  Char.    des    F.  S.    willkürlich    herausgegriflfen 

laind,  der  Repräsentant  einer  beliebigen  der  {  )  uicht  verschwin- 

fdenden  Größen  1/  ist. 

In   den  beiden   Formeln   (88)  und   (89)  kann   man  für  [£]   jede 
Ider  2*'  Th.  Char.  setzen;  es  entstehen  aber,  wie  pag.  310  auseinander- 
auf  diese  Weise  aus   jeder  Formel   im    Ganzen    nur 
'   Gleichungen;  und  zwar  gewinnt  man  die  in  (88)  ent- 
Gleiehungen,  indem  man  mit  (d,),  (dj),  **  ,  {d^)    p  Per  Char. 
;      :^  .    mit    den    Per.  Char.    (ß^),  (jS,).  ^  ^  v,  (ß^) 

-  rukteristiken  bilden,  etwa: 

i<4miV      (*i)  =  («f  «j,.+  i),    -f  (V  =  (<S*^M+i)' 

lie  2**  Per,  Char,  der  auf  ihnen  als  Basis 
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aufgebauten  Gruppe,  mit  [^]  aber  eine  willkürlich  bleibende  TL 
Char.  und  dann  in  (88)  an  Stelle  von  [{;]  der  Reihe  nach  die 
2P  Th.  Char.  [^rfoL  [So^il;  ",  [So^r-i]  ^^^^  l»ß*-  Entsprechend 
gewinnt  man  die  in  (89)  enthaltenen  2^  verschiedenen  Gleichungen, 
indem  man  mit  (yj,  (y,),  •••,  (y^)  p  Per.  Char.  bezeichnet^  die  äo- 
sammen  mit  den  Per.  Char.  (cc^),  (o,),  •  •  -^  (a^)  2p  lineanmab- 
hangige  Per.  Char.  bilden^  etwa: 

(91)         (y,)  =  («,+i),    (y,)  =  K+,),---,(y,)  =  («,,), 

mit  (Cq),  (ci),  •  •  •,  (Cr-i)  ^®  ^  ^^^'  Char.  der  anf  ihnen  ab 
Basis  aufgebauten  Gruppe^  mit  [^]  aber  eine  willkürlich  bleibende 
Th.  Char.  und  dann  in  (89)  an  Stelle  von  [g]  der  Reihe  nadi  die 
2^  Th.  Char.  [^Cq\,  [So^il;  •>  [So^r-il  treten  laßt  Setzt  man  daim 
schlieBlich  noch  [^]  =  [tiq],  so  erhält  man  auf  die  ang^ebene  Weiae 
aus  (88)  und  (89)  die  beiden  folgenden  Systeme  von  je  2^  Gleichungen: 

r— 1 
r— 1 

Sowohl  die  rechten  Seiten  der  2p  Gleichungen  (92),  wie  die  reehtoi 
Seiten  der  2^  Gleichungen  (93)  enthalten  zusammen  die  samtliehoi 
2^p  Größen  x  und  jede  nur  einmal,  und  da  durch  Addition  der 
2^  Gleichungen  eines  jeden  der  beiden  Gleichungensysteme  die  dön 
Systeme  (XXXIX)  pag.  308  angehörige  Gleichung: 

(94)  2^V(,„,=2'l%'*l*t.) 

hervorgeht,  so  repräsentieren  dieselben  eine  merkwürdige  Zerspaltung 
dieser  Gleichung. 

Die  Verschiedenheit,  welche  hinsichtlich  der  Gestalt  der  Basen 
der  auf  den  rechten  Seiten  von  (88)  und  (89)  auftretenden  Gruppen  A 
und  B  herrscht,  verschwindet,  wenn  man  statt  des  F.  S.  der  2p  + 1 
Per.  Char.  (aj,  (a^),  ••,  (cc^p^i)  ein  durch  Addition  und  Hinzunahme 
einer  beliebigen  Th.  Char.  [ai]  daraus  abgeleitetes  F.  S.  von  2 j>  +  - 
Th.  Char.  [ai],  [«ij,    ••,  [«sp+i]  einfährt.     Da  nämlich: 

(95)  («i)  =  (ao  a'i) ,      (og)  =  («i «;),... ,  (ttp)  =  (ai  Up) 

ist,  so  wird  die  Gruppe  A  von  allen  Kombinationen  gerader  Ordnung 
der  p  +  1  Charakteristiken  [ai],  [ai],  •••,  [up]  gebildet  und  das  auf 
der  rechten  Seite  von  (89)  stehende  System  der  2^  Charakteristik«! 
[^aJ  (p  =  0,  1,  •  •  • ,  r — 1)  geht,  wenn  man  noch  die  beliebige  Charakte- 
ristik   [g]    durch    [gai]    ersetzt,    in    das    System    der   2**  Th.  Char. 


EndformeL 
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fö^]  (p  =  0,  Ij    ' ',  r—  1)  Über,  wo  [«;,],  [ff',]^  • .,  K-i)  die  wesent- 
pcben   Kombmationen    der  ;>  +  1  TL  Char.    [ao]f  [tx]],  -     ,  [«^J   sind, 
derselben  Weise  besteht  die  Gruppe  B  mit  der  Basis: 

ftus  allen  Kombinationen  gerader  Ordnung  der  p  -f  1  Charakteristiken 

|ctjn-i|»  [tt^^^tlj  -'j  [««2/>^il   ^tid  es  gebt  das  auf  der  rechten  Seite  von 

W)  stehende  System  der  2^  Charakteristiken  [g^  ]  (<>=0,  1,   •-,  r—  1), 

renn  man  hier  [5«/>^il  statt  [£]  schreibt^  in  das  System  der  2^  TL  Char. 

\tK^  (<*  =  *^  1^    ",  **—  1)    über,   wo   [//i],  \h[]^  ^    j  [&I*-iJ  die  wes^nt- 

^chen  Kombinationen  der  |j+ l  Th. Chan  [f<^+ij.  I'^äp^-aly'^t^^ii'+i]  ^^^d. 

)a  endiich  infolge  der  pag.  287  bewiesenen  Beziehung 

")  W-M  +  F+TKl 

[den  Unken  Seiten  von  (88)  und  (89): 

rird,    so   kann   man    die   Resultate  dieses  Paragraphen   in   folgenden 
Satz  zusammenfassen: 

VUL  Sat«:  Man  teile  die  2p+2  Charakteristiken  [t^*]t[ct^'],'  - ,[tct^^i\ 

F,  Ä  tnm  Th,  Char.^  welches  aus  detn  im  VI.  Sats  (jenanntm  F,  S. 

!>»  Per.  Cliar,  dureh  Addition  uml  Hinsunahme  einer  heliehigen  Th.  Char, 

Ift^'J    hervorgeht^    in    zwei   Hiilften,    [«^^X    \p^x\f        '?  \ßp\    '^'**    ^'i^^^f 

iKfiVi]^  K^sli  •'*!  [a«p+i]   die  andere,  mnne  [a^],  [a^^,  --,  [a;_,] 

r  =  2^Th  Char,  des  Systems  mit  der  Basis   [o^lr  l«/J>       ,  [«^1, 

gefi  [fcp'L  [**/];  *     T  L^f'-»J  f^'^'  r  =^  2**  TL  Char,  des  Systems  mit 

Basis    [cipi^ilf  [dp^ilf  *  *  *,  \itip^i]f    und   be^eiehfie   mit   [n'^\   die 

^umme  der  utigeraden  (oder  geraden)  unier  den  2p  -f  2  Charaküftistiken 

[a]f  jnit  [i;J  die  Charakteristik: 

Ä  [5]  aber  eine  beliebige  Th.  Char,    BiUiei  man  dann  am  den  jsur 
rgdegten    FWehe    T   umgeordneten    hgpereUiptisclmi    Thetafutikthfmi^ 


vii^trmä  man  unter  u^^ 
\tr.r$U'htf  die  Attsdmcke 


V      w 


(^  =  1?  2^    -  j  p)  unabhätigige  Variahle 


Vf.. 
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60  bestehen  zwischen  diesen  die  Gleichungen: 


r— 1 


(XX)  2^[.oi=2i^o,gVI%^^r 

Ferwittek^  dieser  Gleichungen  kann  man  jede  der  r^  "^  j  von  Nvi 
versdiiedenen  Grrößen  y  auf  2-^2''  Weisen  durch  je  2^  Grrößen  x  dar- 


Aus  den  Formeln  (92)  und  (93)  oder  (XIX)  und  (XX)  ergeben 
sich  für  (m;)==(— 1?),  indem  man  zwei  Formeln  mit  der  gleichen 
Charakteristik  [yi  -f  q]  durcheinander  dividiert^  Additionstheoreme 
für  die  Quotienten  hyperelliptischer  Thetafunktionen;  für  (t?)=(«')=(0) 
dagegen  Relationen  zwischen  diesen  Funktionen^). 

Die  Formel  (89)  stimmt  im  wesentlichen  mit  einer  von  Herrn  Königs- 
berger*)  mitgeteilten  Weierstraßschen  Formel  überein;  die  Formeln  (92) 
und  (93)  sind  von  Herrn  Prym*)  angegeben  worden.  Herr  Frobenius*) 
hat  gezeigt,  wie  man  aus  den  obigen  Additionstheoremen  jene  Belationa 
ableiten  kann^  welche  im  hyperelliptischen  Falle  zwischen  den  Nnllwerten 
der  geraden  und  der  Derivierten  der  ungeraden  Thetafunktionen  besyiei 
und  welche  im  Falle  j?  =  2  schon  von  Rosenhain*),  im  Falle  eines  be- 
liebigen p  zuerst  von  Herrn  Thomae^)  angegeben  wurden. 


1)  Vergl.  dazu  Pringsheim,  Zur  Theorie  der  hyperelliptischen  Füimj- 
tionen  etc.  Hab. -Schrift.  München  1877  und  Math.  Ann.  Bd.  12.  1877,  pag.435; 
Relationen  zwischen  hyperelliptischen  Thetafunktionen  haben  aus  den  alge- 
braischen Ausdrücken  für  die  Thetaquotienten  Brioschi  (La  relazione  di 
Göpel  per  funzioni  iperellittiche  d'  ordine  qualunque.  Ann.  di  Mai  (l) 
Bd.  10.  1882,  pag.  161),  Brunei  (fitude  sur  les  relations  alg^riques  entre  les 
fonctions  hyperelliptiques  de  genre  3.  Ann.  de  l'fic.  norm,  sup^r.  (2)  Bd.  11 
1883,  pag.  199)  und  Craig  (On  quadruple  Thetafunctions.  Am.  J.  Bd.  6.  18W, 
pag.  14  u.  183)  abgeleitet. 

2)  Königsberger,  Über  die  Transformation  etc.  J.  für  Math.  B<L64. 
1866,  pag.  17. 

3)  Prym,  Untersuchungen  über  die  Riemann'sche  Thetaf.  etc.  Lpa.  1882, 
pag.  94. 

4)  Frobenius,  Über  die  constanten  Factoren  der  Thetareihen.  J.  farMath. 
Bd.  98.    1886,  pag.  244. 

5)  Rosenhain,  Memoire  sur  les  fonctions  etc.  Mäm.  pr^s.  Bd.  11.  1^51, 
pag.  433;  dazu:  Weber,  Über  die  Kummer'sche  Fläche  etc.  J.  für  Math  Bd.M. 
1878,  pag.  332;  Krause,  lieber  einige  Differentialbeziehungen  im  Gebiete  der 
Thetafunctionen  zweier  Veränderlichen  (Erste  Mitteilung).  Math.  Ann.  Bd.  26. 
1886,  pag.  1  und:  Die  Transformation  der  hyperell.  Funkt,  etc.  Lpz.  1886,  pag. i7. 

6)  Thomae,  Beitrag  zur  Bestimmung  von  -O^CO,  0,  •  •,  0)  durch  dieKlaaen- 
modnln  algebraischer  Functionen.    J.  für  Math.  Bd.  71.    1870,  pag.  801. 


BS  Kapitel. 

Die  retluzierbarcn  Abelsclieu  Integrale 
und  die  zogeliörigen  Thetafunktioiien. 

Bednktioii  Abelscher  Integrale  auf  elUpttsohe. 

Gegeben  sei  ein  Abelsches  Integral  erster  tiattung'): 
[1)  u^jF{x,y)dx, 

reiches  durch  die  Substitutioii; 


p)         l  =  *(ar,.v),    ff  =  KI(i-l)(i-c'5)=9'(^,y), 

ro    ^{Xf  y)    und    W{x,  y)   rationale  Funktionen   von   x   und   y    be- 
Bichnen^  auf  das  elliptische  Integral: 


/ 


dl 
er 


luziert  werde.     Da  die  2p  Periodizitätsmodulen  des  Äbelschen  In- 
rals  (1)  geschlossene  Integrale  in  der  Riemanu sehen  Fläche  {x,  y) 


1)  Man  kann  das  Problem  der  Reduktion  Äbelacher  Integrale  auf  ellip- 

isohe  mit  Hilfe  eine»  im  wesentlichen  auf  Abel  (Preeia  d*une  throne  des  fonc- 

9D8  elliptiquei3.     1829,    Oeuvres  comp!,  Bd.  1.    Cbrisitiania  1881^  pag.  518)  zu- 

[Icki^ehendeD  Satzes,   den  Herr  König sb erger  (üeber  die  Reduction  hjper- 

^Uiptischer    Integralo    auf    elliptische,     J,   für  Math,   Bd    85.     1878,  pag.  273; 

Jeber  eine   Beziehung  der  complexen   Multiplicatiou   der   oUiptiFchen  Integrale 

^ur  Iteduction  gewisser  Klassen  Aberscher  Integrale  auf  elliptische,    J.  für  Math, 

5d,  86.    1879,  pag   317;  t5'ber  die  Reduction  AbePscher  Integrale  auf  elliptische 

tid  hyperelliptißche,    Math,  Ann,  ßd.  16,    1879,  pag.  174;  Ueber  tUe  Reduction 

Lberecher  Integrale  auf  niedere  Integralformen,  specieU  auf  elliptische  Integrale. 

för  Math.  6d,  89.    1880,  pag.  89    und:    Allgemeine    Untersuchungen    aus    der 

beorie  der  Differentialgleichungen-    Lpz.  1882)    wiederholt   eingehend   erörtert 

^nd  bewiesen  hat,  tataächJich  auf  die  Integrale  erster  Gattung  beschräuken,  da 

ch  diesem  Satze  immer,  wenn  unter  den  Integralen  einer  Klasse  sich  solche 

adcD,  die  auf  elliptische  Integrale  reduzierbar  sind,  diese  Reduktion  auch  für 

Integral  ernter  Gattung  der  lüasse  stattfindet. 
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sind,  ihnen  also  auch  gemäB  der  Substitution  (2)  geschlossene  Inte- 
grale in  der  Fläche  (|,  ts)  entsprechen,  so  setzen  sich  die  2p  Perio- 
dizitätsmodulen  o^  (a  =  1,  2,  ••*,  2p)  des  Integrals  (1)  aus  den  zwei 
Periodizitatsmodulen  v^,  v^  des  Integrals  (3)  zusammen  in  der  Form: 

(4)  aj„  «=  w„i  Vj  +  w„,  V,,  (a=i,«,....t,) 

wobei  die  m  ganze  Zahlen  bezeichnen. 

Dieser  Satz  gilt  auch  umgekehrt.  Setzen  sich  nämlich  die  2p 
Periodizitatsmodulen  co^  (a  =  1,  2,  •  •  •,  2p)  aus  zwei  Ghroßen  v^,  v^  zu- 
sammen in  der  Form  (4),  so  ist  das  zugehörige  Abelsche  Integral 
stets  auf  ein  elliptisches  reduzierbar.  Zunächst  hat  man  zu  zeigen, 
daB  die  beiden  GröBen  v^,  t;^,  welche  in  den  Gleichungen  (4)  auf- 
treten, stets  als  Perioden  einer  doppeltperiodischen  Funktion  ge- 
nommen werden  können,  wozu  notwendig  und  hinreichend  ist,  daS^ 
wenn  Q^y  q^  ihre  reellen,  ö^i^  6^i  ihre  lateralen  Teile  bezeichnen: 

(5)  9i<ft  -  9t<fi^^ 

ist.  Bezeichnet  man  aber  den  reellen  Teil  von  m^  mit  17^,  den  late- 
ralen mit  ^^i,  so  ist  nach  (4)  pag.  129: 


±^ 


(6)  2i  ^%  ^+/*  "  '^P+M  ^z«)  >  ^' 

und  da  auf  Grund  von  (4): 

(7)  71^  -  m^^Q^  +  m^^Q^y         t^  =  m^^6^  +  m^^6^    («=1.2.    .2,1 
also: 

ist,   so  ist   in  der  Tat  (^^(^2  —  q^ö^    von  Null   verschieden   und  man 
kann  die  Reihenfolge  von  v^  und  Vg  so  wählen,  daß 

(9)  Qi<fi-9i(ii>0 

ist,  dann  ist  aber  stets  auch: 
p 

(10)  2Ki^1>  +  /^,2  -  >>*p  +  ^,l^/^2)  >  0. 

Ist  nun  k{iC)  eine  einwertige,  mit  den  Perioden  Vj,  Vj  doppelt 
periodische  Funktion  der  komplexen  Veränderlichen  u,  welche  im 
Endliehen  keine  wesentlich  singulare  Stelle  besitzt,  so  wird  >l(w), 
wenn  man  für  u  das  Abelsche  Integral  erster  Gattung  (1)  setzt,  zu 
einer  rationalen  Funktion  0{Xy  y)  von  x  und  y.    Es  wird  daher  weiter: 


(11) 


dX{u)    du       d^ 
du      dx       dx 


d^ 

du 

dx  . 

dx" 

•  dl(u) 

du 
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oder: 

(12) 

Ist  nun  speziell  X(u)  eine  Funktion^  die  im  Periodenparallelogramme 
nur  an  zwei  Stellen  cx>*  wird,  sodaB: 

(13)  ^  -  YaX^  +  6A»  +  CA*  +  dk+'e 

ist,  so  folgt  aus  der  Gleichung  (12): 

d^ 

(14)  ^^  ^^ 


^^       ya**+6*«+c$*+d*  +  c 


und  es  geht,  wenn  man  die  ratioi^ale  Funktion  9(x,  y)  als  neue 
Variable  wählt,  das  Integral  u  in  ein  elliptisches  Integral  erster 
Gattung  über.^) 

L  SatB:    Wird  das  Äbdsche  Integral  erster  Crottung: 
(I)  fF{x,y)dx 

durch  eine  SubstiMion: 


(U)  l  =  <I>(a:,y),        yiil-i)il-<^i)^Vix,y), 

tao  0(x,  y)  und  ^{x,  y)  rationale  Funktionen  von  x  und  y  sindj  auf 
das  elliptische  Integral: 

m  r     '^  — 

^  Jy5(i-ö(i-c«i) 

reduziert,  so  setzen  sich  seine  2p  Periodizitätsmodulen  ©^  (a  =  1, 2,  •  •  • ,  2p) 
aus  den  beiden  Periodizüätsmodtden  v^,  v,  dieses  letzteren  zusammen  in 
der  Form: 

(IV)  Oa^^al^l  +  ^a2V8J  (a  =  l,  2,  •    •,  2p) 

WO  die  m  ganze  Zahlen  hezeichnefi.  —  Setzen  sich  umgekehrt  die  2p 
Periodizitätsmodulen  (o^  eines  Äbdschen  Integrals  aus  zwei  Größen  v^,  t;^ 
zusammen  in  der  Form  (IV),  so  ist  dasselbe  stets  durch  eine  Substitution 
von  der  Form  (II)  auf  ein  elliptisches  Integral  reduzierbar. 

Man  nehme  jetzt  an,  daB  die  2p  Periodizitätsmodulen  cd^ 
(a  =  1,  2,  •  •  • ,  2p)  eines  Abelschen  Integrals  (I)  sich  aus  zwei  GröBen 
Vj,  V,  zusammensetzen  lassen  in  der  Form  (IV),  wobei  man  voraus- 


1)  Appell  et  Goursat,  Th^rie  des  fonctions  alg^riques  et  de  leurs  in- 
tegrales.   Paris  1896,  pag.  868. 
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setze,  daB  weder  die  2p  Zahlen  m^^,  noch  die  2p  Zahlen  m^,  einen 
gemeinsamen  Faktor  besitzen,  und  stelle  sich  die  Aufgabe;  das  System 
der  Ap  Multiplikatoren:  ' 

^2;    ^221    "  '9   ^p,% 

durch  ganzzahlige  lineare  Transformation  der  Perioden  w^  auf  eine 
möglichst  einfache  Form  zu  bringen.  Führt  man  aber  an  Stelle  der 
Perioden  o?  neue  cd'  ein  mit  Hilfe  einer  ganzzahligen  linearen  Trans- 
formation: 

(16)  0^=^C^aß)a,  (/*=1,2,  ..,Jj») 

bei  der  die  Ca^  4jp*  ganze  Zahlen  bezeichnen,  welche  den  pag.  242 
angegebenen  Kelationen  genügen,  so  wird: 

(17)  (o'ii  =  nifiivi  +  m'ß^Vi,  {fi=-i,t,'  ,tpi 


wo: 


*1  =2^1^«^«!  '  ^'l^^  ^2^/*« 


ist.  Man  bemerke  nun  vorerst.  Nach  (10)  besitzt  die  dort  auf  der 
linken  Seite  stehende  Summe  einen  positiven  Wert,  nennt  man  den- 
selben Ä,  setzt  also: 

(19)  2(^/.i^'>  +  /.,2  -  *^*p  +  /.,i^/.2)  =  ^y 

so  ist,  da  auf  Grund   der  Relationen  (8)  pag.  242: 
p  p 

(20)  2(ni;antp^,,,2-nip+^,tm;,2)  =2^(%iWp+^,2  -  ^^«p+;,,i'^j) 

ist,  auch: 

p 

(21)  ^(m;iw;+^,2  -  nij,+f,^i  m^a)  =  Jc] 

M  =  l 

es  wird  also  der  Wert  des  Ausdruckes  (19)  durch  lineare  Trans- 
formation der  Perioden  co  nicht  geändert. 

Man  lasse  nun  weiter  an  Stelle  der  Transformation  (16)  jene 
speziellen  ganzzahligen  linearen  Transformationen  treten,  aus  Jenen 
nach  dem  V.  Satz  pag.  153  jede  beliebige  ganzzahlige  lineare  Trans- 
formation zusammengesetzt  werden  kann,  und  betrachte  das  jedesmal 
durch  die  Gleichungen  (18)  gelieferte  System  von  Zahlen  m. 


^^"^         Tranßf,  der  Per,  einen  reduz.  Int.  iiuf  eine  kttnonißche  Form.  473 

■  Der  TraDsforniation  A  entspricht  ein  System  von  Zahlen  m\ 
■reiches   aus    dem    Systeme  (15)   dadurch    hervorgeht^    daß    mau    die 

Elemente  der  i?  +  (>****  Vertikalreihe  zu  denen  der  ^**'**  addiert. 
K        Der  Transformation   B    entspricht    ein  System    von  Zahlen   tn, 
fcelches   aus   dem    Systeme  (15)   dadurch   hervorgeht,    daß    man   die 
■Üemente  der  p**°  Vertikalreihe    mit   denen  der  p  +  ^*™  vertauscht^ 
nachdem  man  diese  letzteren  zuvor  mit  —  1  multipliziert  hat 

■  Der  Transformation  C.^  entspricht  ein  System  von  Zahlen  m\ 
velches  aus  dem  Systeme  (15)  dadurch  hervorgeht,  daß  man  die 
■Elemente  der  6*^^  Vertikalreihe  zu  denen  der  g^"^  addiert  und  gleich- 
Kitig  die  Elemente  der  p  +  q^^  Vertikalreihe  von  denen  der  }>  +  ^^*'^ 
mbtrahiert. 

I  Der  Transformation  D  ,  entspricht  endlich  ein  System  von 
Kahlen  m\  welches  aus  dem  Systeme  (15)  dadurch  hervorgeht,  daß 
luan  die  Elemente  der  ^^^  Vertikalreihe  mit  denen  der  <y**"  und 
gleichzeitig  die  Elemente  der  p  +  q*^  Vertikalreihe  mit  denen  der 
K  +  <y<^  vertauscht, 

■  Indem  man  nun  zunächst  nur  die  Elemente  der  zweiten  Hori- 
■ontalreihe  ins  Äuge  faßt^  kann  man  durch  passend  gewählte  Trans- 
■brmationen  A  ^  B  (9  =  1,  2,  '•-,  jp)  aus  dem  Systeme  (15)  ein  neues 
fcbleiten,  bei  dem  tWjj  =  m-^g —  •••=*  11*  ^  =  0  ist,  und  hierauf  aus 
■iesem  durch  Transformationen  C  „  (p,  <y  ^  1,  2,  *•*,  1>)  ein  neues,  bei 
■em  auch  p  —  1  der  p  Zahlen  m^^^^^,  '^'p+t,«?  '*'?  '^Jj»,a  ^^^^  Wert 
Hüll  besitzen;  die  ;>**  dieser  Zahlen  hat  dann  wegen  (10)  einen  von 
Hnll  verschiedenen  Wert  und  zwar,  da  ihr  absoluter  Betrag  mit  dem 
■pöflten  gemeinsamen  Teiler  der  2p  Zahlen  m^^^  m^^j  •*•,  w^^g  über- 
Knstimmt,  den  Wert  +  L  Diesen  Wert  kann  man  endlich,  falls  er 
B-  1  ist,  durch  eine  Transformation  jB  *  in  +  1  verwandeln  und  durch 
Kine  Transformation  D  an  die  |)4-1^  Stelle  bringen,  sodaß  die 
■Ilemente  der  zweiten  Horizontal  reihe  schließlich  die  Werte  0^  0,  -  •-,  0; 
■l,  0,  *'^0  besitzen,  und  es  hat  dann  in  der  ersten  Horizontalreihe 
kuf  Grund  von  (19)  m^^  den  Wert  /♦',  während  man  Wp^.i,t>  indem 
Kian  ^'s  +  "'|.-ht,i^'i  neuerdings  als  Größe  v^  einführt,  gleich  Null 
■pachen  kann. 

■  Indem  man  nun  die  1**  und  j*  +  1^^  Vertikalreihe  aus  dem  Spiele 
nßt  und  die  2p  —  2  übrigen  Elemente  ♦,  m^j,  w^i,  *  •  ,  m ^  ♦,  W|,-».s,i> 
B^0-fi,M  *'*>  %»,i  ^^^  ei*sten  Horizontalreihe  ins  Auge  faßt,  kann  man 
Kl  der  gleichen  Weise  wie  vorher  zuerst  durch  passend  gewählte 
■ransformationen  A  ^  B  (p^2,  3,  *"jp)  ein  neues  System  ableiten^ 
Bei  dem  m^^  ^  m^j  =  • '  •  =  w^i  =  0,  und  hierauf  aus  diesem  durch 
■ransformationen  C^^,  D^^  (p,  (J  ==  2,  3^ -•-,  ji)  ein  neues,  bei  dem 
Buch  w^^3,i  =  . -.  =  Wj^  j  =  0  ist 

I       Aas  dem  Systeme  (15)  ist  auf  diese  Weise  das  System; 
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m>  *'^'^'   "'^'  ö'»»i'+M»o,  •••,0 

"^     ^  0,  0,  0,  ...,0;     1,       0,      0,  •••,  0 

hervorgegangen;  und  man  wird  dabei  entsprechend  der  firüheren  An- 
nahme h  und  tn^^f^i  als  relativ  prim  voraussetzen. 

Im  FaUe  k=^l  kann  man  endlich  durch  m^^^^-nudige  Anwen- 
dung der  Transformation  B^B^C^^^B^B^y  welche  die  Subtraktion  der 
Elemente  der  1**°  Vertikalreihe  von  denen  der  p  +  2*^  und  der  2*" 
von  denen  der  p  -f  1^*^  bewirkt,  das  System  (22)  auf  die  ein&chsie 
Form: 
.g..  1,0,0,  ...,0;     0,0,0,  ...,0 

^     ^  0,0,0,  ...,0;     1,0,0,  ...,  0 

bringen,  und  es  ist  dann: 

(24)  «i-^vi,       cj^+,=vj, 

während  die  2p  —  2  übrigen  Größen  a>  den  Wert  Null  besitzen. 

Im  Falle  h>l  leite  man  aus  (22)  zunächst  durch  die  Trans- 
formation B^G^^B^  ein  neues  System  ab,  bei  dem  die  Elemente  der 
ersten  Horizontalreihe  die  Werte: 

(25)  k,  *,  0,  . . .,  0;     -  m^^,,i,  m^^,,i,  0,  •  -  ,  0 

besitzen,  und  hierauf  durch  Transformationen  ^,  B^  daraus  ein  neues, 
für  welches  diese  Elemente: 

(26)  Ä,0,0,  ...»O;     -»»,^.,,„1,0,  •••,  0 

sind,  während  die  Elemente  der  zweiten  Horizontalreihe  jedesmal  ud- 
geändert  geblieben  sind,  und  bringe  so,  indem  man  schlieBlich  noch 
die  Größe  v^—  Wp+2,1  ^1  neuerdings  als  Größe  v,  einführt,  das  System 
(22)  auf  die  einfachste  Form: 
.27X  fe,  0,0,  ...,0;     0,  1,0,  ..•,0 

^     ^  0,0,  0,  ..-,0;     1,0,0,  •••,0, 

sodaß: 

(28)  aji  =  fcvi,    ö^^j  =  t»j,    0)^^.2=^1 

ist,  während  die  2/>  —  3  übrigen  Größen  w  den  Wert  Null  besitzen. 
Man  hat  so  den 

n.  Satz :  Seizm  sich  die  2p  Periodmtätsmodulen  0^  (a  =  1, 2,  •  •  •,  2 j)) 
eines  Ahelsclien  Integrals  erster  Gattung  aus  zwei  Großen  v^,  v^  misammen 
in  der  Form  (IV)  und  setzt  man: 
p 

(V)  2  (^iul  ^Wp  +  ^,2  -  *Wp  +  ^,l  *>V»)  =  ±  *, 

SO  kann  man  dieses  hvtegral  stets  durch  eine  lineare  Tninsformatim  so 
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umformen,  daß  unter  Hinzunahme  eines  passend  gewählten  konstanten 
Faktors  seine  Periodizüätsmodiden: 

1.  im  Fade  äj  =  1; 
(VI)     cDj=.3ri,  (D2=--  =  (öp=0;    cj^. 

3.  im  Fälle  k>l: 
(VU)  (Di=3rt;     ajj=  •••  =  0)^=0; 


a,  o'p+2=-=o'2p=0; 


«'2,=  0 


sind,  wo  a  eine  komplexe  Größe  mit  negativem  reellen  Teile  bezeichnet. 

Kehrt  man  nochmals  zum  Systeme  (22)  zurück;  so  erkennt  man, 
daB  man  den  Fall  Ä;  >  1  durch  die  Transformation  k^^  Ordnung: 

(29)  o^A*  ="  ®/uy   <^pH-/u  =■  * o^p+^ ;  (a*«!,«,  •  »p) 

wenn  man  nachher  die  OröBen  kv^,  kv^  neuerdings  als  OroBen  v^,  v^ 
einf&hrty  auf  den  Fall  Ä;  =»  1  zurückführen  kann;  man  erhält  so  unter 
Anwendung  des  U.  Satzes  den 

nL  Sats:  Setzen  sich  die  2p  Periodizitätsmodulen  oj^a^  1 , 2,  •  •  •,  2p) 
eines  Abdschen  Integrals  erster  Gattung  oms  zwei  Größen  v^ ,  v^  zusammen 
in  der  Form  (IV)  und  ist  dabei: 


(vin) 


^  (*^Mi  '^P+A',«  ""  '^P-^hA  ^/u»)  =  ±  *; 


|U  =  1 


80  kann  man  dieses  Integral  stets  durch  eine  Transformation  k^  Ord- 
nung so  umformen,  daß  unter  Hinzimahme  eines  passend  gewählten 
konstanten  Faktors  seine  Periodizitätsmodulen: 


(K) 


a)i 


7t  ti    CO« 


=  «,=  0; 


<»,,+i='«>  <",.+«' 


...-«„=0 


sind,  wo  a  eine  komplexe  Größe  mit  negativem  reellen  Teile  bezeichnet. 

Nimmt  man  zu  dem  Integrale  mit  den  Perioden  (VI)  oder  (IX) 
bez.  mit  den  Perioden  (VII)  p—  1  andere  Integrale  derselben  Klasse 
hinzu,  welche  mit  ihm  ein  System  von  p  Biemannschen  Normalinte- 
gralen bilden,  so  erhält  man  für  deren  Periodizitätsmodulen  das  fol- 
gende Schema: 

1.  im  Falle  der  Gleichungen  (VI)  oder  (IX): 
0,    0,...,   0;      a,    0,    0,'...,   0 

0>  «»2;  «38? 


(30) 


0,  «i,    0, 
0,0,  xi, 


0; 
0; 


0,    0,    0,. ••,«!;      0,a,„o^„-..,  o^^; 


«,, 


(-, 
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2.  im  Falle  der  Gleichungen  (VH): 


nt 


ni,    0,    0,  ...,   0;      a,  y,    0,  ••.,    0 

0,Äi,    0,.   .,   0;     y,  «Mj  Ö88>  •••^  «ij» 
(31)  0,    0,;ri,  ...,   0;      0,  a8,,a38,...,  o^p  («^.=v) 


0,    0,    0,    ..,  Äi;      0,ap„a^5,  ...,  a^^. 

Indem  man  nun  von  den  Integralen  zu  den  inversen  2  p- fach  perio- 
dischen Funktionen  übergeht,  hat  man  also  das  Resultat,  daß,  wenn 

sich  unter  den  Perioden  o^^  V  Zi's  .^'f  )  ^^^^^  2p-fach  perio- 
dischen Funktion  die  2j>  Perioden  eines  Periodensystems,  etwa  o^. 
(a  =  1,  2, . . .,  2p)  aus  zwei  Großen  v^,  v^  zusammensetzen  in  der  Form: 

(32)  O^la^^al^l+^afV,,  (a  =  l, J,   •  .Ip) 

dann  sich  stets  aus  den  Perioden  o^^  durch  eine  Transformation  V 
Ordnung,  wo  k  durch  die  Gleichung  (VIII)  definiert  ist,  die  Perioden  , 
(30),   im   Falle   A;  >  1    aber  durch   eine  lineare   Transformation  die 
Perioden  (31)  ableiten  lassen.     Für  die  zugehörigen  Thetafunktionen 
aber  folgt  der: 

IV.  Satz:  Findet  sich  unter  den  Äbdschen  Integralen  einer  Klasse 
ein  solches,  das  auf  ein  elliptisches  Integral  reduzierbar  ist,  dessei^ 
Periodizitätsmodulen  (o^  («  =  1,  2,  •••,  2p)  sich  also  aus  zwei  Größen 
v^,  v^  zusammensetzen  in  der  Form  (IV),  so  zerfällt  die  zugehörige 
Thetafunktion  rmch  einer  Transfarmation  k^^  Ordnung,  wo  k  durch  die 
Gleichung  (VIII)  definiert  ist,  in  das  Produkt  einer  TJietafwiktion  von 
einer  und  einer  solchen  von  p  —  l  Veränderlidien,  und  femer  gibt  es 
im  Falle  Ä  >  1  unter  den  unendlich  vielen  zur  Klasse  gehörigen,  ckirA 
lineare  Transformation  ineinander  überführbaren  Systetnen  von  Thda- 
modulen  eines  von  der  Form: 

ni 


nt 

fl-oo «  fl'OQ  %  '"'s  a^  „ 


0  )  S\^  Sz-^  •••»  Sp- 


Z(>rfaUen  der  zugeh.  Thetaf.  —  HiBtomches. 
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Das    erste    Beispiel    eines    reduzierbaren    Abelschen    Integrals    wurde 
ron  Legendre^)  angegeben,  der  zeigte,  daß  das  zum  Geschlechte  p=  2 
ehörige  hyperelliptische  Integral: 


r dx      


(33) 

lurcb  die  Substitution: 

(34)  -1^=9 
die  BumniQ  /.weier  elliptischer  Integrale: 

[35)  -if 


0(y*  — {!  +  *)')       ^  Vly  — 2 yi)(y»  —  (i +  !!)•) 


)/(y  +  2l/i)(y* 
übergeht 

Handelt  es  sich  nur  um  die  Gewinnung  solcher  hyperelliptischer  Inte^ 

rale,  welche  auf  elliptische  reduzierbar  sind,  so  wird  man  den  Weg  der 

Igebraischen  Transforniatiou    pinschlagen,    wie    ihn  Jacobi*)  zur  Trans* 

Ibrmation  der  eHiptischen  Integrale  angewendet  hat.     Fülirt  man  nämlich 

dem  elliptischen  Integrale  erster  Gattung: 


(36) 


J^,       a^>/|(l-g)(l-c'|) 


Hn    Stelle    der  Variable  5    eine   neue   Variable   x   ein    mit    Hilfe   der  Ölei' 
fehung»): 

U 


f37) 


I- 


ro  (7,  F  ganze  rationale  Fimktionen  von  x  ohne  gemeinaELmen  Lineai^ 
aktor  sind,  so  geht  das  Integral  (36)  über  in: 

/{U'V^UV')dx 

iid  man  hat  in  diesem  Integrale  ein  hyperelHptisches  Integral  gewonnen, 
ias  nun  umgekehrt  durch  die  Substitution  (37)  auf  das  elUptiäcbe  Integral 
|[36)  reduziert  wird.  Dabei  wird  man  bemerken,  daß  die  vier  Faktoren 
les  Radikanden    paarweise   relativ   prim    sind,   da  es    ü  und    V  sind,   die 

iTurzel  sich  also  nur  dadurch  vereinfachen  kann,  daß  einer  oder  mehrere 
Jer    vier   Faktoren    t/,    T,    V  —  t/,    V  —  c^  ü   quadratische    Faktoren    ent- 

Iten,  ein  solcher  Faktor  teilt  dann  immer  auch  den  Zähler. 


1)  Legendre^  Traite  des  foncttoua  elliptiqnen  et  des  integrales  eul^rienn es. 
!•*•  snppl.    Paris  1832,  pag.  334. 

2)  Jacobi,   Fundamenta    nova   theoriae    funcÜonum    ellipticamm.     1829. 
Werke  Bd.  1.    Berlin  1881,  pag,  49, 
B)  Daß    die  im  Aiifange  dieses  Paragraphen  betrachtete  Sabatitntion  (Sf) 

aüber  der  hier  vorliegendeji  (37^  keine  wesentliche  Verallgemeinerung  be- 
teigt Herr  Königsberger  lüber  die  Reduction  etc,    J.  für  Math.  Bd.  85. 
i,  pag.  27T). 
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Es   soll   auf  den  Fall,    daß    U  und   F  ganze  rationale  FanktioQ( 
zweiten  Grades  von  x  sind,  näher  eingegangen  werden.     Man  setze: 

(39)  Z7=(l-«)(1-/J)a;,      V  ={x- a){x  -  p); 

es  fällt  dann  einer  der  Yerzweigongspunkte  des  zn  bildenden  hjperelli] 
tischen  Integrals  in  den  Punkt  o;  =  0,  ein  zweiter  in  den  Pnnkt  x  =  j 
ein  dritter  in  den  Punkt  a;  =  oo ,  während  zwei  andere  x  =  a  und  x  = 
sind,  und  es  wird,  da: 

(40)  V-U=^x^-{1  +  aß)x  +  a|5  =  (a;  -  l)(ir  -  aß) 
ist: 

(41)  rgi=^-|/(i-c.)(i-^)  f- —  (-*—ß)dx    _^ 

wo  zur  Abkürzung: 

(42)  ^ix)  ^(x-a){x-ß)-  c\l  -u)(l-ß)x 

gesetzt  ist.  Damit  nun  das  entstandene  hyperelliptische  Integral  von  d 
ersten  Ordnung  werde,  bestimme  man  c*  so,  daß  q>(x)  ein  Quadrat  wir 
wozu  notwendig  und  hinreichend  ist,  daß: 

(43)  («  +  ,3)  +  c«(l-«)(l-(S)  =  +}/^, 
also: 

Es'  wird  dann: 

(45)  ^(x)  =  {x±  y^y 

und  die  Gleichung  (41)  nimmt  die  Gestalt: 

(46)  r^j  =  -y(l-a)  (1  -J)  f --.^.J^:±l^M===-_. 
J     «^  ^J    }/x{x  —  l){x  —  a){x—ß){x  —  a^) 

an.     Man  hat  also  das  Resultat,  daß  durch  die  nämliche  Substitution: 

(47)  . 


,   _     (l-tt)(l-P)x 


|/.T(x  — 1)(.T  —  a){x  —  ^){x  —  aß) 


(48) 


yii-  a)  (1  -ß)J  yfii  _"iKi  -  cj 


cU) 
{x-\-  yäß)  dx 


yx{x  —  -i){x  —  a)(x  —  ß){x  —  aft 

V(i  -  «)  (1  -  ^)  J  i/g  (1  _  4)  (1  _  «^  I) 
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ird.     Die    vorstehende  Reduktion   der   beiden    byperelliptiRchen   Integrale 

l48),   aut*    elliptische    ist   schon    von    Jacobi*)  angegeben  worden.     Man 

debt    unmittelbar f    daß    sie   das    eingangs    angegebene   Legendresche    Re- 

Itat  als  speziellen  Fall  (er  ^  —  1)  enthlilt.    Auch  schließt  man  aus  dem 

Vorstehenden  unter  Anwendung  der  Substitution: 


1^9) 


«        («.  -«,)(x-«r,)' 


bei    beliebiger    Lage    der    6  Verzweigungspunkt«    «^,  g:^,  ••*,  öß    der 
bypere  11  ip tischen   Fläche    die   notwendige    und   hinreichende  Bedingung   für 
Idie  Rediizierbarkeit  des  hjperelliptischen  Integrals  auf  ein  elliptiaclies  ver- 
ittelst  einer  Substitution  zweiten  Grades  die  ist^  daß 


h.  daß  die  Doppel  Verhältnisse  [cfiCTjöatti]  und  [cfiC^%fifß]  einander 
gleich  sind.  Beachtet  man  endlich^  daß  aus  den  Gleichungen  (48),  wenn 
lan  die  rechts  auftretenden  elliptischen  Integrale  mit  /^,  J^  bezeichnet, 
beliebige  Werte  von  k  und  /; 


(51) 


J* (k  +  lx)dx 
|/i(?^l)(*-a)(ar-p)(a;~op) 


algt,  so  erkennt  man^  daß  sich  jedes  zur  Irrationalität 

(52)  yx{a:  -  1)  (x  -  «)(x  -  ß){x  -  aß) 

gehörige  Integral    L  ßatttiug    durch    die  Substitution  (47)   auf  elliptische 
ategrale  reduzieren  läßt. 

So    einfach    wie   bei  den  Substitutionen  zweiten  Qrades  gestaltet  sich 

aber   die   Sache   im   Falle    der  Substitutionen   höheren  Grades   keineswegs. 

ies  zeigt  schon  der  nächst«  Fall  der  Substitutionen  dritten  Grades.    Nach- 

iem    zuerst    Hermite*)    zwei    hyperelUptische    Integrale    erster    Ürdnnng 

agegeben  hatte,  welche  durch  Substitutionen  dritten  Grades  auf  elliptisch  i* 

[Integrale    reduziert   werden   können,    haben   Goursat^),    Burckhardt*), 


1)  Jacobi,  Anzeige  von  Legendre,  Theorie  des  fonctions  elliptique«.   Troi- 
ii^me  anppl^ment.    1832.    Ges,  Werke  Bd.  l.    Berlin  1881,  pag.  373;  vergl.  auch 

lot&nyi,    Zur   Eeduction   hyperelÜptiflcher   Integrale,     Wiener  SitstK   Bd.  88. 
||883,  Abth,  n,  pag.  401. 

2)  Hermitef   Sur   un   exemple   de  r^duction  d  integrales  ab^Hennes  ans 
foDctionft  elliptiques.     Bruxelles  Ann.  soe,  scienL  Bd.  1.    1876,  pag.  1. 

3)  Goursat,  Sur  un  cas  de  rMuction  des  int«^grales  hyperelliptiques  du 
ood  genre.     C.  R.  Bd.  100.    1885,  pag,  632   und:   Snr  la  r^dnction  de«  inti^ 

Igrale«  h.vperelliptiques.     Bull.  S.  M.  F.  Bd.  13     1885,  pag.  143. 

4)  Burkhardt,    Unters achnngen    ans    dem  Gebiete    der  hyperelliptiacben 
foduJfunetionen.     Erster  Theil     Math.  Ann.  Bd.  34>.    1890^  pag.  371. 
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Brioschi^)   und  Boiza')  dieses  Resultat  folgendermafien  verallgamMfiert 
und  übersichtlicher  gestaltet:  Die  Integrale: 


'-A 


dx 


(53)                            '      J  V(x'+ax+b){x'  +  px'+qy 
j  __    /• xdx 

wobei: 

(64)  g  =  46  +  iai) 

ist,  gehen  durch  die  Substitutionen: 

,     ^  ^  _  a?»  +  oa;  +  &  v  _  «MvP^Mi« 

^^^^  5-       3j;  — p      '  ^-    ax^—^hx" 

in  die  elliptischen  Integrale: 

C ^s  

(56)  J  V6  [4  (8  l-^Y-  27  (6  +  px)«]  ' 


Jv^[^(p- 


>  +  86  6)»  +  275(l-a|)«] 

über.  Man  bemerkt  hier  sofort  einen  fundamentalen  Unterschied  gegen- 
über der  Reduktion  durch  die  Substitution  zweiten  Grades  darin,  dafi  die 
Substitution,  welche  das  Integral  J^  reduziert,  nicht  dieselbe  ist,  wie  die 
zur  Reduktion  von  eT^  dienende,  und  daraus  ergibt  sich  die  Unmöglichkeit, 
nun  wie  oben  weiter  zu  schließen,  daß  sich  jedes  zur  vorliegenden  Im- 
tionalität  gehörige  hyperelliptische  Integral  auf  ein  elliptisches  bez.  anf 
die  Summe  zweier  solchen  reduzieren  läßt.  Nun  hat  sich  für  den  vor- 
liegenden Fall  der  Substitution  dritten  Grades  überhaupt  kein  drittes 
reduzierbares  Integral  der  Klasse  auffinden  lassen,  und  die  gleiche  Er- 
scheinung wiederholte  sich  bei  dem  von  Bolza^)  untersuchten  Falle  der 
Substitution  vierten  Grades;  ohne  daß  allerdings  die  im  Vorigen  ausein- 
andergesetzte algebraische  Methode  der  Reduktion  eine  genügende  Er- 
klärung  dieser  Erscheinung  gegeben   hätte;    höchstens   konnte   man  durch 

1)  Brioschi,  Sur  la  reduetion  de  Tintägrale  hjperelliptique  ä  Telliptique 
par  une  transformation  du  troisiöme  degr^.  Ann.  de  Tfic.  norm.  sup.  (8)  Bi  8. 
1891,  pag.  227. 

2)  Bolza,  Zur  Reduetion  hyperelliptischer  Integrale  erster  Ordnung  auf 
elliptische  mittelst  einer  Transformation  dritten  Grades.  Math.  Ann.  Bd.  50. 
1898,  pag.  314  und:  Zur  Reduetion  hyperelliptischer  Integrale  erster  Ordnung 
auf  elliptische  mittelst  einer  Transformation  dritten  Grades.  Nachtrag.  Math. 
Ann.  Bd.  61.    1899,  pag.  478. 

3)  Bolza,  Zur  Reduetion  hyperelliptischer  Integrale  auf  elliptische.  Frei- 
burg  Ber.  Bd.  8.  1885,  pag.  330;  Über  die  Reduetion  hyperelliptischer  Integrale 
erster  Ordnung  und  erster  Gattung  auf  elliptische,  insbesondere  über  die  Re- 
duetion durch  eine  Transformation  vierten  Grades.  Inaug.-Diss.  Göttingen 
1886  und:  Über  die  Reduetion  hyperelliptischer  Integrale  erster  Ordnung  rm^ 
erster  Gattung  auf  elliptische  durch  eine  Transformation  vierten  Grades.  Math. 
Ann.  Bd.  28.    1887,  pag.  447. 
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tonstantenzüblung  feststellea,  daß,  wenn  ein  hyperelliptisches  Integral 
ster  Gattimg  auf  eiü  elliptisches  reduzierbar  ist,  nicht  jedes  zu  derselben 
ationalität    gehörige    hyperelliptische   Integral    erster   Gattung    ebenfalls 

iif   ein    elliptisches  Integral  muß  zurückgeführt  werden  können^).     Noch 

ei  bemerkt,  daß  sich  als  Bedingung  ttur  die  Existenz  eines  zur  Irrationa- 
^t  YR(x)  gehörigen  durch  eine  Substitution  dritten  Grades  reduzier- 
en   hjperelliptischen    Integrals    erster    Ordnung    ergibt,    daß    die    Form 

[(ac)  so  in  zwei  Paktoren: 


t,  zei-spaltet  wei-den  kann,  daß  es  einen  Kegelschnitt  gibt,  welcher  dem 
Jreieck  a^ «,  «j|  eingeschrieben  und  zugleich  dem  Dreieck  ß^  ß^  ß^  um- 
eschriebeu  ist'). 

Bei  der  Reduktion  Abelscber  Integrale  auf  elUptisebe  haben  siüb   die 
Jntersuehungen  zuerst  auf  die  binomischen   Integrale: 


i9) 


ff(x)(Vit{s)r^'' 


schränkt,   wo    f^j)  eine  rationale,    Ji{x)  eine  ganze  rationale  Funktion 

ion  X  bezeichnet,     Nachdem  auch  hier  schon  Legendre'^)  die  ersten  Fälle 

uf   elliptische    Int-egrale    reduzierbarer    Integi*ale    angegeben    hatte,    wies 

löthig^)    daraufhin,    daß    die    hier    aufb'etenden    elliptischen     Integrale 

,6  ganz  speziellen  Modulen  -J^r  2+1^3    und  j/j-  besitzen.    Herr  Königs- 
erger*) hat  den  Grund  dieser  Erscheinung  nachgewiesen.   Es  sei  nämlich: 


ro  9  -=  yff{l  —  y)  (1  ^  c*y)  und  p  und  s  rationale  Funktionen  von  x  und 
KB(«)  sind.    Läßt  man  dann  x  einen  geschlossenen  Weg  so  durchlaufen, 

^E(x)  den  Faktor  c  "       annimmt,    wo    ^    der    Kongruenz    ^  r  =  1 

aod.  «)  genügt,  so  erlangt  die  linke  Seite  den  Faktor  e  *  .    Nennt  man 
lir  die  Endwerthe  von  y  und  s  beziehlich  i;  und  (F,  so  ist  auch; 


1)  Königsbetger,  Ober  die  Reducticm  etc.     .1  far.  Math.  Bd.  d5.    1878, 

8)  Bolza,   a.  a.  0.,    aber   schon  vorher  Humbert,    Sur  les  aiirfaoea  de 
tummer  elliptiiiaes.     Am.  J.  Ed.  IG.    1894^  pag.  221. 

3)  Legendr e^  Traitä  des  fonctions  elliptiquea  et  des  intägralea  eul^riennefl. 
1.    Paria  1B26,  pag.  262. 

4)  Est  big,    Über  einige  Gattungen  elliptischer  Integrale.     J.  für  Math. 
66     1859,  pag.  197. 

h)  K^nigaberger,  Cber  eine  Beziehung  etc.    J.  für  Math«  Bd.  8(i.    1879, 
l.  317 

IC  T  a  f  «  r  ^  TtintK/iinkUiifiau  ^\ 
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(61) 


dn 


=  e 


dy 

8 


und  daraus  folgt,  da  n  >  2  ist,  daß  der  Modul  des  elljptiscbeii  Iiit*^i|J 
auf  welches  ein  Abelsehes  Integral  der  ob«n  bezeichneten  AH  reduxierti 
ist,    ein    Modul    der    komplexen    Multiplikation   sein   muß.      Nun    ist  aber! 
nach    dem    L  Sat«    pag,  210    der    Multiplikator    der    komplexen    Molti-j 
pUkation  von   der  Form  Ä  -\-  i)/^,    wo  Ä  und  B  raüonide  Zableo 
zeichnen,    und    mau   schließt   daraus,    da   cos  —   rational    und   sin  — 

Wurzel  aus  einer  rationalen  Zahl  sein  muß,  daß  n  nur  die  Worte  3,  IJ 
oder  6  haben  kann,  und  zeigt  nun  weiter  leicht,  daß  alle  elliptijicij«ai 
Integrale,    auf   weiche   sich   die   AbelBchen   Integrale  (5d)    in   des   F&U^n 

«  »«  3  und  n  ^  6  reduzieren  lassen,  den  Modul  {V2  +V¥  oder  eines 
aus  diesem  durch  lineare  Transformation  entstehenden,  alle  elUptiKli«!! 
Integrale,  auf  welche  sich  die  Ahelschen  Integrale  (59)  im  Falle  w  —  i| 
reduzieren  lassen,  den  Modul  Y^  oder  einen  aus  diesem  durch  üne« 
Transformation  entstehenden  besitzen. 

Später    hat  Herr  Königsberger   seine   Untersuchungen    auf   die 
algebraisch  auflösbaren^),   und  sodann  auf  die  zu  beliebigen  algebr 
Gleichungen^  gehörigen  Abelschen  Integrale  ausgedehnt 

Die  obigen  Sätze  I — IV  rühren  von  Weierstraß  her;  die  oisU 
Mitteilung   darüber   findet   sich    bei  Königsberger*),   eine  ansfOhrli 
bei   Kowalewski*);    dort,   ist   angegeben,   wie   man   den   1X1.  Satz 
ohne    Zukilfenalmie    des  11.  Satzes    beweisen    kann;    einen    solchen  Bei 
gibt   auch   Biermann ^;   die   obige  Beweismethode   hat   fOr   den  IL 
Herr    Poincare®).    für    den    Fall   ^  =  2    schon    früher    Herr    Picard')! 
angegeben. 


1)  Kdnigsberger,  Über  die  Eednction  etc.  Math.  Ann.  Bd.  16.  ISTiJ 
pag.  174;  auch:  Über  die  Eeduction  Abelscher  Integrale  auf  elUptiscfae  ntii 
hjperelliptiBche.     Gott.  Nadir.  187»,  pag.  186, 

2)  K{}  El  gab  erger,  über  die  Keducüon  etc.    J.  für  Math.  Bd.  89.  18 

3)  K^nigflberger,  über  die  Transformation  des  zweiten  Gradei  fite,  Xl 
für  Math.  Bd.  67.    1867,  pag.  72. 

4)  Kowalewfiki,  Über  die  Reduction  einer  bestimmten  Elas9e  AbeliteJ 
Integrale  3^*^  Ranges  auf  elliptische  Integrale.    Actamath.  Bd.  4.  1884,  pag-$iST 

&)  Bier  mann,  Zur  Eeduction  Abelscher  Integrale  auf  elliptische     Wja 
Sitzb.  Bd.  105,    1896,  Abth.  II*,  pag.  9S4. 

6)  Poincart^^  Sur  les  fonctions  ab^liennes.  Am.  J.  Bd.  8.  1886»  pif.SItJ 
schon  vorher:  Sur  la  r^daetion  des  integrales  ab^liennee.  BulL  &  M.  F,  M  til 
1884,  pag.  124  und:  Sur  la  reduction  des  integrales  abtÜiennes.  C,  K  Bd  KU] 
1886,  pag.  916. 

7)  Picard,  Sur  la  reduction  du  nomhre  des  p^riodea  des  int^gittlci  ilo^^ 
üenneB  et^  en  particulier,  dans  le  caa  dea  coorbes  dn  aecond  goure.    BolLS 
M.  F.  Bd.  11.    1888,  pag.  26   iindr   Hemarque   sur   la   reduction   des  intlgPF 
ab^ennes   aux  integrales    elliptiquei.     Bull  8,  M.  F.  Bd   12.    1894,  p^»t 
Jniise  Mitteilungen   darüber  Tothert  Sor  nne  claase  dlnt^gn^let  abdUetü* 
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i) 


(ffu'^o«) 


§2. 

Spezielle  BiskusBlan  des  FalleB  /» =  2. 
Es  seien 

0,     ni,     a^^,    a^ 

he  Periodizitatsmodulen  der  beiden  RiemaEeschen  Normalintegrale 
i^j,  N^  einer  Klasse  Abelscher  Integrale  vom  Geschlecht  2  5  existiert 
in  in  dieser  Klasse  ein  reduzierbares  Integral: 

muß  nach  dem  I.  Satz  ein  Gleichungensjstera  von  der  Form: 

^0,1  +  Aajj  =  rn^i  i\  +  m^  v^ 

stehen,  wo  die  m  ganze  Zahlen  bezeichnen.    Damit  solche  Gleichungen 
lurch  von  Null  verschiedene  Größen  ffj  h,  u, ,  v^   erfüUt  sein  können^ 
luß  die  Determinante: 


i) 


XI 

U 

»'11 

"»IS 

0 

ai 

«Sl 

»•m 

Ou 

«IS 

«»„ 

"»«» 

«.i 

<ht 

«41 

*'*4» 

+  (m^i  w»„  -  ?Wj|  w^,)  («11  a«s  —  «is)  =  0 

Bin;  68  muß  also  zwischen  den  Großen  a^j,  a^,,  a^  eine  Gleichung 
^on  der  Form: 

eben« 

Man  nehme  umgekehrt  an,  es  bestehe  zwischen  a^i,  a^^,  o^,  eine 
}leichang  von  der  Form  (66)^   wo  die  q  ganze  Zahlen  bezeichnen^ 


oeftaines  ^aatioss  difT^rentieUee.  C.  E.  Bd.  93.  ISSl,  pag.  S98;  Sur  Vini^ 
atioQ  ttlgdbrique  d'uue  i$quation  analogue  a  T^quation  d'Euler.  C.  R,  Bd.  Ö2. 
l,  pag.  506;  Sur  la  rdduction  de«  mtägralöB  abf^lienoeB.  C.  R.  Bd,  9S.  ISSl, 
^Ä90;  Sur  qaelques  exeiuples  de  reduction  d^iot^grales  abeliennea  aux  int^- 
eilipÜqueB.  C.  R.  Bd.  9S,  1881,  pag.  1126  und:  Sur  la  r^dueliou  des  ia- 
%\ei  abdlietines  atix  integrales  elliptiqaei.    C.  E.  Bd.  94.    1S84^  ^a^.  1TQ4, 
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und  stelle  die  Frage^  ob  dies  auch  dazu  hinreichend  ist^  daß  die.; 
gehörige  Klasse  ein  reduzierbares  Integral  enthalte  oder,  was  dassel 
ob  zu  den  Zahlen  q  ganze  Zahlen  m  so  bestimmt  werden  können,  d; 

(67)  W41  m„  —  w»ii  W42  =  ^2,  f»!!  »ijj,  —  Wji  m^  =  ^5, 

(will  ^S2  —  »W»l  ^1«)  —  (*W»1  ^4«  —  »*41  ^W»)  "=  2s 

ist,  und  femer  die  für  die  m  notwendige  Bedingung,  daß: 

(68)  (Wj!  iiij2  —  Wji  Wjj)  +  (mji  W4J  —  W41  »!„)  =  /? 

positiv  sei,  erf&llt  ist. 

Aus  den  Gleichungen  (67)  folgen  sofort  die  Gleichungen: 

(%i  ^2  —  »»81  »»12)  *»4i  =  —  (^1  ^1  +  »»31  ?,) , 

f  69^  (''*ll  *»82  —  ^W  ^12)  ^42  =  —  (^2  2l  +  »»82  ^2)  > 

(mii  mjj  —  Wji  »»12)  W21  =       »»11  ^4  +  »»si  ^5  > 

(Wli  W82  —  Wji  W12)  »1,2  =-  W12  ^4  +  »»32  ^5    ; 

ninmit  man  daher  an,  daß 

(70)  »»11  «»82  -»»31^12  +  0 

ist,  so  ergibt  sich: 

(71)  »»ll««8t  —  WSI»»!«'  ^*  »»11*»8«—   »Wsi*»,«' 

Durch  diese  Gleichungen   sind  die  vier  ersten   Gleichungen  (67)  • 
füllt;  es  sind  also  die  bis  auf  die  Beschränkung  (70)  noch  willkürli 
gebliebenen  Zahlen  mn,  W12,  ni^i,  W32  jetzt  weiter  so  zu  bestimmt 
daß  die  Gleichungen  (67.,)  und  (68)  erfüllt  sind. 
Aus  (71)  folgt  aber: 

(72)  ^21  »»42  -  »»41  »»22 ^»-^^^=-??-^*— , 

und  es  muß  daher  wegen  (675): 

(73)  (mii  W32  -  W31  ^12)^  -  !?3  (^«11  »»32  -  »«31  »»12)  -  (^1  95  -  ^2  94)  =  ^' 
oder: 

(74)  ^n  »»32  -  »»81  »»12  =  i  fe  ±  yft''  +  4((?79^^g2'g4)) ; 

»»21  »»42  ~  »»41  »»22  =  i(-&  ±  y?8^  +  4(^155-^2^4)) 

sein.  Daraus  folgt,  daß  ft*  +  4(^1^5  — ^2^4)  ein  Quadrat  sein  mü 
und  da  die  direkte  Ausrechnung: 


aod.  bei  Exisi. 


Int.  in  der  iv lasse. 


I  wgibt,  80  hat  man  endlich,  da  wegen  (68)  nur  da«  positive  Zeichen 
Lror  der  Wurzel  zulässig  ist: 


if76)  m„  Wgj   -   Waj  »*i3  = 


_?L±i 


««11  ^ii  -  ^Ut  »h« 


^  —  ga  +  ^ 
2 


3t  abo  die  Bedingung  (75)  erfiillt,  so  verfahre  man  zur  Bestimmung 
zu  gegebenen  q  gehörigen  Zahlen  m  folgendermaBen.    Man  richte 
so  ein,  daß  q^  positiv  ist;    dann   ist  ^(ft  +  A),  wo  k  durch  (75) 
lefiniert   ist,   jedenfalls   nicht   NulL     Nun    wähle    man    vier    Zahlen 

11?  ''*u?  *W3i»  ^12  ^^f  d^ß  ^^'ll***«  ""  ''*81***tt  =  i(?ii  +  ^*)  ^^^r  ^^^  ^^' 
ne    hierzu  Zahlen    m^^^  m^^^  m^^  m^^    aus    (71),    dann    sind    die 

äleichungen  (67)  und  (6H)  eri*üllt;  es  besteht  daher  auch  die  Glei- 
chung (65),    und   es  sind   folglich   die   Gleichungen   (64)   durch  von 

^ull  verschiedene  Werte  (f,  Ä,  V|,  v^  lösbar.  Damit  ist  aber  der 
Folgende  Satz  bewiesen*): 

V.  Sats:    Damit  eine  Klmse  Ahehehet*  Inkfjrale  vom  Geschlecht  "l 
\^n  reduzierbarcs  Integral  mithalte^  ist  notwaidig  umi  hinreichend,  daß 
\cMen  dm    Periodisiiätsmodnlen  On^  Ou,  a^,    der  srngehorigmi  Rie- 
NormalinU^ak  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(XI)     gj  Tci*  +  q^  o^i  zi  +  ^^  fl^j  ar  *  +  q^a^j  ^^i  +  q&  («ii  <Hf  —  ^A)  =  0 

he,  wo  die  q  ganze  Zahlen  bezeichnen,  für  weiche  der  Amdruck: 

^a^  (Quadrat  einer  ga/nzen  Zahl  ist 

In  Verbindung  mit  dem  IV*  Satze  kann   man  diesen  Satas  auch 
folgendermaßen  aussprechen: 

"VX  Satz;  Sind  di^  Modulen  a^^,  a^^^  Oj,  einer  Theiafunkfion 
Zweier  Yerämierlielwn  durdt  eine  Relation  von  der  Form  (XI)  mit 
*itMnder  verhifipffj  für  welctte  der  Äiisdnick  (XII)  den  Wert  k^  besitzt^ 
Wmwn  dieseJhen  durch  eine  lineafe  Transformation  in  die  Modulen 

hif    iT }  ^nt    durdi   eine    Transfornuitimi    k^  Ordnung    aber   in  die 

((Tdulen  a/i,  0,  an  übergeführt  werden. 

Daß   es   im   erster« n   Falle   nicht  nur  eine  solche  lineare  Transforma- 
Ition  gibt,  sondern  unendlich  vicle.^  zeigt  Bolza^),  während  einen  direkten 
reis  für  die  Existenz  der  xuletzt  genannten  Transformation  k^  Ordnung 


Vergl  liium  ßiermann,  Zur  Theorie  der  zu  eiiser  binomiBchen  Irraiio- 
uliflrigirn   A^vbchua   ItiU^grale.     Wiener  Sitzb.  Bd  87.     ISSS,  AVlb.  0, 


iolsfti  Dbutr  die  Eednction  eic      Inaug. » Biss.    Gdttingen  18S6. 


XI.  2.    Spezielle  Diskus sion  das  Fallea  /i  =  f . 

Hanel*)  gibt  Humbert ^  untersucht  den  allgemeineren  Fall,  in  druu  di# 
Modulen  a^i,  flfjj,  a^^  einer  Thetafunktion  zweier  VerauderUchen  duri:b  emt 
Gleichung  von  der  Form  (XI)  miteinander  verknüpft  sind,  hei  der  die  q 
irgend  welche  ganze  Zahlen  bezeichnen.  Bezüglich  einer  solchen  Gleichung 
zeigt  er,  daß  bei  linearer  Transformation  der  Ausdruck  (XIT)  den  näm- 
lichen Wert  behält,  und  weiter,  daß  umgekehrt  alle  jene  Gleicliiingea,  fUr 
welche  diese  Invariante  J  denselben  Wert  bat,  durch  lineare  Transfonia- 
tion  ineinander  überfÜhrbar  sind.  Damit  ist  dann  zugleich  ein  Bewtts 
des  VI.  Satzes  erbracht,  da  die  Gleichung  kcL^^  '=  7t  i  zur  Invariante  J  =  1* 
gehört.,  also  umgekehrt  jede  Gleichung  (XI),  för  welche  ^  =  Jfc*  ist^  durd 
lineare  Transformation  in  sie  übergeführt  werden  kann. 

Von  der  vorliegenden  Art  sind  auch  die  von  Appell*)  tuiteivuchW 
Thetafunktion en  zweier  Veränderlichen,  bei  welchen  die  Modulen  d 
eine  Gleichung  von  der  Form  r^  Oj,  =  ij  a^,  +  r/ nr it  miteinander  verknü;" 
sind,  und  welche  in  eine  Summe  von  Produkten  je  zweier  Thetafunküenen 
einer  Veränderlichen  zerlegt  werden  können.  Andere  Beispiele  solcher  Tat- 
legungen  von  Thetafunktionen  zweier  Veränderlichen  bei  Königsberger*!» 
wo  öii=  ^<^ft  tjei  Doerr^),  wo  a^^  «=  ögj . 

Appell^)  hat  später  seine  Untersuchungen  auf  Thetafonktionen  Ix^ 
liebig  vieler  Variablen  ausgedehnt  und  von  diesen  solche  angegeben,  wcldie 
in  eine  Summe  von  Produkten  je  einer  Thetafunktion  von  einer  and  mm 
von  j3  —  1  Veränderlichen  zerlegt  werden  können;  zwischen  ihren  MöduJia 

p 
bestehen   p  —  1    lineare    Relationen    von    der    Form     ^  r^^  «.^  ■  =  ^i  wi 

(;^1,  2,-.-,i5-l). 

Beachtet  man  ferner,  daß  nach  dem  II.  Satze    die  Periodixiti 
modulen  des  reduzierbaren  Integrals  der  Klasse  bei  passend  gewählt»  J 
Zerschneidung  der  Riemannschen  Fläche  die  Werte: 

(77)  xi,  0;   a,  ^ 

annehmen  y  daß  aber  dem  Schema  (31)  entsprechend  die  Periodistüi^  J 


1)  Hanel,  RedncUen  h}rperellipiischer  Funktionen  auf  eUipti«ehe.    biof^ 
DisB     ßteelau  1882. 

2)  Humbert,  Sur   let*  fonctions  ab^liennee  »ingulieres  {Premier  Um0iii 
J.  de  Math.  (5)  Bd.  6.    1899,  pag.  233;    vorher:  Sur  la  d^compoBiticm  dei  ftm-] 
tions  S  en  facteurs,     C,  K.  Bd.  126,    1898,  pag.  394  und:  Sur  lee  fonctia&i  aI)^  [ 
liennes  singuli^res,     C.  E.  Bd    126.    1898,  pag.  508. 

8)  Appell,  Bor  iin  cas  de  ri^duction  des  fonctions  B  de  decix  inimbiiit| 
de«  fonctiong  0  d'ime  variable.    C.  E.  Bd.  94.    1882,  pag,  421, 

4)  Königsberger,  Allg.  Unters,  aus  der  Th.  der  Differentialgl.    Lp»  1^*^] 

6)  Doerr,  Beitrag  zur  Lehre  vom  identischen  VerBchwinden  der  Ereiiii»*| 
sehen  Thetafuoetion.    Inaug.*DiBfi.    Straßburg  1S89» 

6)  Appell,  Sur  des  cas  de  rtSduction  des  foncttons  Q  de  plu 
k  des  fonctions  &  d'une  moindre  nombre  de  variables.  Bull  :- 
1^82,  pag.  69. 


£xi8ten2  einee  zweiten  reduzierbaren  Ini.  der  Klasse. 
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Modulen  des  dazu  gehörigen  zweiten   Riemannschen  Normalintegrals 
9er  Klasse; 

['8) 


0|  5ri;   y,  h 


üdf  80  erkennt  mau,  daß  aucb  dieses  Integral  reduzier  bar  ist    Man 
kat  damit  den 

VH.  Sats:  Enthält  eine  Klasse  Abelscher  Inkgrak  vom  Gesddecht  2 
in  reduzierbares  Integral^  so  enthaU  sie  immer  auch  nodi  ein  zweites* 

Zugleich  ist  gezeigt,  daß,*wemi  von  den  beiden  Riemannecheii 
fonnaliotegralen  der  Klasse  das  eine  reduzierbar  ist,  es  dann  immer 
lach  das  zweite  ist. 

Der  Vn.  Sata  rüliri  von  Pieard  *)  her;  Beweise  dafür  haben  auch 
Lppell  et  Goursat*)  und  Humbert  ^)  gegeben.  Der  von  Biermann**) 
emachte  Versach,  aus  dem  doppelten  Vorzeichen  in  den  Gleichungen  (74) 

Inf  die  Existenz  zweier  reduderbarer  Integrale  zu  schließen,  ist  veriehlt; 

Hne  Änderung  des  Vorzeichens  Ton  k  bedeutet  nm*  eine  Vei-tauschung  der 
eiden  Größen  t;,  und  i;^. 

Es  erhebt  sich  jetzt  weiter  die  Frage,  ob  es  mehr  als  zwei 
eduzierbare  Integrale  in  der  Klasse  geben  kann.  Jedes  weitere 
itegral  der  Klasse  läßt  sich  aus  den  beiden  Normalintegralen  ^j,  JV, 
der  Form  (63)  zusammensetzen;  seine  Periodizitätsmodulen  aind 
),  wenn  (77)  und  (78)  die  Periodizitätsmodulen  der  beiden  Normal- 
itegrale  sind; 

(79)     m^^ff^i,      cj^^hTii,      &^  ^  ffa -i- h^ ,      (o^  =  gj'hhb^ 

ad  es  ist  also   zur  Reduzierbark  ei  t  dieses  Integrals   notwendig  und 
inreichend,   daß  sich  diese  Größen  mit  Hilfe  ganzer  Zahlen  m  aus 
rei  Größen  Vj,  v,  zusammensetzen  in  der  Form: 

h%i  =  m^^  v,  4-  m^ v^ , 


)) 


Sind  aber  diese  Gleichungen  erfüllt,  dann  ist  jedes  Integral  von  der 
Form: 


1)  Pieard,  Sur  la  reduction  etc.    BulJ.  S,  M.  R  Bd.  11.    1882/ pag.  47. 
i)  Appell  et  Goursat,  Theorie  de»  fouctiona  etc.     Paria  1896,  pag.  S70. 
S)  Hnmhertf  8ar  les  fonctions  etc.    X  de  Math.  (5)  Bd.  ö,   ISÖ9,  pag,  249. 
4)  Biermann,  Zur  Theorie  der  etc.    Wiener  Sitzb.  Bd.  87.    1888,  pag.  083* 
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(81)  J'--P9N,+qhN,, 

wo  p  und  q  irgend  welche  rationale  Zahlen  bezeichnen,  rednzierbar, 
da  für  seine  Periodizitätsmodulen  o^\  (o^\  m^',  o/  die  Oleichungen: 

(82)  ^*'^  *<Z«»8iV  +  *grm„V, 

(D,'  «  [Äpmji  -  (p  -  «)»Hi]  vi'+  [*l>w„  -  (p  -  «)m„]  V, 
©/  =  [Äg  W41  +  (P  —  «)  %i]  ^i'  +  [*«»»«  +  (P  —  «)  »Hl]  V,' 
bestehen,  wo: 

(83)  V-J,        t,,'=^ 

ist.    Man  hat  also  vorerst  den 

vm.  Sats:  Enthält  eine  Klasse  Abdscher  Integrale  vom  GesMedt2 
mehr  als  zwei  redtusierbare  Integrale,  so  enthalt  sie  deren  unendlich  xndt. 

Weiter  folgt  aber  aus  den  Oleichungen  (80)  der  Oleichung  (66) 
entsprechend  die  Gleichung: 

(84)  («1  +  y  -  f«) ^***  +  ««^^*  +  q,hxi  +  q^ah  =  0, 

wo  die  q  die  unter  (67)  angegebenen  Werte  haben,  und  da  diese 
Gleichung,  weU  g  und  h  beide  der  Voraussetzung  nach  von  Null  ver- 
schieden sind,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  nicht  identisch  erfüllt 
sein  kann,  so  folgt  aus  ihr: 


_(,  +  l_|.)„,_,.„  _ 


(85)  h  =  — ^ "^-^f^ ni . 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  daß  der  Modul  6  aus  dem  Modul  a  durch 
Transformation  hervorgeht,  und  man  hat  damit  das  Resultat  gefunden, 
daB  mehr  als  zwei  reduzierbare  Integrale  der  Klasse  nur  dann  Tor- 
banden  sein  können,  wenn  die  elliptischen  Integrale,  auf  welche  die 
beiden  Normalintegrale  N^ ,  N^  reduzierbar  sind,  selbst  ineinander  trans- 
formiert werden  können. 

Diese  Bedingung  ist  aber  für  das  Auftreten  unendlich  vieler  re- 
duzierbarer Integrale  auch  hinreichend.     Ist  nämlich: 

(86)  b  =  - — :-T-^  tJC i , 

WO  die  «,  /S,  y,  d  ganze  Zahlen  bezeichnen,  so  ist  außer  den  Normal- 
integralen N^,  JVj  mit  den  Perioden  (77),  (78)  jedes  Integral  von 
der  Form: 

(87)  J^pN,  +  q^^^^N„ 


Bed.  für  die  Eiisteiiz  unemil.  vieler  reduz.  Int.  der  Kluae. 
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wo  p  und  q  irgend  welche  ganze  Zahlen  bezeichnen,   rednzierbar,  da 
EJine  Periodizitätsmodalen,  wie  mau  unmittelbar  sieht,   sich  ans  den 

^etilen  Größen  y  und   "-  mit  Hilfe  ganzer  Zahlen  »usammensetzen, 

[an  hat  so  den 

IX,  Satz:    Eine  Klasse  Ähdscher  Integrale  mm  Gesclikclit  2  ent^ 

\alk  die  beiden  reduzierbaren  Integrale  J^ ,  Jj .     Die   mütvendige  und 

\inreichende  Bedingung   dafür,   daß   in   dieser  Klasse   ein  drittes  und 

%U  nach  dem  vorigeti  SaUse  unendlich   vide   redmierhare  Integndc 

rkommen,   ist  die,   daß  die  beiden  eJUptisehen  Iniegraky   auf  welche 

r,  umi  J,  redusierbar  sind,  selbst  ineinamier  Irans ftjrtniert  wertkn  kmtum, 

DaÜ  in  spezieUen  Fällen  nicht  nur  zwei,  sondern  unendlich  viele 
reduzierbare  Integrale  der  Klasse  vorhanden  sind,  gibt  schon  Picard  ^) 
an;  der  IX.  Satz  rührt  von  Bolza*)  her;  vergl.  auch  Humbert'). 

Poincare  hat*)  den  YUI.  Satz  auf  den  Fall  eines  beliebigen  p  fol- 
gendermaEen  verallgemeinert: 

k  Sate:  Ist  außer  dm  Inkgrakn  J^*  J^*  -*-,  J^  nmr  Klasse  Abelsrhr 
^^niegrdlr  auch  ein  davon  ahhängigeH  Iniegrtd  J'  =  aJ^ -{-  ßj^+  ••-  +  x*/^^» 
H|ro  die  Uf  ß,  •  -j  %  Konstante  hueichncn,  auf  ein  dliptisches  Integral  rrduzier- 
Hkir,  so  enth^ilt  die  Klasse  uPicndlicH  viele  reduzlerhare  IniegraJtc. 

W         Zum   Beweise   denke   man   sich   die  Perioden   von  Jj    durch   lineare 
Transformation  auf  die   Werte  (VIl)   gebracht  und   nehme  zu   J^  p  —  \ 
t/^grale  2^^^  iV^,  —  •,  N    hinzu,   welche  mit  ihm  ein  System  von  p  Rie* 
annschen   Normalintegralen    bilden;    dann    täBt   sich    das   Integral   /'    in 
er  Form 

/'^  «/,  +  ^iV,  +  y  iV,  +  .-*  +  nN^ 

Uen  und  man  sieht  nun  unmittelbar,  daß  unter  der  gemacht-en  Vor- 
tzung  der  Reduzierbarkeit  des  Integrals  J^  auch  die  unendlich  vielen 
tnt^grale  von  der  Form: 


►»" 


r-  f-  nj,-ntN,  +  ,-s,  +  •••  +  .■*; 


redunerbar  sind,  da  die  Periodizitätsraodulen  Wa   von  J"  zu  den  Periodi- 
ntatamodulen  q>'  von  /'  in  den  Beziehungen: 


m%  =  -^  «1 . 


G)x    =  COll, 


^9    ^    ^9 


m) 


p      .  p—2     ' 


q       -'  Kq 


mp  =  w«ji 


1)  Picanl,  S«r  la  r^^duction  etc.     Bull.  S.  M,  F.  Bd.  11.    1882,  ijag,  47. 
2}  ßolza,  Pber  die  Keduction  etc.     Inaiig. -  Dras.    Göttingen  18Sü. 
«)  U umbort,  8ur  les  fonctions  etc.    J.  de  Math,  (ö)  Bd.  5.    1899,  i>ag  250. 
4)  Poinoart^,  Sur  lee  Iboctions  ab^liennes.    Am  J.  Bd.  8.  1886^  png,  a06. 


490  XI.  2.   Spezielle  Disknasion  des  Falles  p  »  2. 

stehen,   sich   also   mit  Hilfe   ganzzaMiger  Koeffizienten   aus   iwei  Größen 
zusammensetzen  lassen,  sobald  es  die  Größen  a>'  tun. 

Nach  diesem  Satze  existieren  also  z.  B.  fOr  die  von  Kowalewski') 
betrachtete  Klasse  Abelscher  Integrale  vom  Geschlecht  3  nicht  nur  die 
drei  dort  angegebenen,  sondern  unendlich  viele  reduzierbare  Integrale,  und 
weiter  enthält  eine  Klasse  Abelscher  Integrale  vom  Geschlecht  p  stets 
unendlich  viele  reduzierbare  Integrale,  sobald  sie  deren  p+  1  enthalt*). 

Nachdem  im  Vorigen  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingong 
fQr  das  Auftreten  eines  reduzierbaren  Integrals  in  einer  Klasse  Abd- 
scher  Integrale  vom  Geschlecht  2  darin  nachgewiesen  wurde,  daB 
unter   den   zugehörigen  Thetafunktionen   sich   eine   mit   dem  Modul 

dii^  -Y  befindet,  soll  nun  gezeigt  werden,  veie  man  aus  dieser  Be- 
dingung die  im  Falle  der  Existenz  eines  reduzierbaren  Int^rab 
zwischen  den  Modulen  x\  X^,  fi*  oder  den  Yerzweigungspunkten 
^'  ^7  ' ' '}  <^6*^^^  zugehörigen  algebraischen  Gebildes  bestehende  Be- 
ziehung ableiten  kann.  Man  gehe  zu  dem  Ende  von  der  aus  der 
Formel  (XXI)  pag.  70  folgenden  Gleichung: 

(91)        *Ka(«..O.a„  =  *U!l,.  ».!l  JW^.-..^«*"*" 

aus.  Beachtet  man,  daß  die  auf  der  linken  Seite  stehende  Theta- 
funktion,  da  sie  in  der  Form: 

(92)      *ß:ac<..o.^=*ß:]w...^E;](«, 

in  das  Produkt  zweier  Thetafunktionen  einer  Veränderlichen  zerfallt, 
für  t^i  =  tij  =  0  verschwindet,  wenn  5^1  ==  <72  ="  *i  ^  ^  ^  i  genommen 
wird,  so  erhält  man  aus  der  Gleichung  (91),  indem  man  noch  flii=iflj 
a^^=-kb  setzt,  das  Resultat,  daß  die  Thetafunktion : 

(93)  ^GÜHL.«,.» 

für  die  Nullwerte  der  Argumente  verschwindet.  Indem  man  aber  die 
Funktion    (93)    mit   Hilfe   der  Formeln   des   zweiten   Kapitels  duick 

Thetafunktionen  mit  den  Modulen  a,  y,  6  ausdrückt,  erhält  man  em 

Beziehung  zwischen  den  Nullwerten  der  letzteren  und  aus  dieser 
sofort,  indem  man  die  Nullwerte  der  Thetafunktionen  durch  die  Mo- 
dulen X*,  A*,  fi*  oder  die  Verzweigungspunkte  «  ausdrückt,  die  ver- 
langte Relation. 


). 


1)  Kowalewski,   ÜbCrr   die   Reduetion   etc.     Acta   math.    Ud.  4.    1884, 
pag.  393. 

2)  Poincar^,  Sur  la  räduction  des  integrales  aböliennee.    C.  B.  Bd.  99. 
1884,  pag.  858. 
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Zur    ErlHatörung    können    die    einfachsten   Falle    Ä'  =  2    und    Ä:  =  4 
dienen.    Im  Falle  k  =  2  benutzt  man  die  aas  der  Formel  (öOl)  pag,  364 


für 


^j^^j=.0,  tfj 


(04) 


1,  M,  =  ii^=  0  folgende  Gleiobung: 

••[:;].«.-l(-.r-~»"[;.U( 


aus    der   nach    dem    eben  Bemerkten    zwischen    den   Thetafunktionen   mit 
dem  Modul: 

(95)  0,,=^ 

sich  die  Relation: 


(96) 


2'(-i)^'-^''^'[raw=*^ 


ergibt,   welche   infolge  der  zwischen  den  Thetanullwerten  in  jedem  Falle 
bestehenden  Relationen^)  die  einfachere: 


1(97) 


»■G;i«»»=»T;ii«»» 


nach  sich  zieht  und  zwiscben  den  Modulen  x^,  l\  ^'  die  Beziehung: 


(98) 


«f*r 


K. 


swischen  den   Verzweigungspunkten  a  aber  die  Gleichung: 
(99)  '^n  —  '^i    «4  —  ^i  ^  <^t  —  ^    '^i  —  '^i 

r  Ä,  —  Ä,  -  «4  —  Ä,    tf^  —  «^  «^  —  «f, 

I  liefert. 

Die  Relation  (99)  stimmt,  von  der  Reihenfolge  der  Verzweigimgspunkte 
abgesehen,  mit  der  pag.  479  angegebenen  Bedingung  (50)  überein;  ebenso 
igeht  aus   (98)   durch   lineare  Transformation   die  pag.  478  erhaltene  Re- 
lation «^  ;L^  =  fA^  hervor. 

3C  i 

Attf  die  hier  angegebene  Weise  von  der  Bedingung  %|  ^  -ä~  tkus  zu 

I  der  fiir  das  algebraische  Gebilde  bestehenden  Beziehung  zu  gelangen,  wurde 

[zuerst,   etwas  weniger  einfach,  von  Königsberger*)  angegeben,  und  von 

[Pringsheim*)    des  näheren  ausgeführt.     Den  vorliegenden  Fall  behandelt 

aach  ein©  Arbeit  von  Eoch*);  ferner  hat  Schering^)  die  diesem  beson- 


1)  ffiencn  und  zu  Späterem  vergl  etwa  Krause,  Die  Transfonnation  der 
hyperelliptigchen  Fimctionen  erster  Ordnung.     Lp2.  1S86,  pag.  36  u.  f. 

8)  Königsberger^  Über  die  Transformation  dea  zweiten  Grades  etc.  J 
'  mr  Math.  Bd.  67.    1867,  pag*  68, 

Ä)  Prin geheim.  Zur  Transformation  zweiten  Grades  der  hyperelliptiBchen 
Functionen  erster  Ordnung,     Math.  Ann.  Bd.  9,    1876,  pag,  445. 

4)  Roch,  ßber  ffpecielle  vierfach  periodische  Functionen.  Z.  fiir  Math, 
fBd.  11.    1866,  pag.  468. 

5)  Schering,  Zur  Theorie  des  Borcbardt'schen  arithmetisch -geometrischen 
[lüttelB  aus  vier  Elementen.  J.  für  Math.  Bd.  85  1878,  pag.  115t  ^^^  auch: 
[Boerr,  Beitrag  zur  Lehre  etc,    lnaug.<Di«9.    Straßburg  1%"^% 


492  XI.  2.    Spezielle  Diskussion  des  Falles  p  =->  2. 

deren  Falle  entsprechende  Riemannsche  Fläche  untersucht  und  gezeigt, 
daß  man  dieselbe  durch  Aufeinanderlegen  zweier  elliptischer  RLemannscher 
Flächen  erhalten  kann;  endlich  hat  Caylej^)  für  den  vorliegenden  Fall 
alle  Wurzelfunktionen  durch  elliptische  Funktionen  ausgedrückt. 

Im  Falle  Ä  =»  4  benutzt  man  die  aus  der  Formel  (XIX)  pag.  68  fBr 
2)  =  2,  r=2,  ^i=^t  =  i,  Äj—ÄgssO,  Uj  =  ttj  =  0  hervorgehende  Formel: 

(100)     4»[;ji  coia=^(-ir+"-*CU([o)., . 

aus  welcher  sich  nach  dem  oben  Bemerkten  zwischen  den  Thetafunktionen 
mit  dem  Modul: 

(101)  «„  =  ?^ 

die  Relation: 

0,1 


(102)  2  (-!)'"■"'**  C.U<^^^='^ 


Ol,  <y» 
ergibt,  welche  hinwieder  zwischen  den  Moduln  x',  il',  fi}  die  GleichuDg: 

(103)        y^Hi^,  -  yn^ = y*hiHi^i  -  V^^^hih^. 

nach  sich  zieht  und  sich  mittelst  der  bekannten  Formeln,  welche  die 
Modulen  x,  il,  (*  durch  die  Verzweigungspunkte  ausdrücken,  auch  als  Be- 
ziehung zwischen  den  sechs  Verzweigungspunkten  schreiben  läßt. 

Bolza*)  hat  die  im  Falle  Ä;  =  4  zwischen  den  Modulen  oder  den 
Verzweigungspunkten  des   algebraischen  Gebildes  bestehende  Relation  aus 

der  Bedingung  ö]2  ~  "F  ^^  einer  komplizierteren  Form  erhalten,  da  er  nicht 

die  einfache  Gleichung  (100)  benutzt;  die  vorstehende  einfachere  Form 
(103)  der  Bedingung  ist  zuerst  von  Igel')  angegeben  und  ihre  Überein- 
stimmung mit  der  Bolzaschen  nachgewiesen  werden;  die  weiteren  von  Igel 
in  den  §  4  und  §  5  seiner  Abhandlung  aus  der  Gleichung  (103)  ge- 
zogenen Schlüsse  sind  aus  leicht  ersichtlichem  Grunde  falsch. 

Bezüglich  der  Aufstellimg  der  beiden  reduzierbaren  Integrale  der 
Klasse  und  der  reduzierenden  Substitution  mag  auf  Bolza*)  verwiesen 
werden,  wo  sich  die  beiden  obigen  speziellen  Fälle  Ä;  =  2  und  ä?  =  4 
ausgeführt  linden. 

Für   den  Fall  jp  >  2    ist   bis  jetzt   nur   die   Reduktion   einer  Klasse 

1)  Cayley,  Sur  un  exemple  de  r^duction  d'intögrales  ab^ennes  am 
fonctions  elliptiques.     C  R.  Bd.  86.    1877,  pag.  266,  873,  426  und  472. 

2)  Bolza,  Über  die  Reduction  etc.  Inaug.-Diss.  Göttingen  1886  und: 
Über  die  Reduction  etc.     Math.  Ann.  Bd.  28.    1887,  pag.  447. 

3)  Igel,  über  die  Parameterdarstellung  der  Verhältnisse  der  Thetafunc- 
tionen  zweier  Veränderlichen.     Monatsh.  f  Math.  Bd.  2.    1891,  pag.  167. 

4)  Bolza,  Über  die  Reduction  etc.  Inaug.-Diss.  Göttingen  1886  und: 
über  die  Reduction  etc.  Math.  Ann.  Bd.  28.  1887,  pag.  447;  auch:  Picard, 
Sar  Ja  rdduction  etc.    BuW.  ^,  U.  ¥ ,  ^^.  VV.  \%%*l,  ^a«,  48. 
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Ischer  Integrale  vom  Geschlecht  3  auf  elliptische  Integrale  durch  eine 
Transformation  zweiten  Grades  untersucht  worden  *). 

Der   Inhalt    dieser    beiden    Paragi*aphen    wurde    /.um    größeren   Teile 
.schon  früher  von  mir  veröffentlicht^). 


§3. 

Breduktion  Abelscher  Integ^rale  vom  G-esohleelit  q  auf  solche 
niedrigeren  G-eschlechts  />. 

Üie   beiden  Veränderlichen  s  und  s  seien   durch    die   irrednzible 
algebraische  Gleichung: 

i(104)  F{g,s)^0 

vom  Geschlecht  q^  die   beiden  Veränderlichen  £  und  6  durch   die  ir- 
reduzible  algebraische  Gleichung: 

(105)  ^a,  <y)  =  o 

vom  Geschlecht  p  <q  miteinander  verknüpft,  und  es  werde  das  zur 
Klasse  (104)  gehörige  Integral  I  Gattung: 

,(106)  J'f{s,s)di! 

durch  die  Substitution: 

1(107)  t=R^(.e,s),        «  =  i2,(*,s), 

WO  iZi(^,  s)  und  -Rj  (j?,  s)  mtlonale  Funktionen  von  js  uijd  ä  bezeichnen, 
auf  das  zur  Klasse  (105)  gehörige  Integral: 

jao8)  jV(s,ff)rft 

reduziert 

Mau  wird  dann  zunächst  bemerken,  daß  jedes  Integral  1.  Gattung 
der  Klasse  (105),    wenn    man    darin   g  und  6   durch    die   rationalen 
[Funktionen  (107)  von  0  und  9  ersetzt,  in  ein  zur  Klasse  (104)  ge- 
höriges  Integral   L  Gattung   übergeht,   da&    es   also  umgekehrt   den 
ip  linearunabhängigen   Integralen    I.   Gattung    der   Klasse    (105)   ent- 
[sprechend  p   linearuuabhängige   Integrale  L  Ghittung   in   der   Klasse 
(104)  gibt,  welche  durch  die  nämliche  Substitution  (107)  auf  Integrale 
von  der  Klasse  (105)  reduziert  werden.     Man  hat  so  den 

X.  Sata:   Findet  »icfi  in  einer  Klasse  Abelscher  Jnkgr(Ü€  mm  Ge- 
I  schlecht  q  ein  Inkgrai  L  Gattung  ^  welches  dtirck  eine  ratimmh  Suh- 


1)  Kowalewskif   Über  die   Rednction  etc.     Acta   math.   ßd,  4,     18Ä4, 
Bt.  S9S. 

2)  Kraxer,   Die   Redusderbarkeit  Abelscher  Integrale.     Straßburg,     Fest- 
fiichnfl  der  philo«.  Facultat  xur  46    Philol-Ver».  löOl. 
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stitution  auf  ein  Integral  vom  Cresehlecht  p<q  redimert  wird,  so  ent- 
halt diese  Klasse  stets  p  linearunabhängige  derartige  Iniegrale: 

(Xin)      Sf,{z,s)dz,     SU{z,s)dz,    ...,    Sf,{s>,s)de, 
welche  alle  dwrch  die  nämliche  SubstittUion: 

(XIV)  e=iJi(^,«),      «  =  B,(^,«) 

auf  Integrale  der  nämlichen  Klasse: 

(XV)       fg>,ii,6)dt,       fg>,{i,0)dt,     ■■;    f9,(t,'i)dt 

reduziert  werden. 

Da  die  2  g  Periodizitatsmodulen  jedes  Integrals  (XTTT)  geschlossene 
Integrale  in  der  Riemannschen  Flache  (z,  s)  sind^  diesen  aber  auck 
gemäß  der  Substitution  (XIY)  geschlossene  Integrale  in  der  Flache 
(g,  tf)  entsprechen,  so  setzen  sich  für  (i  ^  l,2j",p  die  2q  Periodi- 
zitatsmodulen Q^,  (a  =  1,  2,  •  •  • ,  2g)  des  fi****  Integrals  (XUI)  aus  den 
2p  Periodizitatsmodulen  cd^„  (a  =  1,  2,  •  •  • ,  2p)  des  /i***  Integrals  (XV) 
zusammen  in  der  Form: 

(109)  Q..-J'«»..",a,  ftitt:;;,) 

a=l 

wobei  die  m  ganze  Zahlen  bezeichnen. 

Man  nehme  umgekehrt  an,  daß  sich  die  2pq  Periodizitatsmodulen 
Q^,  r  ^li'o'  2  )  ^^^  ^  linearunabhängigen  Integralen  I.  Gattung 
einer  Klasse  Abelscher  Integrale  vom ,  Geschlecht  q  aus  den  2p^ 
Periodizitatsmodulen  o^^  C^  —  ia  2  )  ^^^  ^  linearunabhängigen 

Integralen  I.  Gattung  einer  Klasse  Abelscher  Integrale  vom  Ge- 
schlecht p  zusammensetzen  in  der  Form  (109);  sind   dann  /ift*),--, 

fplu}  p  mit  den  Perioden  o^^  l  Z12  '2  )  ^P'^^^  periodische 
Funktionen  der  p  Variablen  %,•••,  t*^  ohne  wesentlich  singulare  Stelle 
im  Endlichen,  so  werden  dieselben,  wenn  man  an  Stelle  der  Argu- 
mente u^,  '■' yUp  die  Integralsummen: 

(110)  «,  =2  ßji'-  ■'  "p -2  ßjp  ■ 

f=:l   C/  »  =  1   */ 

einführt,  rationale  Funktionen  der  p  Punkte  jet^,  s^,  also  algebraische 
Funktionen  der  p  Werte  x^,  und  daher  auch  umgekehrt  die  Größen  /, 
algebraische  Funktionen  -^on  fx^\  •  •  • ,  f^C?^])- 
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XI.  SatB:    Sind  p  Integrale  J^,  •••,  J^   einer   Klasse  Abelscher 
Integrale  vom  Geschleckt  q  auf  Integrale  vom  Geschlecht  p  reduz^ierba/r, 

so  setzen  sich  ihre  2pq  Periodizitätsmodtden  Q„,  r  ""  /  «'      '  ?  )  atAS 

^^  f"  \f  =  1,2,  ..,  2g/ 

den  2«*  Periodizitätsmodiden  (d„_  r~/o*  '^  )  dieser  letzteren  zu- 
sammen  in  der  Form: 

(XVI)  Q,.=2'«'..%-  (".-U:  •:',) 

wobei  die  m  ganze  Zahlen  bezeichnen. 

Setzen  sichumgekehrt  die2pqPeriodizitätsmodidenQ^J^^'''^  j 

von  p  linear  unabhängigen  Integralen  I.  Gattung  einer  Klasse  Abdscher 
Integrale   vom    Geschlecht   q  a/us   den   2p*  Periodizitätsmodulen  (o^„ 

(« ^  1*  2*  •  . '  2  )  ^^^  ^  Integralen  vom  Geschlecht  p  zusammen  in  der 
Form  (XVI),  so  lassen  sich  diese  Integrale  auf  Integrale  vom  Gre- 
schlecht  p  reduzieren. 

Setzen  sich^  wie  in  dem  XI.  Satz  angenommen,  die  2pq  Periodi- 
zitätsmodulen Q^,  uZi'2'.  .'2  )   ^®^  ^  Integrale  Jij'",Jp  vom 

Geschlecht  q  aus  den  2p*  Periodizitätsmodulen  ai„_  r  ^/o'       *o  ) 

^«  \«  =  1, 2,  •  •  • ,  «!>/ 

von  p  Integralen  J^',  '",Jp  vom  Geschlecht  p  zusammen  in  der 
Form  (XVI),  so  ergeben  sich,  wenn  man  in  die  zwischen  den  Perio- 
dizitätsmodulen Q  bestehenden  ^(p  —  i)p  bilinearen  Relationen: 

9 

(111)  2^^f^9^^^9U  -  ^M.9^9%^  =  0  (/'.^«i.«,- -.p;  M<^) 

an  Stelle  der  Q  die  o  einführt  und  berücksichtigt,  daß  zwischen  den 
o  im  allgemeinen  nur  die  \{p  —  l)p  Relationen: 

(112)  ^^'^Mi^^.P-ti  -  «»/.»P  +  .'^h)  =  0  0'.>  =  l,2,...,p;/,<.) 

bestehen,  für  die  ganzen  Zahlen  m  die  p  (2p  —  1)  Bedingungen: 

/i  1  o\  ^/  \      ^y  wenn  ^*  =  g  +  i, 

(113)  Z^'^.ifn^^.j  -  ^,^,..^ei)  -  0,  wemi  j^q  +  i, 

WO  n  eine  ganze  Sjahl  bezeichnet,  von  der  jetzt  sofort  gezeigt  werden 
woüf  daß  sie  stets  positiv  ist 
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Bezeichnet  man  nämlich  mit: 

p 

(114)  Q.^^i^Q^.  (.=!.«.     .«!) 

die  Periodizitatsmodulen  irgend  einer  linearen  Verbindung  der  Int^ 

grale  e/;,   ••,  J^,  mit: 

p 

(115)  (D„  ==^l^(0^„  («=!.«.•    »t,) 

die  Periodizitatsmodulen  der  nämlichen  linearen  Verbindung  der  hte- 
grale  J^',  -",  J^j  so  bestehen  zwischen  den  reellen  und  lateralen 
Teilen  H„  Z,  bez.  iy„,  g^  der  Größen: 

(116)  Q.  =  H.  +  iZ.,  a,„-,,„  +  .X  {;ZlX.'Sl 
die  Ungleichungen: 

(117)  ^(H,Z,^^-H,^^Z^)>0,      ^(r/,5,^,-ij,^,U>0. 

^  =  1  1  =  1 

Nun  ist  aber  wegen  (XVI) 

(118)  H,  ^^m^,fia>         Z.  =^^.«£«  (.=!.*.    .M) 

a=l  o=b1 

und  daher  auf  Grund  der  Relationen  (113): 

(119)  ^(H^Z,^^-  H,^^Z^)  =  «^(»j,^+,  -  %^,^). 

o  =  l  1=^1 

Daraus  folgt  aber  mit  Rücksicht  auf  die  Ungleichungen  (117),  daß  » 
nur  positiv  sein  kann. 

Man  stelle  sich  jetzt  die  Aufgabe,  das  System  der  4jpg  Multipli- 

_''')     durch    passende    Transformation    der 

Perioden  o^,   auf  eine  möglichst  einfache  Form  zu   bringen.    Dabei 
soll  der  Untersuchung  der  spezielle  Fall  ^  =  2,  5  =  5  zugrunde  ge- 
legt werden,  aus   dem   sich  sowohl   der  Gang  der  Untersuchung  als 
deren  Resultat  für  den  allgemeinen  Fall  ersehen  läßt. 
In  dem  Systeme: 

W?ll       W21        ^81       ^41       ^51       ^^61       »W7I       ^81        ^^W        ^^10,1 

(120)  ^^^*     "'^^     *^^^*     ^'*^     ^'^2     ^^^     ^^^*     ^*^     *^^     ''*'^»* 
W18     7/?23     W33     m^     ?W58     We3     m^j     m^     tw^j     tMio,s 

»»U       %4       ^84       »^44       W54       ^^64       ^4       ^84       ^»94       »»10.4 

der  40  Zahlen  w.,.  fasse  man  zunächst  nur  die  Elemente   der  3*" 
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orizontalreihe  ins  Auge.  Durch  passend  gewählte  lineare  Trans^ 
rmationen  der  cd  kann  inan^  wie  in  §  1  ausführlich  auseinander- 
isetzt  ist;  aus  dem  Systeme  (120)  ein  neues  ableiten^  in  welchem 
ese  10  Elemente  die  Werte: 

21)  OOOOOn^OOOO 

isitzen,  wo  n^  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  die  dem  größten 
smeinsamen  Faktor  der  10  Zahlen  m,,  gleich  und  daher,  wie  sich 
is  (113)  ergibt,  jedenfalls  ein  Teiler  von  n  ist.  Auf  Grund  der 
ieichungen  (113)  ist  dann  in  der  ersten  Yertikalreihe: 

22)  «»ii  =  ~  =  <;     ^2  =  0,     wii^  =  0. 

Nun  lasse  man  die  1*®  und  6*®  Vertikalreihe  aus  dem  Spiele  und 
3se  die  8  übrigen  Elemente  der  4*®°  Horizontalreihe  ins  Auge.  In 
r  gleichen  Weise  wie  vorher  kann  man  durch  passend  gewählte 
leare  Transformationen  ein  neues  System  von  Multiplikatoren  ab- 
iten,  in  welchem  diese  8  Elemente  die  Werte: 

23)  *  0  0  0  0  #  Wj  0  0  0 

isitzen',  wo  n^  wiederum  ein  Teiler  von  n  ist,  und  es  ist  dann  auf 
rund  der  Gleichungen  (113)  in  der  zweiten  Yertikalreihe: 

24)  ^,  =  ^-«,'. 

Läßt  man  sodann  1*®,  2*®,  6*®  und  7*®  Vertikalreihe  aus  dem 
)iele,  so  kann  man  durch  lineare  Trausformationen  der  o  in  der 
sten  Horizontalreihe  noch: 

25)  mji  -=  0,    W41  =  0,    Wgi  =  0,    Wgi  =  0,    m^o,!  =  0 

achen,  und  endlich,  indem  man  nur  noch  mit  der  4*^,  5**°,  9*®°  und 
)ten  Vertikalreihe  operiert,  in  der  zweiten  Horizontalreihe: 

26)  m^^O,    »»52  =  0,    Wio,2=»0 

achen.  An  Stelle  des  Schemas  (120)  ist  auf  diese  Weise  das 
igende  speziellere  getreten: 


27) 


ieses  soll  aber  noch  in  der  Weise  umgeändert  werden,  daß  man 
irch  Operieren  mit  der  2*~  und  3*®°  und  gleichzeitigem  mit  der 
^  und  8^  Vertikalreihe  das  Element 

28)  «itt-0 


< 

»1,1 

0 

0 

0 

^n 

»»71 

»»81 

0 

0 

0 

< 

»»SJ 

0 

0 

*"«» 

»h» 

m„ 

»»M 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

m„ 

«j 

0 

0 

0 

% 

m,, 

0 

0 

0 

»»«1    »hl 

»»81 

0 

0 

0 

"hi 

0 

0 

0 

m„    «t,j 

«a 

»»« 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

m„      0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

»»64       »»74 

»»84 

0 

0 
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macht;  es  treten  dabei  an  Stelle  der  Zahlen  n^'  nnd  n,  andere  Zahlen, 
deren  Produkt  aber  gemäß  der  Relationen  (113)  wieder  n  sein  muß, 
und  weiter  tritt  an  die  8*®  Stelle  der  4*®°  Horizontalreihe  anstatt  der 
jetzigen  Null  ein  von  Null  verschiedenes  Element  m^^  sodaß  das 
Schema  (120)  nunmehr  die  Form  hat: 


(129) 


wobei 

(130)  Wii  Wea  =  mj2  »»74  =  w 

ist. 

Die  16  Elemente  der  1^,  2*«°,  6*^°  und  7*«*  Vertikalreihe  sind 
für  sich  allein  zufolge  der  Relationen  (113)  die  Transformationszahlen 
einer  zum  Falle  p  ^2  gehörigen  Transformation  n**®  Grades.  Er- 
gänzt man  nun  die  p  =  2  Integrale  J^,  J^  durch  Hinzunahme  von 
q  —  p  =  S  Integralen  Jj,  J^,  Jg  der  Klasse  zu  einem  System  von 
q^ö   lineanmabhängigen   Integralen    erster    Grattung,    nennt   deren 

Periodizitätsmodulen   Qo«(^  ^  i'  o'       '  lo)  ^^^  leitet  aus  diesen  durch 
die  Transformation  «*•'  Ordnung: 

(131)Q^3=nQ;8,  Q^8=Q;8, 

((»  =  1,2, •■.,5) 

neue  ö('*U~i'2  •••\o)  ^^'  so  setzen  sich  die  Größen  Q//'«r^-\,      J 
aus  den  Periodizitätsmodulen   «/«aC^Z/o  q  a)  ^^^  Integrale  J^\Ji 

\(X  —  1  f  w  ,  5 ,  4/ 

zusammen  mit  Hilfe  von  Multiplikatoren    ^^ta[~i\\iA      )f  welche 
durch  das  Schema:  '    '' ' 

10     0     0     0     0     0     m^,  0  0 

.^^                     0     10     0     0     0     0     m^  m,,  0 

^'^                    00     0     00100  0  0 

0000001     ^84  0  0 

bestimmt   sind,   in    welchem   Wg^,  m^j,  m^   und    m^    die    nänüichen 
Zahlen  bezeichnen  me  vm  ^oäcLemSii  ^*2SY  ^^^^  ^®  können  nun  endlich 
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auB   den  Größen  Q«a  durch   lineare  Transformation  neue   abgeleitet 
werden,  fQr  welche  das  Schema  der  Multiplikatoren  m««  die  Form: 


1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

(133) 

hat 

Sind  die  beiden  Integrale  J^,  J^  die  Normalintegrale  der  Klasse, 
ist  also: 

SO  erhalten  die  Periodizitatsmodulen  Q/u^rZio  io)  auf  (Jrund 
des  Schemas  (133)  die  Werte:  ^""   '   '  '  '    ' 

ri36^  ^»'     0     0    0    0    a,,     a,,    0    0    0 

^      ^  0     Äi    0    0    0    0,1    o,,    0    0    0 

and  wenn  man  daher  zu  den  beiden  Integralen  J^^  J^  drei  weitere 
Integrale  der  Klasse  hinzunimmt,  welche  mit  ihnen  ein  System  von 
5  Riemannschen  Normalintegralen  bilden,  so  erhält  man  für  deren 
Periodizitatsmodulen  das  Schema: 


«»■ 

0 

0 

0 

0 

«11 

«1» 

0 

0 

0 

0 

«i 

0 

0 

0 

o»i 

«M 

0 

0 

0 

0 

0 

«i 

0 

0 

0 

0 

«8» 

o»« 

«»6 

0 

0 

0 

ni 

0 

0 

0 

o« 

«44 

«46 

0 

0 

0 

0 

«t 

0 

0 

«5S 

«54 

«66 

(136)  0      0     Äi     0      0      0      0     0,3    o,^    0,5      («^^-«,;i) 


Damit  sind  aber  die  folgenden  Sätze  bewiesen: 

Xn.  SatB:  Finden  sich  unter  den  Äbelschen  Integralen  1.  Gatkmg 
einer  Klasse  vom  Geschlecht  q  p  linearunabhängige,  welche  auf  Inte- 
grale vom  Geschleckt  p  redujsierbar  sind,  so  enthält  diese  Klasse  q—p 
iveiiere,  unier  sich  und  von  den  früheren  linearunahhängige  Integrale 
1.  Gattung,  welche  auf  Integrale  vom  Geschlecht  q—p  reduzierbar  sind. 

YTTT.  Säte:   Finden  sich  unter  den  Äbelschen  Integralen  1.  Gattung 

einer  Klasse  vom  Geschlecht  q   p  linearunabhängige^  welche  auf  Inte- 

gräk  vom  Geschlecht  p  redujrierbar  sind,  so  eerfäUt  die  gwr  Klasse  ge- 

Thetafunktion  nach  einer  Traneformation  in  das  Produkt  einer 

tkUan  wm  p  und  einer  sckhen  van  q  —p  Veränderlichen. 

VC 
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Man  kehre  nun  zu  den  Untersuchungen  des  vierten  Eapitdfl 
zurück.  Es  hat  sich  dort  (pag.  118)  ergeben,  daß  zu  jeder  2p'hA 
periodischen  Funktion  fl[v]j  von  der  im  IL  Satz  (pag.  115)  an- 
gegebenen  Art   mit   2p   Periodensystemen   c^mo(   Zi'«'        ^  )  ^ 

Klasse    algebraischer  Funktionen  (24)   von   einem  Greschlecht  q'^p 
zugeordnet  werden  kann,  in  welcher  v^,-  -  ',v^    p  linearunabhängige 

Integrale  1.  Gattung  sind,  deren  Periodizitatsmodulen  Qm*v  ^i\'!..  jj 

an  den  2q  Querschnitten  der  zu  (24)  gehörigen  Biemannschen  Flaehe 

sich  linear  und  iranzzahlig  aus  den    o^ar  ""/«'        «   )   zusammoh 
setzen. 

Wendet  man  dieses  Resultat  auf  die  aus  allgemeinen  Theta- 
funktionen  —  deren  Modulen  also  nur  den  Bedingungen  der  Kon- 
vergenz unterworfen  sind  —  gebildeten  2|:>-fach  periodischen  Funk- 
tionen an  und  verbindet  es  mit  dem  XIII.  Satze,   so   ergibt  sich  der 

XIV.  Sats:  Es  gibt  spezielle  Klassen  (ügehraischer  Fufüc&mm 
von  einem  Geschleckte  gt^Py  deren  {Abdsche)  Thetafunktionen  noA 
einer  bestimmten  Transformaiion  höheren  Grades  in  Produkte  je  einer 
Thetafunktion  von  p  und  einer  von  q—  p  Variablen  eerfaUen,  derart^ 
daß  die  ersteren  allgemeine  Thetafunktionen  sind. 

Die  im  Vorstehenden  entwickelte  Lehre  von  der  Reduktion  Abel- 
scher Integrale  auf  solche  niedrigeren  Geschlechts^)  verdankt  man  den 
Herren  Picard^),  Poincare^)   und  Wirtinger*)   und   zwar  rühren  die 


1)  Spezielle  hyperelliptiache  Integrale,  welche  sich  auf  solche  niedrigeren 
Geschlechts  reduzieren  lassen,  haben  Malet  (On  the  reduction  of  abelians  in- 
tegrals.  J.  für  Math.  Bd.  76.  1873,  pag.  97;  Some  theorems  in  the  reductioD 
of  hyperelliptic  integrals.  R.  Irish  Acad.  Trans.  Bd.  25.  1875,  pag.  279  und: 
On  certains  definite  integrals.  R.  Irish  Acad.  Trans.  Bd.  28.  1886,  pag.  V)lt, 
Brioschi  (Sur  des  cas  de  reduction  des  fonctions  abäliennes  aux  fonctions 
elliptiques.  C.  R.  Bd.  85.  1877,  pag.  708)  und  Goursat  (Sur  la  reduction  etc. 
Bull.  S.  M.  F.  Bd.  13.  1885,  pag.  143)  angegeben;  auch  hat  Biermann  (Zur 
Theorie  etc.  Wien.  Sitzb.  Bd.  87.  1883,  pag.  985)  die  Bedingungen  untersucht, 
unter  denen  sich  das  hyperelliptische  Integral  2.  Ordnung  auf  ein  solch« 
1.  Ordnung  reduzieren  läßt. 

2)  Picard,  a.  a.  0.  siehe  pag.  482. 

3)  Poincarä,  a.  a.  0.  siehe  pag.  482  und  490;  dazu  noch:  Sur  les  fonc- 
tions abeliennes.     C.  R.  Bd.  92.    1881,  pag.  958. 

4)  Wirtinger,  Untersuchungen  über  Thetafunktionen.  Lpz.  1895.  Hier 
hat  Herr  Wirtinger  auch  angegeben,  daß  man  die  Riemannschen  Flächen  solcher 
algebraischer  Funktionen,  welche  zu  reduzierbaren  Integralen  führen,  dadurch 
erhalten  kann,  daß  man  mehrere  unter  sich  kongruente  Riemannsche  Flächen 
niedrigeren  Geschlechts  längs  Querschnitten  miteinander  verbindet.  Insbesondere 
hat  er  auf  diese  Weise  durch  Verschmelzung  von  zwei  kongruenten  Eiemann- 
schen  Flächen  vom  Geschlecht  p  -{-  1  eine  spezielle  Erlasse  algebraischer  Funk- 
tionen vom  Geschlecht  ^p  -\-  "^  ^^c)[i&%^Ti^  ^^t«&.  Th&tAfunktionen  nach  eiier 
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Sfttze  XI^  Xn  und  XJLLL  von  Picard  und  Poincare,  der  X.  Satz  und  der 
fOr  die  Theorie  der  Thetafunktionen  überaus  interessante  XIV.  Satz  von 
Wirtinger  her,  dessen  Darstellung  auch  der  obige  Beweis  der  Sätze  XII 
und  Xin  folgt 


Transformation  zweiten  Grades  in  Produkte  von  je  einer  Thetafunktion  von  p 
und  einer  von  p  -f  1  Variablen  zerfallen.  Während  die  letzteren  die  Abelschen 
Thetafhnktionen  der  zu  gründe  gelegten  Erlasse  algebraischer  Funktionen  vom 
Gteschlecht  p  -\-  1  sind,  sind  die  ersteren  allgemeinere,  indem  sie  von  8j>  wesent- 
lichen Parametern  abhängen.  Zu  Thetafunktionen,  die  nach  einer  Transforma- 
tion zweiten  Grades  zerfallen,  ist  auch  Herr  Schottky  (Ober  die  charakte- 
ristischen Gleichungen  symmetrischer  ebener  Flächen  und  die  zugehörigen 
AbeFschen  Funktionen.  J.  für  Math.  Bd.  106.  1890,  pag.  199)  gelangt,  indem 
er  jene  algebraischen  Funktionen  untersuchte,  welche  zu  berandeten,  symme- 
trischen, die  Ebene  einfach  überdeckenden  Bereichen  gehören.  Sind  dann  r 
Paare,  und  c  mit  sich  selbst  symmetrische  Randlinien  vorhanden,  so  ist  die  zu- 
gehörige Blasse  algebraischer  Funktionen  vom  Geschlecht  <f  -^-  t^  ihre  Theta- 
^nktionen  aber  zerfallen  nach  einer  quadratischen  Transformation  in  solche 
von  t  und  solche  von  6  Variablen,  von  denen  die  ersteren  Abelsche,  die  letz- 
teren dagegen  keine  Abelschen  sind. 
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Fuhrmann  189. 

Oauß  98,  184,  187. 
Glaisher  330,  331. 
Göpel  22,  23,  241,  341,  342. 
Gordan  69,  87,  98,  132, 166, 

182,  192. 
Goursat  471,  479,  487,  600. 
Gudermann  329,  330. 
Guetzlaff  330. 
Gutzmer  327. 

Hager  190. 
Halphen  326,  403. 


Henoch  77. 

Hermite  40,  112,  120,  ISS, 

163,    185,   189,  329,  361, 

362,  479. 
Hoppe  90. 
Huebner  50,  90. 
Hmnbert  ISO,  236, 481,486, 

487,  489. 
Hurwitz  20,  120,  404. 
Hutchinson  316. 

Igel  492. 

Jacobi  5,  13,  40,  69,  96, 
112,  192,  213,  241,  818, 
326,  326,  327,  330,  831, 
334,  463,  477,  479. 

Jordan  22,  156,  182,  2S3, 
290. 

Kapteyn  327,  328. 

Killing  402. 

Kleiber  326. 

Klein   266,  346,  396,  399, 

402,  404. 
Königsberger  69,  90,  131 

163,    184,    189,  235,  2S9. 

334,   342,   361,  408,  409. 

463,   464,   468,  469,  47:, 

481,  482,  486,  491. 
Kotänyi  479. 
Kowalewski  482,  490,  493. 
Krause   87,   163,  171,  344. 

362,  409,  468,  491. 
Krazer   17,   60,  68,  77,  83, 

84,    94,   166,  169,  181 


Auiorenregister. 


503 


198,   206,  207,  316,  840, 

341,   844,  385,  387,  390, 

399,  406,  408,  493. 

Kronecker  ö,  28,  166,  163, 

188,  225,  235,  324,  325, 
826,  827. 

Knmmer  346. 

Lagnerre  182. 
Landfriedt  436. 
Landsberg  98,  190,  192. 
Lange  402. 
Laurent  120. 
Lebesg^e  98. 
Legendre  829,  477,  481. 
Lippe  326. 
Lipschitz  334. 
Löwy  218. 

Malet  500. 
Mansion  330. 
Meifiel  109. 
Mertens  87. 
Meyer  324. 
Mischpeter  182. 
Möller  171,  409. 
Moore  257. 
Morley  328. 
Müller  409. 
Muth  216,  218. 

Neumann  424,  435,  450. 
Nöther  266,  291,  346,  350, 
464. 


Painlevä  236. 

Pascal  834. 

Picard  120,  482,  483,  487, 
489,  492,  500. 

Poincarä  28,  43,  120,  418, 
425,   482,  489,  490,  500. 

Poisson  96,  98. 

Pringsheim  408,  463,  468, 
491. 

Prym  17,  81,  40,  50,  68, 
77,  83,  92,  169,  182,  198, 
206,  265,  266,  289,  290, 
316,  326,  327,  351,  366, 
387,  406,  448,  454,  468, 
468. 

Rausenberger  98. 
Reichardt  846,  368. 
Richelot  327. 
Biemann  20,  28,  112,  266, 

417,  424,  435. 
Roch  491. 
Rothig  481. 
Rohde  409. 
Rohn  408. 
Rosenhain  19,  22,  28,  98, 

109,    169,  241,  815,  325, 

342,  463,  468. 
Rost  416,  435. 

Scheibner  323. 
Schellbach    324,  325,   327 
330,  334. 


Schering  491. 
Schleicher  886,  388,  890. 
Schleiermacher  346. 
Schottky  31,  40,  266,  289, 

805,  362,  418,  501. 
Schröter  69,  90,  829. 
Schwarz  325. 

Sievert  886,  388,  390,  404. 
Silva  329,  330. 
Smith  57,  316,  326,  329, 330. 
Stahl  18,  25,  266,  290,  350, 

417,  486,  444,  449. 
Sterba  331. 
Study  825,  326. 

Thomae  18,  21,  40,  69,  132, 
156,  168,  182,  190,  193, 
334,    844,  424,  449,  468. 

Yoß  409. 

Weber  132,  156,  163,  182, 
218,  285,  266,  290,  844, 
846,  850,  362,  408,  409, 
419,  468. 

Weierstraß  23,  112,  120, 
241,  325,  828,  463. 

Wellstein  449. 

Wilkinson  831. 

Wiltheiß  172,  235. 

Wirtinger  43, 118, 120,  368, 
365,    367,  868,  425,  500. 

Witting  404. 
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Abelsches  Theorem  414. 

Abelsche  Thetafanktionen  417;  Beding,  für  ihre  Mod.  417. 

Additionstheoreme  der  Thetaqnotienten :  allgem.  mit  halben  Char.  p  =  1  333, 

p  =  2  842,  p^S  846;  allgem.  mit  r*^  Char.  387;  hyperellipt.  464. 
Adjungierte  Gruppen  von  Per.  Char.  296,  878.  —  Systeme  von  Th.  Char.  297,  879. 
Ähnliche  bilineare  Formen  217. 
Äquivalente  bilineare  Formen  mit  ganzz.  Eoeff.  56;  mit  bei.  Koeff.  217;  —  Per. 

Char.  mod.  einer  Gruppe  292;  —  Periodensysteme  111;  ^  ganzz.  nichtluL 

Transf.  166. 
Argument  der  Thetaf.  einer  Ver&nderl.  6;  Änderung  um  Per.  6;    — e  der  Thetaf. 

mehr.  Ver.  22;  Änd.  um  Syst.  zusammengeh.  Per.  23,  32;  bei  Thetaf.  höherer 

Ordg.  39;   Zusammenh.    der   ursprüngl.   und   transf.  Arg.    der  Thetaf.  bei 

Transf.  141. 
Azygetische  Per.  Char.  244,  876;  Invar.  bei  lin.  Transf.  264.  —  Th.  Char.  263; 

Invar.  bei  lin.  Transf.  und  Add.  einer  Th.  Char.  264;    Char.  einer  Summe 

azyg.  Th.  Char.  266. 

Basis  einer  Gruppe  von  Per.  Char.  291,  877;  normale  B.  294;  —  eines  Systems 
von  Th.  Char.  296,  379. 

Bilineare  Formen  mit  ganzz.  Eoeff.  56;  Rang  66;  Elementart.,  Äquival.,  Normalf 
56;  —  mit  bei.  Eoeff.  214;  konjug.,  rezipr.  Form  215;  Charakt..  Determ.  oder 
Funkt.,  Charakt.  Gleichg.,  Elementart.  216;  äquival.,  ähnl.  F.,  die  konjug. 
kompl.  F.  Aq^  Formen  1?,  für  welche  R^'  B  =  J  217;  Formen  A,  filr  welche 
Aq  =  Ä,  Normalf.  218;  definite  F.  219;  Substit.  in  sich  220. 

Bilineare  Relationen  zwischen  den  Per.  einer  2jj-fach  per.  F.  119;  Normalf.  121. 

Charakter  einer  Th.  Char.  251;  Invar.  bei  lin.  Transf.  247;  —  einer  Summe  von 

Th.Char.  255. 
Charakteristik  s.  u.  Per.  Char.  und  Th.Char.;   über  Char.  mit  kompl.  Elem.  32; 

—  einer  Transf.  131. 
Charakteristische  Determ.   oder  Funkt,   einer  bilin.  F.  216;  —  Gleichung  einer 

bilin.  F.  216. 

Defekt  eines  Punktsyst.  1.  G.  416. 
Division  der  Per.  194;  —  der  Thetaf.  198. 

Eigentliche  Per.  Char.  244,  374. 
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■^Elementare  ganz«,  lin.  Transf,   163;  —  lin.  Transf.  1.  2.  3.  Art  (Krazer-Pryni) 
198;  —  nichtlin.  Tränst  (Kraaer  -  Prym)  206. 
Elementarteiler  der  bilin.  F.  mit  ganz«.  Koeff.  66;  mit  bei  Koeff.  216. 
Elliptische  FuuktioneDt  Überg   von  den  Thetaf.  336. 
Elliptiache  Normalkurven  899, 

Formen  s.  n,  lineare  und  büineare. 

|Fonrier«che  Formel  fvir  Fuükt.  einer  Ver.  93;  mehr.  Ver.  99;  Anw.   2ur  Umf 
unendl.  Reihen  94,  100;  spez.  Thetar.  96,  105. 

[Fonktion  I.  Gattung  416. 

ndamentalsyatem  (F.  S.)  von  Per  Char.  267;  Bildungsges.  267;  Anz.  268;  Darsl. 
aller  Per.  Char.  durch  die  Per  Char.  eines  F.  S.  269;  Pberg.  von  einem 
F.  S.  zu.  allen  anderen  269;  Darat.  lüler  Th.  Char,  durch  die  Per.  Char.  eines 
F.  S.  272;  gpez.  der  ger.  und  unger.  276;  spez.  Fadlp  =  2  337;  Zummenh. 
mit  den  F.  S.  von  Th.  Char.  288;  Auftreten  eine»  F.  8.  von  Per.  Char,  im 
hyperell,  Falle  448;  —  von  Th.  Char.  288;  Komplex  von  F.  S.  284;  Anz. 
der  F.  S.  285;  Anz.  der  unger.  Th,  Char.  in  einem  FS.  S86;  Darüt.  aller 
Th.  Char.  durch  die  Th.  Char.  eines  F.  8.,  epes.  der  ger.  und  unger  Th.  C*har. 
286;  Darst.  aller  Per.  Char.  durch  die  Th.  Char.  eines  F.  8.  287;  Anz.  der 
F.  8.  mit  gegeb,  Anz.  unger.  Th.  Char  288;  Spez.  Fall  p  =  2  337;  lin.  Tranaf. 
von  F.  S.  von  Th.  Char   289. 

[0&nzzahlige  Transf  131 
■Jaußsehe    Summen   zur   Best,    der   TransformationBkonst.   186;   zur   Darst,    der 

Thetaf  an  der  Grenze  der  Konverg.  190;  —  mehrfache  71. 
Gerade  Th.  Char.,  Anzahl  260;  Darst.  durch  die  Th.  Char.  eines  F.  S,  286;  Best 

der  Anz.  der  in  einem  Systeme  von  Th,  Char,  vorkommenden  297 ;  spez.  in 

einem  Göpelschen  Sy«t.  300;  Fall  p  =  2  338;  die  zu  einer  «yzyg,  Gruppe 

geh.  Syst.  von  lauter  ger.  Th.  Char.  303, 
erade  Thetafunktionen^  Verschw.  im  hyx^erell.  Falle  469. 
litterpunkte  21,  111,  148. 
Jöpebche  biquadr.  Relation  341;  —  Gruppe  von  Per.  Char.  296,  378;  Fall  p  =  2 

337;  —  Systeme  von  Th.  Char.  299,  879;  Fall  jj  =  3  338;  Linearunabh.  der 

Thetaprodukte  366. 
itrad  der  Transf  ==  Ordn.  181;  einer  zusammeng.  Transf  148. 
[ippe  ($);  die  in  einem  Gr,  (<)  enthalt,,  gepaart  entiialt.,  und  in  mehreren  Gt, 

gemeins.  enthalt.  Th  Char.  (Nöthersche  Gruppencharakteristik)  259;  —  Gr. 

der  mod,  2  inkongr.  ganza.  lin.  Transf  276;  Ordng,  277;  holoedr.  isomorph 

zu  einer  Gruppe  H  von  Per.  Char.     Substit.  279;  erzeug.  Subst,  280;  Auü'. 

dieser  als  Subst.  von  Th.  Char.  281;  FaU  j?=2  882;  —  von  Per  Char.  291, 

377»  391;  Rang,  Basi«  291,  377;  Syzyget.  üntergr.  292,  878;  Normale  Ba«i« 

294;   lin.  Transf  296;  Adjung.  Gr  205,  378;  Eonjug.  Gr  296,  379;  Syzyget. 

Gr.,  Qöpebche  Gr.  296,  378;  Fall  p=2  337;   Zusammenh.  mit  System  von 

Th.  Char.  296,  379 


lauptreihe  von   Ih.  Char.  'JUa,  2>iS,  jyO;  Fall  p  =  2  337, 

iypereiliptische    Thetal'unküouen    445;    Bed.    für   ihre   Mod.    466;   Ideot.    Ter- 
scb  winden  464;  Additionfilheorem  464, 
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Identische  Transformation  144. 

Identisches  Verschwinden  der  Biemannschen  Thetaf.  486;  hinreichende  Bed.  427; 

Nachw.,  daß  diese  notw.  428;  —  Yerschw.  der  part  Deriv.  48S;  für  die 

hyperell.  Thetaf.  454. 
Inverse  Transformation  145. 

Jacobische  Thetaformeln  320;  Zosammenh.  mit  der  Biem.  und  Weierstr.  F.  3S3: 
Histor.  825;  Verschied.  Ableitongsmeth.  826. 

Klasse  äquivalenter  ganzz.  nichtlin.  Transf  156;  Elassenanzahlbertimmung  im 

Falle  p=»  1  160;  für  Primzahlgrad  in  den  F&Uen  p^2  161  undp^%  161 
Kombination  v^'  Ordg.  gegeb.  Per.  Char.  244,  374;   gegeb.  Th.  Char.  wesentL 

Komb.  253,  379. 
Komplex  von  F.  S.  von  Th.  Char.  284;  —  koiyug.  Systeme  von  Th.  Char.  297,  379. 
Komplexe  Multiplikation  doppeltper.  F.  210;  2p-&ch  period.  F.  221. 
Kongruente  Charakteristiken  86;  —  Punkte  der  Ebene  8;  des  Raumes  von  ip 

Dimensionen  27,  111. 
Kongruenzen -System  lineare  homog.  51;  nichthomog.  54;  konjugiertes  System 

52;  Normallösungen  51;  Anzahl  57. 
Koi^'ugierte  bilin.  Form  215;  —  Gruppe  von  Per.  Char.  295,  879;  —  System  von 

Formen  54;  Kongruenzen  62;  —  Systeme  von  Th.  Char.  297,  879. 
Konvergenz  der  einf.  unendl.  Thetar.  3;  der  p-fach  unendl.  10;  die  Thetaf.  an 

der  Grenze  der  Konverg.  190. 
Korresiduale  Punktsysteme  416. 
Kummersche  Fläche  346;  Verallgem.  für  |7>2  368. 
Kurven  8.  Ordg.,  ebene  ohne  Doppelp.,  die  K.  bez.  auf  8  Wendepunktlinien  394; 

auf  3  Wendetangenten  397. 

Lineare  Formen  mit  ganzzahl.  Koeff.  54. 

Lineare  Transformation  131;  der  Per.  Char.  242,  373;  der  Th.  Char.  247;  verschied 
Verhalten  der  Per.  Char.  und  Th.  Char.  253;  Invar.  der  Symb.  |«,  ij|,  '\f  . 
\s,7i,t\  254;  der  F.  S.  von  Per.  Char.  270;  von  Th.  Char.  289;  der  GruK« 
von  Per.  Char.  295;  spez.  Göpelsche  296;  der  Systeme  von  Th.  Char.  304: 
Gruppe  G  der  mod.  2  inkongr.  lin.  Transf.  276;  s.  auch  Zasammensetznug 
und  Transformation. 

Modul  der  Thetaf  einer  Veränderl.  5;  Konvergenzb.  5;  — en  der  Thetaf.  mehr 
Ver.  22;  Quadrat.  Form  aus  ihren  reellen  Teilen,  Konvergenzb.  17;  aas  den 
Modulen  selbst  102;  Änderung  um  Ganze  70;  um  gebrochene  Vielfache  von 
5r»  76;  Zusammenh.  zwischen  ursprüngl.  und  transform.  im  Falle  der  Transf 
141;  Beding,  für  die  Modulen  der  Abelschen  Thetaf.  417;  der  hyperell 
Thetaf.  456;  der  singulären  Humbertschen  Thetafunkt.  486. 

Multiplikation  der  Per.  194;  der  Thetaf.  197;  komplexe  der  doppeltper.  F.  210; 
der  2|)-fach  period.  F.  221. 

Normalcharakteristiken  36. 
Normalkurven  elliptische  399. 

Normalform  einer  bilin.  F.  mit  ganzz.  Koe£f.  56;  —  der  bilin.  Relat  zw.  d.  Per 
einer  2p -fach  per.  Y.  Vl\. 
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p?ormallösuiigeii  eines  Systems  lin.  Eongr.  47,  51. 

Wullpunkte  der  Thetaf  einer  Verllnd,  9;  gemeinsame  von  p  Tbetaf,  mit  p  Ver. 
m  28;  —  der  Thetaf.  w**""  Ordg,  mit  einer  Veränd,  41;  gemeine,  von  p  Thetaf. 
I  höherer  Ordg.  mit  p  Ver.  42;  —  der  Riemannschen  Thetafunktion  41  d;  bei 
I       Thetaf.  höherer  Ordg.  424;  —  gemeins,  mehrer,  Thetaf  42&, 

brdinäre  Transformation  130  Anm. 

lOrdnnng  der  Transformation  =  Grad  181;  einer  zuaammenges.  l'ranflt  143. 

paraUelotop  21,  27,  41,  111;  Änderung  bei  Transf  138, 
frarameter  der  Thetaf.  417;  Zusammenh.  mit  den  Kullp.  421. 
IperiodencharakteriBtik  (Per,  Char.)  29,  242,  372;   lin.  Tranaf  242,  373;  eigenti. 
1       und    uneigentl.    Per.  Char.,    unabh.    Per.  Char.,    Symbol    |  ^  i)  j    244,  374; 
■       8yzyget.   und  azyget.  Per.  Char.   244,  97fi;    8.  £  unter  Fundamentahjstem, 
I       Gruppe»  Zerlegung. 

Iperiodensysteme  unabhängige  110;  primitive^  äquivalente  111 
Periodizitlit«modulen  der  Thetaf.  einer  Ver.  6;  mehr.  Yer.  23;  —  eines  hyperell. 

Int,  I.  G.   durch  Beine  Werte  in  den  Verzw.  447;  Beding,   für  die  —  eine» 

reduzier  baren  Integr.  471,  496. 
LPeriodieche  Funktionen:  Syst,  zueammengeh.  Per  ,  2|>-fach  period.  F.,  unabh. 

110;  primitive  und  äquival.  Per.,  Periodenparallelotop,  kongruente  Eaump., 

Gitteq).  111;  mehr  als  2|)*fach  per.  F.  112;  Sätze  über  2 j!)- fach  per.  F,  114^ 

bilin  Relat.  zw,  d.  Per.  119;  Eed.  auf  die  Nonnalf.  121;  Normalis,  d.  Per. 

durch  Einf.  neuer  Ver.  123;  Darst.  2p- fach  per.  F.  durch  Thetaf.  126, 
imitive  Periodensysteme  111. 

zipale  Traneformation  der  Thetaf.  einer  Ver,  211 ;  der  Thetaf.  mehr.  Ver.  22K 
Punktsystem  I.  Gattung  416. 

Dg  einer  bilin.  F.  mit  ganzz.  Koeff.  66;  —  einer  Gruppe  von  Per.  Char.  291, 
377;  —  eines  Ponktsyst  L  G.  416. 
esiproke  bilinejire  Form  216, 
eduzierbare  Abelsche  Integrale  469. 
""Reihen  unendi:  Ümform.  durch  Einf.  neuer  Summationsb.  44;  dorob  die  Fourier- 
,  sehe  F.  94,  100. 

^bleprilsentant  einer  Klasse  äquiv.  ganzz.  nichtlin.  Transf  166;  Aufst,  von  B^priU. 
H         169;  spez.  Fall  p=l  160;  p  ==  2  161  und  p^S  162  (Primzahlgrad). 
VBestpunkteystem  416. 

^  Riemannsche  Konstanten   der  Thetaf.  424;  ßerechn.  fiir  den   hyperell.   F.  450, 
-^         462,  456, 

BEiemannsche  Thetaformel  306;  Histor  315;  Folger.  308,  351;  Erweiter,  auf 
H  Prod.  bei.  \äeler  Thetaf.  316;  Eiern.  Thetaf.  im  Falle  j>==rl  3i9;  Zus.  mit 
^M  den  Jac.  und  Weierstr.  F.  323;  Histor.  326;  Verschied.  Ableitungsmeth.  326; 
H^  Folger,  329;  Verallg.  fflr  Thetaf.  mit  r"*  Char  379;  Folger.  383. 
^feiemannsche  Thetaf unVtion  417;  Parameter  417;  NuUpunltte  419;  Bez.  daz;w. 
^m  421;  die  Eiemannsehen  Koust.  424;  Ausdehn,  auf  Thetaf.  n^'  Ordg,  und 
^H  auf  die  gemeins,  NuUp.  mehrerer  Thetaf  424, 
^^Hiemann-Ecohscher  Satx  414* 
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Bosenhamsche   Grappe  von  Per.  Ghar.   (im  Ftile  p^'t)  8S7;  — b  Syfiein  Ton 

Th.Char.  838. 
Bosenhamache  Modulen  »,  X,  fi,  Bez.  zwischen  dens.  im  Falle  der  Bednzierbaii. 

491,  492. 

Singulare   Funktionen    (Humbert)   286,  486;   —  Transf.    (Humbert)    180  Anm.; 

—  lin.  Transf.  (Krazer-Prym)  200. 

Sunmiationsbuchstaben,  Einf.  neuer  —  in  unendl.  B.  44 ;  Anw.  anf  eine  TheUr. 

66;  auf  ein  Prod.  Ton  Thetar.  mit  yerschied.  Mod.  77;  mit  gleichen  Mod, 

90;  der  spez.  Fall  ganzz.  Eoeff.  84. 
Supplementäre  Transformation  194. 
Systeme  von   Th.  Char.   296,  379,  391;   Zus.   mit  Gruppe  von  Per.  Char.,  Basis 

296,  879;   Komplex  "konjug.  Syst.,    A^jung.   Syst.  297,  879;   Anz.  der  gar. 

u.  unger.  Th.  Char.  in  einem  Syst.  297;  spez.  Fall  der  GOpelschen  Syst  299; 

Fall  p»2   388;    Bosenhainsches  Syst.  838;    die  zu  syzyg.   Gruppe  gehör. 

Syst.  von  Th.  Char.  gl.  Char.  303 ;  Überg.  von  einem  Syst.  von  Th.  Chsr. 

zu  einem  anderen  durch  lin.  Transf.  imd  Addit.  einer  Th.  Chai.  804;  spez.  Fall 

der  Göpelschen  Syst.  804. 
Syzygetische  Gruppe  von  Per.  Char.  295,  878;  die  zu  einer  —  geh.  Syst.  von 

lauter  ger.  und  unger.  Th.  Char.   808;  —  Per.  Char.  244,  875;  Invar.  bei 

lin.  Transf.  254;  —  Th.  Char.  253;  Invar.  bei  lin.  Transf.  und  Addit  einer  bei 

Th.  Char.  254;   Char.  einer  Summe  syzyg.  Th.  Char.  255;   —  Untergruppe 

292,  878. 

Thetacharakteristik  (Th.  Char.)  80,  247,  878;  lin.  Transf.  247;  gerade  u.  ung^. 

Th.  Char.  250;   wesentl.  unabh.  Th.  Char.,   wesentl.  Komb,  von  Th.  Char. 

263,  879;  Symbol  \B,riit\f  Syzyg.  und  azyg.  Th.  Char.  258;  siehe  auch  Fnn- 

damentalsystem,  System,  Zerlegung. 
Thetafunktion  einer  Veränd.,  Eigensch.  5;  Best,  durch  diese  6;  Verschwinden  8; 

—  von  p  Veränderl.,  Eigensch.  23;  Best,  durch  diese  25;  Verschwinden  27; 

—  mit  Charakteristik  30;  Eigensch.  32;  Best,  durch  diese  34;  —  n^  Ordg. 
39;  Darst.  durch  gewöhnl.  Thetaf.  40;  Anz.  der  linearunabh.  40;  Verschwin- 
den 41;  —  mit  halben  Char.  239;  Eigensch.  240;  —mit  r**^  Char.  370; 
Eigensch.  371;  Überg.  zu  den  Thetaf.  mit  halben  Char.  404;  —  mit  Dritt«!- 
char.  und  einer  Veränderl.  390;  —  höherer  Ordg.  mit  halben  Char.  357; 
Anz.  der  linearunabh.  ger.  und  unger.  361;  Darst.  durch  die  gewöhnl 
Thetaf.  mit  halben  Char.  406. 

Thetareihe,   einfach  unendl.,  Konverg.  3;  an  der  Grenze  der  Konv.  190;  |)-fach 

unendl.,   Konverg.  10;    Umform,    durch  Einf   neuer   Summationsb.    in  eine 

Thetar.  66;  in  ein  Prod.  von  Thetar.  mit  versch.  Mod.  77;  mit  gl.  Mod.  einf. 

90 ;  der  spez.  Fall  ganzz.  Koeff.  84 ;  Umf  durch  die  Fouriersche  Formel  der 

imendl.  Thetar.  96;  der  p-fach  unendl.  106. 
Thetarelationen  im  Falle  p=  1  331;   im  Falle  p  =  2  340;   Vergl.  mit  den  Bed. 

einer  orthog.   Substit.  344;   im  Fallei9>3   355,  362;   zw.   Thetaf.  mit  r^^ 

Char.  389;  zw.  hyperell.  Thetaf.  468.      ~ 
Tetraederirrationalität,  —Substitutionen  396. 
Teilungsproblem  spezielles  409. 
Transformation  der  Perioden  128;  ordin.  und  singul.  (Uumbert)  180  Anm.;  ganz- 

zahl.,  lin.,  Grad  od.  Oid^.,  Charakteristik  131;  Transformationssahlen,  Bed. 
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bei  ordin.  Tr.  131,  187;  Determ.  u.  ünterdeterm.  ders.  137;  Ander,  des 
Periodenparallelotops  bei  Tr.  138;  Zusammens.  von  Tr.  142;  identische  Tr. 
144;  inverse  Tr.  145;  Zus.  einer  ganzz.  lin.  Tr.  aus  den  il>(8p-f  1)  ele- 
mentaren -4  ,  J?  ,  C  ,  ^^  168;  Red.  dieser  auf  weniger  164;  ganzz. 
nichtlin.  Tr.,  äquival.  Tr.,  äasse,  Repräsentanten  166;  snpplem.  Tr.,  MultipL, 
Divis.,  Zus.  einer  nichtganzz.  aas  der  Div.  n.  einer  ganzz.  194;  Krazer- 
Prymsche  elementare  Tr.  198. 

Transformation  der  Thetaf anktionen ,  Zus.  der  Arg.  u.  Mod.  d.  ursprüngl.  u.  d. 
transf.  Thetaf.  141;  Zus.  der  ursprfingl.  u.  d.  transf.  Thetaf.  für  ganzz.  Tr. 
164;  für  ganzz.  lin.  Tr.  172;  spez.  Fall^)»  1  188;  —  der  Thetaf.  mit  halben 
Ghar.  407;  —  prinzipale  der  Thetaf.  einer  Yer.  211;  mehr.  Yer.  221. 

Transformationskonstante  im  Falle  ganzz.  lin.  Tr.  für  belieb,  p  181 ;  fOr  p  »=  i  188. 

Transformationsproblem,  spezieUes  409. 

Transformationszahlen,  Bed.  bei  ordin.  Tr.  181, 187;  ihre  Determ.  und  ünterdet.  187. 

Überschuß  eines  Punktsyst.  I.  G.  416. 

Umkehrproblem  441. 

Unabhängige  Periodensysteme  110;  —  Per.  Char.  244,  874;  —  Th.  Char.  263,  879. 

Uneigentliche  Per.  Char.  244,  874. 

Ungerade  Th.Char.,  Anz.  260;  Darst.  durch  die  Th.Char.  eines  F.  S.  286;  Best, 
der  Anz.  der  in  einem  Syst.  von  Th.  Ghar.  vorkomm.  297 ;  spez.  Fall  der 
GOpelschen  Syst.  800;  Fallp=s2  888;  die  zu  einer  syzyg.  Gruppe  gehOr. 
Syst.  von  lauter  unger.  Th.  Char.  808. 

Terbundene  Punkte  der  zweiblättrigen  Biemannschen  Fläche  460. 
Vollständige  Thetaprodukte  389,  891,  899,  406. 
Vollständiges  Punktsystem  I.  G.  416. 

Weierstraßsche  Thetaformel  823;  Zus.   mit  den  Jacob,  und  Biem.  Thetaf.  328; 

Histor.  826;  Verschied.  Ableitungsmeth.  326;  Erweiter,  auf  Prod.  von  mehr 

als  4  Thetaf.  827;  Verallgem.  für  !>  >  1  816,  828. 
Wendepunkte,  Wendepunktlinien,  Wendepunktdreiecke,  Wendetangenten  einer 

Kurve  8.  Ordg.  394,  397. 
Wesentliche  Kombinationen  gegeb.  Th.  Char.  268,  879. 
Wesentlich  unabhängige  Th.  Char.  268,  379. 
Wurzelfunktionen,  Zuordg.  zu  Thetaf.  436. 

Zerfallende  Thetafunktionen  27,  42,  476,  499,  600. 

Zerlegung  einer  Per.  Char.  in  zwei  Th.  Char.  266;  Anz.  der  Zerl.,  Eint  in 
3  Arten  266;  spez.  Fall  p»2  887. 
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I Theorie  der  zweifach  unendlichen  Thetareihen 
auf  Grund  der  Riemannschen  Thetaformel. 
!  Von  Prof.  Dr.  Adolf  Krazer 

[Vn  u.  66  S.]    gr.  4.    1882.    geh.  n.  JL  3.60. 
DieBe  Arbeit  behandelt  den  Hpestielleu  Fall  der  e  weil  ach  uu  endlichen  Theta- 
reihen.   Von  der  Riemannschen  Thetaformel  ausgehend,  wird  zunächst  da»  diesem 
Falle  entsprechende  System  linearer  Gleichungen  aufgestellt  und  eingehend  unter- 
sucht. Es  ergeben  sich  dabei  zwei  eigentümliche  Systeme  von  je  vier  Charakteristiken, 
die  als  Viererayateme  erster  und  zweiter  Art  bezeichnet  werden,  und  von  denen 
später  das  erste  zu  den  GöpelBchen,  das  zweite  zu  deu  Roaeiihainscbcn  Formeln 
hinüberleitet.     Durch   Speziaügierung  der   tu   dem    erwähnten   Systeme    linearer 
I  Gleichungen  vorkommenden  Größen  wird  hierauf  die  Fundamentalformel  für  die 
Iganze  Theorie  abgeleitet,    und   es   treten   dabei   zugleich  auf  natüi'liche  Weise 
tgewiaae  Systeme  von  je  sechs  Charakteristiken  hervor^    die    ah  Rosenhainsche 
ISechsersysteme  bezeichnet  werden.     Die  weitere  Untersuchnng  liefert  dann  auf 
f  Qnmd  einer  vollständig  willkürlichen  Anordnung  der  sechs  ungeraden  Charakte- 
liiBtiken  die  sämtlichen  in  der  Fundamentalformel  enthaltenen  Thetarelationen  in 
lallgemeinster  Gestalt.     Es   zeigt  sich  bei  dieser  Behandlung  ein  vollständiger 
{ ParaUelismus  zwischen  den  Untersuchungen  von  G<}pel   und   Rosenhain,  und  ef 
Iwird   so   erst  eine   einheitliche  Theorie  dieser  Thetarelationen,   ein  Einblick  in 
(ihre  Strukturverhältnisse  und  ihre  Abhängigkeit  voneinander  gewonnen. 


Neue  Grundlagen 
[einer  Theorie  der  allgemeinen  Thetafunktionen. 

Von  Prof.  Dr.  A.  Krazer  und  Prof.  Dr.  F.  Prym. 

Kurz  zusammengefaßt  und  herausgegeben  von 
Prof  Dr,  K  Krazer. 

[Xn  u.   133  8.]     gr.  4,      1892.     geh,  n.  JL  7.20. 

Die  vorliegende  Arbeit  besteht  aus  zwei  selbständigen  Teilen,  tou  denen 
(der  erste  den  Titel:  ,, Theorie  der  Thetafunktionen  mit  rationalen  Charakteristiken", 
[der  zweite  den  Titel:    „Theorie  der  Transformation  der  Thetafunktionen"  führt 
Den  Mittelpunkt  des  ersten  Teiles  bildet  eine,  aU  „Fundamentalformel  der 
iTheorie  der  Thetafunktionen  mit  rationaleu  Charakteristiken"  bezeichnete  Theta- 
formel von  sehr  allgemeinem  Charakter,  zu  der  die  Verfasser  gelangten,  indem 
Isie  sich  die  Aufgabe  stellten,  die  allgemeinste  Thetaformel  aufzufinden,  welche 
|dadurch  erhalten  weiden  kann,  daß  man  in  der  ein  Produkt  von  n  Thetafiink' 
Dnen  mit  verschiedenen  Parametern   darstellenden  n|>- fach  unendlichen  Reihe 
1  Stelle  der  bisherigen  Summationabuchstaben  vermittelst  einer  linearen  Sub- 
latitution  neue  Summationabuchstaben  einführt.    Diese  Formel  aufzustellen  und  aun 
|derselben  ein©  größere  Anzahl  ftlr  die  Theorie  und  Anwendung  wichtiger  spezieller 
Formeln  abzuleiten,  bildet  den  Gegenstand  der  ünteisuchungeu  des  ersten  Teiles. 
\yet  zweite  Teil  enthält  die  vollständige  Lösung  dee  allgemeinen   Trans- 
formationeproblems  der  Thetafunktionen.     Dieselbe  wird  dadurch  erreicht,  daß 
[man,   unt<^  Anwendung   des   Prinzips   der  Zerlegung   einer  Transformation    in 
Imehrere,  die  Lösung  des  allgemeinen  Transformationsproblems  reduziert  auf  die 
|Xfösiing    einer    geringen    Anzahl    einfacherer   Transformationsproblemef    welche 
[litteist  direkter  Methoden  behandelt  werden  können.     Die  hierbei   zu  Grunde 
ende  Zerlegung  der  allgemeinen  Tranafonnation   wurde  aber  erst   möglich, 
dem  der  Begriff  der  Transformation  in  der  Art  erweitert  worden  war^   daß 
f&r  die  eine  Transformation  charakterisierenden  4|)'  Zahlen,  die   bis  jetsst 
aU  ganse  Zahlen  vorausgesetzt  wurden^  auch  gebrochene  V^^bXsnk  isoS^^. 
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Untersuchungen  über  Thetafunktionen 

Von  der  philosophischen  Fakultät  der  Universität  Oöttingen  mit  den 
Beneke-Preisfi  für  1895  gekrönt  und   mit  Unterstützung  der  Königlj 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  daselbst  herausgegeben 

von  Prof  Dr-  Wilhelm  Wirtinfler. 

[Vm  u.  125  8.]     gr.  4.     1895,     gek  n.  Jl,  9.— 

Dieae  Bchrift  hat  zum  Gegenstande  die  genanere  UnterBuchung  der  B^l 
siehuDg  der  allgemeinen  Thetafunktionen  zu  den  algebraischen  FnnkÜonen  tmd] 
ihren  Integralen,    Sie  zerfUlt  in  zwei  Teile,  von  denen  der  erste  den  allgemeineii,  1 

von  PSr^      Parametern  abhängigen  Thetafunktionen  gewidmet  ist,  wlkhreöd  4w  j 

»weite  eine  spezielle  Klasse  behandelt,  welche  jedoch  von  3ji  Parametern  th-i 

hängt  und  daher  allgemeiner  ist  als  die  nur  von  Sp — 3  Parametern  abhängigij 
von  Riemanu  behandelte  Klasse. 


Theorie  der  Riemannschen  Thetafunktion. 

Von  Privatdozent  Dr.  Gearg  Rost. 

[TV  u.  G6  S.]     gr.  4.     1901.     geb.  n.  JH  4.— 

Die  vorstehende  Arbeit  bezweckt,  die  in  der  Theorie  der  BiemannsGiMa| 
Thetafunktion    noch    vorhandenen,    nicht   unweBentUchen    Lücken    aussaffiHstt-l 
Zunächst  wird  im  ersten  Abachuitte  die  Theorie  der  algebraischefi,  in  einer  all-j 
gemeinen   Kicmannflchen   FlFiche  T  einwertigen  Funktionen   so   weit  entwickeltvl 
als  es  für  die  Theorie  der  Thetafunktion  erforderlich  ist.   Der  Yerfasser  betchifink 
aich  dabei  nicht  auf  die  Betrachtung  von  Funktionen  mit  nur  einfachen  Ünend-" 
UchkeitepunkteD,  er  behandelt  viehuehr  den  allgemeinBten  Fall  und  gelaitgt  ds- 
durch  scu  Resultaten  von  unbeachrilnkter  Göltigkeit,     Durch  Einführung  de«  Be* 
griifes  „Rang  eines  Punkti>y»temB"   gewinnt   die  Darstellung  der  Theorie   ein« , 
ungemein  übersichtliche  Gestalt.   Im  zweiten  Abschnitte  wird  dann  die  eigen tUch 
Theorie  der  Riemannachen  Thetafunktion    in  abschließender  Weise  entwickelt! 
Auf  Grund  der  Erkenntnis,  daß  Punktsysteme  von  gpeziellem  Charakteir 
können,  gelingt  ea  dem  Yartasser,  den  von  Riemann  aufgestellten^  die  Darstella 
von    KonstantensjBtemen   durch    Summen    allenthalben   endlicher    Integrale 
tretTenden  SÜt^^en  eine  korrekte  Fassung  eu  geben.    Auch  wird  für  die  von 
mann  aufgestellten  Deriviertensätze  zum  ersten  Male  ein  einwandfreier  Bei 
geliefert.    In  den  am  Schlüsse  der  Arbeit  befindlichen  Anmerkimgen  werden  < 
im  Haupttexte  entwickelten  Theorien  durch  Beispiele  erläuieri  und  die  Arbeit) 
der  Vorgänger  einer  eingehenden  Kritik  luitfAi  zo^r>Ti 


